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ONSOZ

TEORIK FiZiK DERSLERI killiyatinin 7. cildini teski! eden ”GRAVITASYO-
NUN ROLATIVIST TEORILERI” isimli bu kitap 1976-1977 ders yihinda Istanbul
Universitesi Fen Fakiiltesi Teorik Fizik Kiirsiisinde ihdas etmis ve haftada 2 saat
ders ve | saat de uygulama olmak Gizere lisansiisti dgrencilerine okutmus oldu-
gunu aym isim!i dersin notlarindan meydana gelmistir.

Yaklastk 25 yillik bir bilgi birikimi ve Sziimlemesi sonucu ve kesintiziz 16
aylik bir ¢alismadan sonra ortaya konabilmis olan bu kitap hi¢ bir orijinaliik ih-
tivd etmemektedir. Ancak, konuya ve literatiirline dsina olaniarin, kitabin muh-
tevasinda ittihaz edilmis olan felsefe ve stratejinin miitaddan biraz farkl: oldu-
gunu teslim edeceklerini (imid etmekteyim.

Kitap bu hiliyle 12 bdiim ve bélimlerin sonuna eklenmis 222 kalem referans
ile 56 da ahstirma ve problem ihtivd etmektedir. Bunlarin ve bunlara ildveten
baska problemlerin ¢dziimlerini ihtivd edecek olan »Tecrik Fizik Dersteri, Cild
7/1, Gravitasyonun Ré&lativist Teorileri Cozlimli Problem Kitabi” Dog. Di. §Seh-
suvar Zebitay ile yardimailarim Omer Ofuz ve Higim Mutug’un da yardimliariyla
hazirlanmaktadir.

Kitaba mesned olan lisanslistli dersinin  kapsamt disinda kaldikiarindan
KRUSKAL keordinatlart ile KERR metrigi ayrica incelenmemis, ancak kiiglk
birer paragrafla bunlarin mahiyetlerine deginilmekle yetinilmistir. Ayrica, bu
kitabin dayandigi dersin amaai yalnizca salt gravitasyon olayini geometrik bir yap:
aracilifiyla modellendirmek oldufundan elektromagnetik olaylara ve, bu miini-
sebetle, heniiz ¢ok spekifatif bir konu clan birlesik alan teorilerine de hi¢ defi-
nilmemistir. Gravitasyon alanlarmnin kuvantumlagtirilmast da gene aynr sebepler-
den &tirt kitabin kapsami dizinda  breakelmigtir,

Bu kitap ne bir el kitabidir ve ne de konuyu deriniifine ve eksiksiz iglemis
olmak iddiasinda olan bir kitaptir. Bu, yainizca, Gravitasyonun R&litivist Teo-
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rileri konusunu haftada 2 saat ders itibiriyle 2 yariyilda lisansiisti &grencilerine
anlayabilecekleri bir bigimde sunma amacint gliden 10 yithk bir rlyanin, bir &z-
lemin mitevizi bir bicimde tahakkukudur; o kadar! Bu motivasyon ve gergeve
goéz onlinde tutulmadigi takdirde kitabin eksigi pek goktur. Samimfi niydzim ise
bu kitabin eksik yanlarinin, eksiksizini yazabilme huslsunda bagkalarina miessir
bir ilham kaynagi olmasidir.

Gok sikintili ve gileli 16 ay boyunca bu kitabt yazma sabrini ve giicini lGtfet-
mis olan CENAB-I HAKK’a, diger biitin nimetleri icin de oldugu gibi, 1dyiktyla
hamd ve sikirden acizim.

Kitap henlz maniskri hilinde iken igindeki hesaplari kontrol ederek bir
siirll yanlisin &nlenmesinde katkilari olan aziz yardimailarim Hasim Mutus, Omer
Oguz, Dog.Dr. Emine M. Riza ve Dog. Dr.Sehsuvar Zebitay’a; maniskriyi biiyiik
bir titizlikle okuyup pekgok yanhlisin ve vuzuhsuzlugun izilesinde beni kendisine
minnettdr birakan aziz meslekdagim Pref.Dr. Ferit Oktem’e; kitabin yazihsi sii-
resince bana biiylik manevi destek olmus olan aziz mesiekdagim Do¢.Dr. Cetin
Cansoy’a; sevkimi arttirmis olan bitin 6grenci ve dinleyicilerime; formiilerinin
dizgisi ¢ok zor ofan bu kitabr sabir ve gileryizle dizen miirettip Tayfur Ligin’e,
bask) operatéri Sakir Celik’e, Fen Fakiiitesi Matbaasinin emekleri gegen diger
personeline ve Matbaa Midiiri Mehmet Mardinligi’e en kalbi tesekkirlerimi
ifide etmekten biiyik haz duymaktayim.

Uskiidar, Mart 1982 Ahmed Yiksel OZEMRE



| BGLUM Geceyi ve giindiizii ve giinesi ve ay1 yaratan O'dur.

Herbiri bir yiriingede yiizer durur (XXI; 33) — Giines
ve ay bir hesaba goredir (LV; 5)
KUR’AN

KLASIK
GRAVITASYON TEORISI

Bu béllimiin amaci, klasik gravitasyon teorisinin temel ilkelerini kisaca sergi-
lemek, sintrlarint vurgulamak ve bdylece, gravitasyonun roldtivist teorilerinin
sonuglarinin derinligine anlasilabilmesi igin uygun bir mukaayese temeli olustur-
maktir.

(1.1) KLASIK GRAVITASYON TEORISININ TEMELLERI

Semekandli Tirk astronomu Sultan ULUG BEY’in (1394-1449) uzun gezegen
gozlemlerine dayanarak hazirlamms oldugu, gezegenterin gdkylizindeki durumia-
rint belirten cetvellerinin Danimarkalt astronom TYCHQ BRAHE’nin ([546-1601)
sihip oldugu araclar ve géziem olanaklariyla olgunlastiriimis bir sekilde Bohemyali
astronom JOHANNES KEPLER’e (1572-1630) intikaal etmesi sonucu KEPLER’in bu
cetvellerden, hilen kendi adiyla anilan, (i kaanun gikarmis oldugu bilinmektedir.

Tamiman kinematik mihiyetli olan bu kaanunlarin 1. ve 2. sinden hareketle,
yoriingesi Giinesi odaklarindan biri kabul eden bir elips olan herhangi bir gezege-
nin haiz oldugu ivmenin yalnizca Ginegse yénelik ve de

h? 1
a=— 2 e, e =" (L.L.1)

p

seklinde Giines ile kendisi arasindaki r uzakhiginin karesiyle ters orantili oldugunu
géstermek mimkindiir [1].

Bu (I.1.1} ifadesindeki p ve h* her ne kadar géz dniine alinan gezegen yoriin-
gesinin karakteristik biiyiklikleri iseler de, 3. KEPLER kaanfinunu géz dninde
bulundurarak, h*/p oraninin Githes etrafinda dolanan her gezegenin ydriingesi igin
ayni degeri haiz oldugunu gostermek de miimkiindir. Buna gére, Mg ile Ginesin
gravitasyon kitlesini ve G ile de uygun bir sabiti g&stererek
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hz
— == GM (1.1.2)
p
vaz edilebilir, ve gezegenin ivmesi de
a=—— GNJG e, (I.1.3)

sekline girer.

Dinamik gériis agisindan da m eylemsizlik kiitlesini haiz bir gezegen lizerine
etkiyen kuvvetin ifadesi

2
ar ___GMgm (1.1.4)

Kl =ma—=m-—
(r 7 ER

olacaktir. Bu ifide kiiresel koordinatlarda

r—rd?— ra?sin?20 = — GMr2
L ——(—j——(rzk}) —rp?sin@cos® =0
r t
1 d
— (2o sin20) =0
rsin @ dt( ? )

olur. Hareketin diizlemsel oldugu géz niinde tutulacak olursa § = /2 ve § = 0
icin bu denklemler

2 2
(i_i___,- do ) — GMr2 1
dt?

! (I.1.5)

sekline indirgenmis olurlar. ikinci denklem merkezil kuvvetler icin gegerli olan
alanlar kaanfinunun diferansiyel ifidesinden bagka bir sey degildir. h ile gene ¢-
lanlar sdbitini gostererek

FZCI) = h
bulunur. Buradan ise

d h d

dt 1 do

yazilabilir. Buna gére ve u = 1/r vaz ederek (I.1.5) den
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2 h?
g_}_uz_l_ , b= (1.1.6)
do? p Mg

olur. Bu adi diferansiyel denklemin genel ¢dzimii de, e ve g, ile iki integrasyon
parametresini gostererek,

1

U—=-- =

r

[t —ecos(p+ o] (1.1.6")

w =

dir. Bu ifade kutupsal koordinatlar cinsinden bir konigin denklemidir. O0<e<1
hali yériingenin bir elips, e==1 hili bir parabol ve e>>1 hdli de bir hiperbol olma-
sina tekaabil eder; ¢, ise yoriingenin eksenlere gore konumuyla ilgilidir. Koor-
dinat eksenlerinin uygun bir dénmesi araciligiyla @, in degerini sifir olarak segmek
her zaman mimkindir.

Kisaca &zetlemek gerekirse KEPLER kaanunlart Gilinesin civarinda, ifadesi
(I.1.3) ile verilen bir ivme alamnin taimina denktirler. Bu ivme alanini, dinamik
gorids agisindan, m eylemsizlik kitlesini haiz bir gezegen igin bir kuvvet alan:
olarak da yorumlamak mimkindar. Bir taraftan bu kuvvetin bir ¢ekim kuvveti
oldugunu, diger taraftan da (1.1.4) ifidesinin hem Giinesin hem de gezegenin kat-
lesi bakimindan simetrik bir goérinim arz ettigini géz 6niinde bulundurursak
(1.1.4) ifadesinin sanki glinesin gezegene uyguladigi bir gekim kuvvetini temsil
ediyormus gibi yorumlanabildigi kadar sanki gezegen de Giinege bir ¢ekim kuvveti
uyguluyormus gibi rumlanabilmesinin mimkiin olduguna isdret etmek gerekir.

Evrendeki sayilamiyacak kadar kalabalik olan gék cisimlerinden ancak biri
olan Ginesin, kendi civarindaki gezegenler lizerine uyguladigi bu ¢ekim kuvveti-
nin tekeline sdhip olamryacagint ilk sezen NEWTON (1642-1727) olmustur. NEWTON
1666 da bu gekim kaanlinunun yalnizca Giineg ile gezegenlere &zgii olmayip Ev-
rendeki biitlin cisimler igin gegerli oidugunu ; ve, artik G ile yalnizea Giineg sis-
temi igin degil fakat tiim Evren igin gegerli bir evrensel sabiti gosterek, m, ve m,
kiitlelerini haiz, ry ve r, yervektérli, noktasal ya da aralarindaki | r; — r,{ uzak-
ig1 kendilerinin boyutlarina gére ¢ok biyik olan iki cisim arasinda

K:_. Gmlmz l"I----i'z

(1.1.7)

Irl—"zlz [ry—r,|

seklinde; yani her cismin kitlesiyle dogru ve aralarindaki uzakhigin karesiyle de
ters orantili bir gravitasyon kuvvetinin (¢ekim kuvvetinin) mevciid oldugunu
temel bir varsayim olarak kabul etmistir,
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Liboratuvarda yapilan deneylerie G evrensel sdbitinin degerinin
G = 6,674.1071 m3. kg™!. san™2
oldugu tesbit edilmistir.

Noktasal dedil de sonlu yayginlig: haiz cismlerin civarlarinda olusturduklar:
gekim alanlarinin 8zelliklerini inceleyebilmek, ve bu alanlarin noktadan noktaya de-
gisimlerini tesbit etmek Uzere gravitasyonun alan teorisini clusturmak gerekli-
dir. Bir gravitasyon alaninin belli bir noktadaki etkisi o noktaya yerlestirilmis
birim kiitleli siikinetteki bir test tdnecigi izerine bu alanin uyguladigr gravi-
tasyon kuvveti araciligiyla saptanr.

Uzayda belirli bir O orijinine gére test tineciginin haiz oldugu yervektdriind
r; gravitasyon alanim saptamak istedigimiz cismin noktalarinin degisken yervek-
torind r’; cismin yogunlugunu ¢ = p(r’) ve hacmini da Vile gosterelim. Cismin
sonsuz kiigiik bir d*r” hacim elemanindaki dm(r’) = p(r") d3¢’ kitlesinin, evren-
sel gravitasyon kaan{inuna gore, test tinecigi Uzerine icrd edecegi dg elemanter
gravitasyon kuvveti '

Gdm(r).1 r—vr’

[r—r'F fr—r|

dg =

diir. Cismin r deki test t@necigi {zerindeki tiim etkisi, cismi olusturan bitiin
kiitle elemanlarinin ortak katkilarindan ibirettir :

’ 3. —
g:—pr(r)dr r—r
v

r—r'[ jr—r|

Bu ifide, kisaca

e(r,r)=@—r)/|r—r’|

vaz ederek,

[r—r?

I f e(r, ) olr) d°r’ L18)

seklinde de yazilabilir.

® —= ®(r) efer g gravitasyon alaninin tiiredigi gravitasyon potansiyeli ise,

g=— grad ® (I.1.9)

ve

(1.1.10)
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olur. Ayrica n(r) ile ¥ hacmin1 sinirlayan S ylzeyinin normal birim vektoriinig gés-
terirsek GAUSS teoremi aracihgiyla ve de (1.1.8) i géz éniinde bulundurarak

fg.ndS:fdivgd3rz- vid(r) d°r
J e, /
= ./‘3_Gfem(r,r’) o(r) d3r’§.n(r) d*r
r—r P
s v

yazilir. Bu esitligin en sag yanindaki integraller belirli integraller olduklarindan
degerieri, integrasyon degiskenlerinden bagimsizdir. Buna gére rile r’ integras-
yon degiskenleri kendi aralarinda degis tokus edilirlerse integrallerin degerleri
bu degisiklikten etkilenmeyecektir :

fdlvgd3r_——f Zcp(r)d3r~——fcpr) fe(I"') "(I:)dz' dr.
r—r

(1.1.11)

Sagdaki ifidede parantez igindeki integralin integranti, tanimi geregi d() eleman-
ter kat1 agisindan baska bir sey degildir. Hilbuki kapah bir S yiizeyi Gzerinden d{2
nin integrali de yalnizca 41t verir. Buna gére (I.1.11) den kolayhkia

—div g(r) = v* ®(r) = 4G o(r) (1.1.12)
oldugu bulunur. Ote yandan da (1.1.9) dolayisiyla
rotg = 0 (I.1.13)

oldugunu da kaydetmek gerekir.

Gravitasyonunun temel problemi: belirli bir p(r) kitle dagihimt igin g(r)
alan siddetinin tiyinidir. Bunun igin en kestirme y&ntem (1.1.8) integralini hesap-
lamaktir. Bir baska yéntem de &nce, verilen p(r) kiitle dagiliminin dogurdugu
@(r) gravitasyon potansiyelini (I.1.12) POISSON denkieminden tiyin etmek ; ve
sonra da (I.1.9) araciligiyla g(r) alan siddetini hesaplamaktir.

p(r) 5= 0 oldugu hil igin (I.1.12) nin ¢éziimi gbz &nine alinan cismin igindeki
gravitasyon potansiyelini; ve g(r)=0 oldugu hal igin ayni denklemin ¢dzimi de
kendi diginda yarattii gravitasyon potansiyelini verecektir,

liging bir soru da uzayda bir noktada yaratilan gravitasyon potansiyelinin uza-
yin bir baska noktasinda ne zaman hissedilecegi yani gravitasyon alaninin etkisi-
nin yayima hizinin ne oldugu sorusudur.
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Bu soruyu cevaplandirmak lizere
1 20
CZ at2

'f]maua,,cbz[]zq):_vzq)_j_ 0

ile belirlenen dalga yayilim denklemini géz &ntine alalim(¥).

Bu, ¢ hiziyla yayilmakta olan dalgalari ifide etmektedir. Bunu bilfiil gérebil-
mel Gzere basit bir hili, tek boyutlu hili g6z dniine alahm. Bu takdirde denklem

sekline indirgenmis olacaktir. Bunu ¢6zmek icin denklemin
1 1
(_fl___ _3_) (i+_ Ap—o0 (L1.14)
ax ¢ adt; \agx c Jt
seklinde de yazilabilecegine isdret edip
E=x—ct , m=x-ct

ile belirlenen yeni degiskenler ithal edelim. Bu takdirde

T e
13 2 \ox c gt ’an 2 \ox ¢ ot

oldugunu ve dolayisiyla da {I.1.14) in
3’

9Ean

seklinde yazilabilecegini gdrmek kolaydir. Bunu dnce € ye gére integre eder
ve fy(n) ile de keyfi bir fenksiyon tanimlarsak

o
an = fo(n)

bulunur. Bu ifide bir kere de 1) ya gére integre edilirse, f, ve f; ile keyfi iki fonk-
siyonu géstererek, neticede

® f Folm) 41 + F1(5) = FL(E) -+ o) = fi(x—ct) -+ Falxt-ct)

{*) Bu kitapta siirekii olarak EINSTEIN’In toplama kurali uygulanacak yini ayni bir monomda
eger ayni bir indis ild kere ikullan:Imig ise bu, indisin afabilecegi biitiin deger takim: tizerinden
toplam yapilacagina delilet edecektir. Latin harfli indisler daima 1, 2, 3 ve grek harfli indisler de
daima 0, 1, 2, 3 degerlerini alacaklardir.

Ayrica 7,y ile 4 boyutfu dkditselimsi bir uzay olan MINKOWSKI uzayinin (+ — — —} is&-
retini haiz: 5;, = — §;, ve n,, = d,, seklindeki temel tansérii gésterilmektedir.
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bulunur. Bunun minisini anlemak igin meseld f, = 0 ve dolayisiyla ® = f,(x — ct)
varsayalim. Buna gére, her x = sdbit dizleminde, @ alani zamanin fonksiyonu ola-
rak degisecektir. Kezi belirli bir t 4n1 igin de @ degisik x ler igin farkli clacaktir.
Asikardir ki @ alani x — ct = sdbit yani

x = sdbit + ct

denklemini gergekleyen biitin (x, t) deger giftleri igin aynr degeri haiz ofacaktir.
Buna gdre alan, meseld eger t = 0 ininda bir x noktasinda belirli bir degeri haiz
ise bir t zaman aralif: sonra baslangictaki yerden ct uzakliginda gene ayni degeri
haiz olacaktir. Yani x - ekseni boyunca ¢ haziyla yayidmis olacaktir. f,(x — ct),
bu bakimdan, x - ekseni boyunca pozitif yonde; f.(x -|- ct) de gene x - ekseni
boyunca fakat negatif ydonde ilerleyen bir dalga hareketini tasvir etmektedir.

Dalganin yayilma hizinin sonsuza gittigini varsayalim. Bu takdirde

lim*P® =0 = 9vO=0
olacaktir. Su hilde klisik gravitasyon teorisine gére gravitasyon potansiyeli alam
kendisini doguran maddenin diginda sonsuz hizla yani &ni bir bigimde yayilmak-
tadir. Buna gére gravitasyon potansiyelinin, klasik teoriye gdre, temas ycluyla
degil de uzaktan etki yoluyla kendini hissettirdiginden de s6z edilir.

Aynm sekilde
02D = —4nGp (I.1.15)

denkleminin ¢éziiminin de c hiziyla yayilan bir dalga hareketini temsil ettigini
gostermek kaabildir [2]. Gene c—>oco limiti igin (I.1.15) denkleminin (I.1.12)
POISSON denklemine gittigi ve dolayisiyla bir cismin kendi iginde olusturdugu gra-
vitasyon alaninin da, klasik gravitasyon teorisine gére, ani olarak yayildig: gorii-
lebilir.

(1.2) KLASIK GRAVITASYON TECRISININ SINIRLAR!

Klasik gravitasyon teorisi Arz Uzerindeki hareketlerin incelenmesi, &zellikle
serbest diisiis ve mermilerin hareketlerinde; gezegenlerin, uydularin ve diger
gok cisimlerinin ydriingelerinin tidyininde ok bagarili olmusg; ve hattd Uranus ge-
zegeninin hareketinde teoriye uymayan bazi pertirbasyorlarin varlifinin sebebi-
nin ancak Uranus’un Stesinde bulunabilecek bir baska gezegen olabileceZi varsayi-
mindan hareketle béyle bir gezegenin Uranus iizerinde gézlenen pertiirbasycnlar:
dogurabilmesi igin, teorik hesaplarla, yériingesinin, kitlesinin ve belirli bir 4nda
gokyiiziinde nerede gdzlenebileceginin tiyinini dahi mimkin kilmistir. J.ADAMS
(1819-1892) ve U. Le VERRIER (i811-1877) tarafindan birbirlerinden bagimsiz ofa-
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rak yapilan bu hesaplar sonucu Neptiin gezegeni gercekten de hesaplarin &ngdr-
digi bigimde kesfedilmigtir.

Ayni hikdye, bu asirda, bu sefer Neptiniin miruz kaldigi tesbit edilen per-
tirbasyonlardan hareketle PARCIVAL LOWELL’in {1855-1916) yapmis oldugu hesap-
lar sonucu bu pertiirbasyonlara sebep olan Pluten gezegeninin goézlemsel olarak
kesfedilmesiyle de tekerriir etmistir.

Kldsik gravitasyon teorisinin bitin bu parlak basarilarina ragmen ortaya, bu
teori gergevesi iginde agrklanamayan bazi durumlar da ¢ikmgtir.

Astronomlar &zellikle Merkir, Ventis, Arz gibi Gilinese yakin gezegenlerin
yériingelerinin, Giines sisteminde hisil olan karsilikli etkilesmeler sonucu ortaya
¢ikan pertirbasyonlar nedeniyle, tam anlamiyla kapali yoriingeler olmadiklarini
ve bir gezegenin ydéringesinin Ginese en yakin noktasi olan perihel noktasinin
gezegenin Giines etrafindaki her dolanimi sonunda bir énceki durumuna nisbetle
bir &g agisi kadar ilerlemis oldugunu tesbit etmislerdir. Perihel noktasinin
ilerlemesi diye bilinen bu olay bilhassa Merkiir igin oldukga barizdir. NEWTON'un
klasik gravitasyon teorisine dayanarak yapilan pertiirbasyon hesaplari sonucu, Mer-
kirin perihel noktasinin bir yizyil sonundaki kiimlatif Agy ilerleme mikdarinin

Ay = 5557,62" + 0,207

olmasi gerekmektedir. Bu degerin hemen hemen 50257 lik kismi Arza bagli koor-
dinat sisteminin rotasyonundan, ve 532" lik kismi da Venis, Arz, Jipiter v.s.
gibi diger gezegenlerin Merkiir Uzerindeicrd ettikleri pertiirbasyonlardan ileri
gelmektedir.

Ancak, 18. ytizyilin ikinci yarisindanberi muntazaman vyapilagelmis Merkir
gézlemlerinin kayitlarindan, perihel noktasinin bir ylzyilda gézlenen Aqgs, kii-
miilatif ilerlemesinin

Ay, = 5600,73" + 0,417
oldugu tesbit edilmistir. Aradaki
AP = AQgs, — Apy =43,11" £ 0,457

fark: klasik gravitasyon teorisi gercevesinde bir agtklama bulamayan bir anormal
ilerleme olarak ortaya ¢ikmaktadir.

Asagidaki cetvelde Merkiirin, Veniisiin, Arzin ve bir de Mars ile Satiirn ara-
sindaki kiigiik gezegenlerden biri olan lkarisiin perihel noktalarinin bir yiizyii-
daki anormal” iferlemeleri &zetlenmistir :
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Giinese uzakhg:

Gezegen (105 km) Doianim/Yiizyil Ao
Merkdr 57,91 415 43,11" =+ 0,457
Veniis 108,21 147 8,4" + 4,8”
Arz 149,60 100 50" +1,2°
ikariis 161,00 89 9,8 + 0,8”

Buna gére gezegen Giinese ne kadar yakinsa anormal perihel ilerlemesinin de
o kadar biylk oldugu gérilmektedir.

Merkiiriin perihel noktasinin bu anormal ilerlemesini izah edebilmek Gzere
bazi varsayimlar ileri siiriilmistir. Bunlardan biri, etkisi Merkiirin perihel nok-
tasinin anormal ilerlemesine sebep olabilecek bir baska gezegen bulunmasi gerek-
tigine dair Le VERRIER’nin ileri sirmiis oldugu iddiadir. Ancak b&yle bir gezegenin
dogal olarak kolaylikla gézlenmesi gerekmesine ragmen hig gézlenememis olmast
kargisinda sonradan, gdzlenmesi kolay bir gezegen yerine minik gezegenlerden
olusan bir halkanin ayni etkiyi yaptigi savunulmustur. Fakat boyle bir gezegenler
halkasi varsayimi, Merkiiriin perihel noktasinin bir yiizyilda 43,117 lik anormal
ilerlemesini izah edebilecek bir sebep teskil etse bile Venis, Arz ve Ikarisiinkilerini
izah edememekte oldugundan terkedilmistir.

Bir baska izah imkanimin da Ginesin s6z konusu 43,11” lik farki izah edebile-
cek kadar basik olmasi oldugu savunulmustur. Béyle bir varsayim eger gergek ol-
saydi Merkiiriin diigim noktasinin da hemen hemen ayni oranda gerilemesine yol
acacaktl. Bdyle bir olay gézlenmemis oldugu gibi R.H.DICKE ve H.M.GOLDENBERG’
in [3] Giinesin basikhigini tesbit etmek Uzere yapmis olduklari hassas Slgimler de
Giinesin, Merkiiriin 43,11* lik anormal bir ilerlemesine sebep olacak kadar ba-
sik olmadigimi gdstermistir (bk. X1. BOLUM).

Meseleye NEWTON teorisi gergevesi iginde bir ¢dziim getirmeyi amaglayan
bir baska varsayim da Giinesin, kendi zodyak i15:§1na yataklik eden seyrelmis bir
gazla gevrili oldugu ve bunun Arzin y8ringesinden gok uzaklara kadar uzanabil-
digi varsayimidir. Fakat bu varsayimin diger gezegenlerin perihel noktalarinin a-
normal ilerlemelerinin de izahini olusturabilmesi igin, séz konusu gazin gok &zel
bir yogunluk dagilimina sahip olmasinin gerekli oldugu ortaya konmustur. Ancak,
bu kadar keyfi bir dagiim: iceren bir varsayim, séz konusu dagiimin nigin b&yle
oldugu sorusunu cevapsiz biraktigindan, epistomoloji yéniinden tatminkdr bir agik-
lamaya temel teskil etmemektedir.

Meseleye NEWTON’un gravitasyon kaan@nunu tidil ederek bir ¢oziim getir-
mek isteyen tegebbisler de basarili olamamustir. Bunlardan biri gravitasyon kaand-
nunun, n #% 2 olmak izere,
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GM_m

1

K(r) =—

seklinde olmas) varsayimina ve n nin de Merkiiriin perihel noktasinin anormal
ilerlemesini agiklayacak bigimde saptanmasina dayanmaktadir. Gergekten de eger
n = 2,000 000 16 alinacak olursa bu kaanun ¢ergevesi i¢inde sz konusu anormal
ilerlemeye dogal bir izah bulmak miimkiin olmaktadir. Ancak géstermel kaabil-
dir ki bu takdirde yalniz Merkirin degil fakat Gilnes sistemindeki bitin geze-
genlerin perihel noktalarinin bir ylzyilda tam 43,11” lik bir agi kadar gerileme-
leri gereklidir. Bu ise gézlemlerle agik bir geliski igindedir.

Diger bir teklif de gravitasyon kaaniinunu
K(r) —— GMSm (1 + i,,) (n =3, 4 veyda 5)
r r

seklinde tidil etmektir. Ancak, bu hilde de tipki bir 6nceki hilde oldugu gibi,
a. ve n parametrelerinin degerlerinin, biitiin gezegenlerin perihel noktalarimin
gézlenmis olan anormal ilerleme mikdarlarint ayni zamanda izah edebilecek bigim-
de segilebilmesi imkidni olmadigi gosterilmistir. (NEWTON gravitasyon keanlinunu
tddil ederek gezegenferin perihel noktalarinin jlerlemesini formel bir gsema igine o-
turtmaya yénelik tekliffer ve aragtirmalar hakkinda derli toplu ézet bir bilgi ve ay-
rintih bir referans listesi H.Arzeliés tarafindan verilmistir [4]).

Bu duruma gdre biitiin gezegenlerin perihel noktalarinin ancrmal ilerlemele-
rini kldsik gravitasyon teorisi gergevesi iginde tek bir sebebe bagii olarak basit bir bi-
cimde agiklamanin olanaksiz oldugunu; ve hattd bu teoriyi tidil ederek bu olay
acikhiga kavusturmayi amag edinen bir takim ad hoc (amaca uydurulmus) varsayim-
larin da basariya ulasamadigint gormiis bulunmaktayiz.

Gezegenlerin perihel noktalarinin anormal ilerlemeleri hakkindaki gézlem so-
nuglarinin klisik gravitasyon teorisiyle bagdagmamasi, bu durum karsisinda gikaril-
masi gereken yegine epistemolojik sonug olarak sunu telkin etmektedir: ”NEW-
TON’un Klisik Gravitasyon Teorisi tam ve kendi kendine yeterli bir
teori degildir. Biitiin bilinen gravitasyon olaylarinin tam ve kendi ken-
dine yeterli bir aciklamasini ve 6ngérisiini takdim edecek daha list dii-
zeyde bir teori, bir takim amaca uygun sun’i varsayimiarin klasik teoriye
ithiliyle degi! fakat ancak klasik teorinin dayandigi teme! kavramlar ve
genel formel alt yapida gergeklestiriliecek temelli degisiklikler yardimiyla
kurulabilir.”

II. Bélimde Ozel Rélativite Teorisi (ORT) cercevesi iginde konunun
nasil ele alinabilecegi husiisunda teklif edilmis olan gesitli teorileri kisaca gézden
gegirecegiz. Hepsi de 4 boyutlu dklitselimsi MINKOWSK{ uzayinda LORENTZ-invar-
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yansini haiz, ve ¢ogu da lineer birer gravitasyon teorisi olmak vasfina sihip bulu-
nan bu teorilerin arz ettikleri bitin ozelliklerini ve vechelerini bu kitapta yansit-
mak s6z konusu degildir. Bu itibarla II. B&limiin sonuna, bu boslugu doldurmak
lizere, ayrintilt bir referans listesi iidve edilmigtir.

ALISTIRMALAR VE PROBLEMLER

1.1. m katleli bir gezegen, £ kiigik bir kemmiyet olmak iizere, efer (e/r')e,
seklinde itici bir pertiirbatér kuvvetin etkisi altinda kalirsa gezegenin bdylece
bozulmus olan hareketinin, gezegenin her tam dolaniminda sibit yildizlarin olusg-
turduklar: referans sisteminde perihel noktasimin

TE
Ap =
mh?

radyan kadar gerilemis olmasiyla tezdhir edecegini gésteriniz.

1.2. NEWTON gravitasyon kaanlinunu invaryant birakan stirekli konform déni-
siim grubunu tesbit ediniz.

REFERANSLAR :

[1] A.Y.OZEMRE : Teorik Fizik Dersleri, Cild: 2 - Kldsik Teorik Mekanik;
45-49, 1.0, Fen Fakiiltesi, (1976).

[2] L.LANDAU, E. LIFSHITZ : The Classical Theory of Fields; 8. Bdliim,
Addison Wesley, (1951).

[3] R.H. DICKE, H.M. GOLDBERG : Phys. Rev. Letters, 18, 313, (1967).

[4] H.ARZELIES : Relativité Généralisée, Gravitation; Fascicule: il,Le

Champ Statique 2 Symetrie Sphérique, [08-lll ve lI9, Gauthier-Villars;
Paris, (1963).
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Latin atasézi.
Felix calpa!
Aziz AUGUSTINUS (354 -430)

LORENTZ-INVARYANSLI
GRAVITASYON TEORILERI

(iL1) GIRIS

Birbirlerine nazaran donmesiz diizgiin dogrusal hareket yapan referans sistem-
lerinde (GALILE sistemleri’nde) fizik kaanunlarinin seklen invaryant kalacak bir bi-
gimde ifide edilmesi gerektigini savunan Ozel Rélitivite llkesi, bilindigi gibi, as-
linda MICHELSON-MORLEY deneyinin 151§in bos uzayda izotrop (esydnli) ve ho-
mogen bir bicimde yayildigini telkin eden sonucuna dayanmakta olan "heuristique”
(yol gosterici) bir ilke olup fizigin bu anlamda yeniden formiilasyonu igin bir prog-
ram igermektedir, ALBERT EINSTEIN (1879-1955) bu yol gésterici ilkenin isiginda
bu programi gergeklestirmis ve gerek mekanigi gerekse elektromagnetik teoriyi
GALILE sistemlerinde invaryant bir bicimde ifide etmeyi bagarmigti [1]. Bu invar-
yansi saglayan déniisim formiilleri @RT’nden de bilindigi gibi LORENTZ déniisim
formiilleridir.

ORT’nin en dnemli dzelligi hig bir sinyalin, hig bir madd1 etkinin ¢ 151k hizin-
dan daha hizli yol alamiyacagi keyfiyetini temel ilke olarak kabul etmis olmasidir.
Bu itibarla gravitasyonu ORT cergevesi iginde incelerken bu hususu géz dniinde
bulundurmak gereklidir. Klisik Gravitasyon Teorisi ile ORT arasindaki uyum-
suzluk, . Bslimde de isiret etmis oldugumuz, gravitasyon potansiyeli alaminin
kidsik teoriye gére sonsuz hizla yayilmasi keyfiyetinden dogmaktadir. Ayrica gra-
vitasyonun klasik alan denklemi olan (1.1.12) ifidesi de LORENTZ dénlsiimiine
gére invaryant degildir.

Klasik gravitasyon teorisinin daha dogru bir formiilasyonunu ararken iki seyi
gdz o6niinde bulundurmak gereklidir. Bunlardan biri NEWTON'un gravitasyon
teorisinin, aradifimiz daha miikemmel bir gravitasyon teorisinin mutlaka bir yak-
lagimini olusturmasi gerekliligi; ikincisi de, en azindan, gezegenlerin perihel nok-
talarinin anormal iferlemelerinin bu tecri gergevesi iginde dogal bir izaha kavuga-

12
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bilmesidir. Bu itibarla bir kuvvet merkezi etrafinda dolanan bir test tineciginin
yéringesinin belirlenmesi problemini, ileride geregini daha da iyi kavrayacagimiz
vechile, daha genis bir goris agisindan yeniden ele almamiz gerekmektedir.

(112) YORUNGE PROBLEMI

Merkezil bir kuvvetin etkisi altinda bu kuvvet merkezi etrafinda dolanan bir
test tineciginin hareket denklemleri igin

T — 0= —K(r) (dr.2.1)
22 hr =2 T() (11.2.2)
r28 = H(r) (11.2.3)

yazilabilir. Bu denklemlerden ilki test tineciinin {zerine etkiyen kuvveti, ikin-
cisi kinetik enerjisini ve sonuncusu da tnecigin yervektoriniin birim zamanda
stipirdigi alani, r radyal uzakhigr cinsinden vermektedir. Klasik gravitasyon teo-
risi bahis konusu oldugunda, K(r) = — GM/r? ile m = 1 kiitleli test tineciZi iize-
rine etkiyen gekim kuvveti; H(r) = h = sdbit ile de alanlar sibiti gosterilecektir.
r radyal uzakhk ve § da yériinge diizlemindeki yervekt&riniin kutupsal! agsidir,

Bu denklemlerin temsil ettigi ydriingeyi genel sartlarda, yani K(r), T(r) ve
H(r) nin r nin keyfi fonksiyonlari olmalari hilinde inceleyecegiz.

Aslinda bu (g fonksiyonun birbirlerinden tamamen bagimsiz olmadiklarim
gérmek kolaydir. Nitekim (11.2.2) ile (I1.2.3) arasinda 8 = d8/dt yi eler de elde edi-
len denklemi t ye gdre tiirettikten sonra 2 dr/dt ile bolersek

H(ry dH  dT
Kn=—— ——— [1.2.4
0 rz  dr dr ( )
bulunur. Klasik gravitasyon héli i¢in K(r} == — dT/dr olacagi gorilmektedir.

Yériinge denklemini bulmak igin (IL.2.3) den
d _HO 4
dt * de

yazilabilecegine dikkati ¢ektikten sonra u=1/r vaz ederek bunu (IL.2.1) ve (11.2.2)
ye uygulayalim; bu takdirde

du K ( du )2 d(In]Hp) (11.2.5)

do du

-2
(ﬂ) pur =2l (11.2.6)



14 ¥ LORENTZ-INVARYANSLI TEORILER

denklemleri elde edilir. (I1.2.6) aracihiiyla (11.2.5) den (du/d0)* elenecek olursa,
(I1.2.4) G de goéz oniinde tutarak,

duy K
— 4+ u= ——-—(

dg? H2yr LR — — —— — = N(u) | (IL2.7)

2T 5 ) d(in| H ) 1 dT 2T dH
—— —— —_— T =
du H? du H? du

bulunur. Bu denklemi gergekleyen u = uy = sdbit seklindeki dairesel bir yériinge-
nin uy = N{u,) denkleminin k&kii ile belirlenecegi (I1.2.7) den kolaylikla g&rilir.
Fakat (I1.2.6) ya gdre bu k&k, ayni zamanda,

o 2T 2T,
DOHE)P  H

bagintisiyla da verilmekte olup burada T, ve H, ile T(u) ve H(u) nun u = u, daki
degeri gosterilmis bulunulmaktadir. Buna binden dairesel bir yériingeden itibdren
vukuu bulacak olan herhangi bir 13 = u— u, sapmasi da, (IL2.7) de u=u, + 7
vaz etmek siiretiyle,

d*n aN — O(f
e + l:l —( o )"0 ] 1 = O(11) (11.2.8)

diferansiyel denklemini gergekleyecektir. Bu diferansiyel denklemi gergekleyecek
olan birinci mertebeden bir sapmanin, A ve §” ile iki integrasyon sabitini géste-

rerei,
1 = A cos (B \/1 — (gﬁ) 4 8’) (I1.2.9)
U Ju,

seklinde olacagi ortaya ctkmaktadir. Yériinge bliylik ekseninin degrultusunu gos-
teren 0”7 yU her zaman sifir olarak almak mimkiindir.

Perihel noktasi r nin minimum ve dolayisiyla da ¢ nun ve 1 nin maksimum ol-
dugu noktadir. 7 ise, (IL2.9) a gére, argiimenti sifira ve 21 ye esit oldugunda
maksimum olacaktir. Eger ¢p ile bir perihel noktasindan hareketle muteakip
perihel noktasina varildiginda yervektériiniin kutupsal agisindaki degisimi goste-
rirsek

2 271t

er= \/_ (dN T 15
1 — (9=
).

bulunur. Buradan, eger &¢ -> 0 ise tanecigin perihel noktasinin her dolanim so-
nunda &¢ radyan ilerlemis olacagi; eger 8¢ << 0 ise de her dolanim sonunda
&¢ radyan kadar gerilemis olacag: anlagilmaktadir. Kigiik (dN/du),, degerleri igin

= 2 (l + 5¢) (11.2.10)
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Bp—1— \/ 1 _(‘_g})uo ~ % (‘;’:’ ) (2.11)

olacaktir,

(11.3) LORENTZ-INVARYANSLI GRAVITASYON TEORILERINE GE-
NEL BiR BAKIS

Ilerideki b&limlerde ayrintilariyla inceleyecegimiz vechile gravitasyonun tu-
tarli, kendi kendine yeterli, epistemolojik yénden tatminkir ve gézlemlerle celig-
kili olmayan ilk teorisini A.EINSTEIN'In 1916 da takdim etmis oldugu sekliyle Ge-
nel Roldtivite Tecrisi (GRT) teskil etmistir [2].

GRT, gezegenlerin perihel noktalarinin NEWTON teorisinin agiklayamadig:
anormal ilerlemelerini hem yoénleri ve hem de her bir gezegen igin gézlenmis de-
gerler bakimindan tek bir formiiie bagli ve teorinin dogal bir sonucu olarak &ngdr-
mis olduu gibi ayrica o zamana kadar gézlenmemis olan iki olayin varhgn: da ha-
ber vermis ve bu olaylarin biytkliklerini veren genel formiilleri tesis etmistir.

Bu olaylardan biri, gék cisimlerinin yakinindan gecerken, 1s1gin ydriingesinin
dogrudan sapmasidir. Ik defa 1919 da bir Gines tutulmasindan yararlanilarak &l-
giilmiis olan bu olay GRT’nin gézlemle uyumlulugunun en Snemli testlerinden bi-
rini teskil etmistir. GRT, Giinesin civarindan gegen 1s1gin maruz kalacagi maksi-
mum sapmanin A, teorik deferi olarak, ileride § (V1.5) de de gdrecegimiz gibi,

_4GM,

A = I1.3.1
T (IT3.1)

ifidesini vermektedir. Bu, Gunes diskine teget olarak gelen bir 1s1nin sapma mikda-
ridir. Buformiildeki sibitlerin degerlerini yerlerine koyarak elde edilen A, = 1,75"
degeri 1919 dan 1952 ye kadar yapilan gézlemlerde Slgimlerin dizeltitmis ortala-
ma deferi olarak elde edilmis olan A, = 2,03” degeri ile 9 14 lik izafi bir hat3
ile uyusum hilindedir. Isi§in gravitasyon alani tarafindan saptirilmasi diye isimlen-
dirilen bu olayin degerlendirilmesi, kriti§i ve zengin bir literatirti H.ARZELIES
tarafindan verilmistir [3].

Séz konusu olan diger olay da tsigin bir gravitasyon alanindan gegerken fre-
kansinin azalmas! olayidir. Spektrum cizgilerinin gravitasyon kékenli kizila
kaymasi diye de isimlendirilen bu olay ilk defa biiyik bir hassasiyetle, 1959 da
R.V. POUND ve G.A.REBKA tarafindan [4-5], MOSSBAUER olayina [6-8] dayani-
farak 8lgiilmistiir. POUND ve REBKA'nin gergeklestirmis clduklari deneyin sartlari
altinda GRT’ne gore Arz igin kirmiziya kaymanin teorik degerinin 4,94.107%° ol-
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masina kargilik bu yazarlarin denel olarak bulmug olduklari deger (5,13 +0,51).107F
olup bu, goériuldiigd gibi, teorik degerle ¢ok iyi bir uyum hilindedir. Gravitasyon
alaninda 151§ 1in iki nokta arasinda katettigi uzaklik dolayisiyla alan potansiyelinin
degisimini &®, bu nedenle 1s1§in baslangigtaki v, frekansindaki degisimini de dv ile
gosterecek olursak GRT’nin bu olayin biyikliga igin tesis etmis oldugu formiil,
ozellikle Giines igin '

&v 8D

s 1
= Y

2

(11.3.2)
v, c ¢t Ry

dir. Bu olayla ilgili dolgun bir literatiiriit de M.A.TONNELAT’da bulmak miimkiin-
dir [9].

Bir gezegenin bliylik ekseninin uzunlugu 2a, dismerkezligi de e ile gosterilirse,
GRT gergevesi iginde, gezegenin perihel noktasinin, NEWTON’un gravitasyon
teorisi tarafindan izah olunamayan dolanim basina anormal ilerlemesinin teorik
degeri de

bo __3Mg _ 3m
p

- (11.3.3)
2rn ac? (Il —e?)

ile verilmektedir (¥).

Bu ilig olay yani gezegenlerin perihel noktalarinin anormal ilerlemesi, 51in
gravitasyon alanindan gegerken sapmasi ve gravitasyon alanlarinda spektrum giz-
gilerinin kizila kaymas: biitiin gravitasyon teorileri igin éngérmeleri gereken iig
test ve teorilerin gegerliligi igin de asgart olgiitleri olustururlar.

GRT'nin s3hip oldugu bitiin avantajlara ragmen, gravitasyonu ORT gerceve-
si igine yerlestirmeye yonelik 1916 &ncesi galigmalarin somut &rneklerine, bu ta-
rihten ginimiize kadar da daha birgoklari eklenegelmistir. Biitin bu teorilerin
ortak ve kisitlayici yani hepsinin de fizik kaanunlarinin formiliasyonu ydninden
GALILE referans sistemlerinin birbirlerine esdefer olduklarinin ifidesi olan
LORENTZ invaryansi tzerine ingi edilmis olmalaridir. Gravitasyonun ille de LO-
RENTZ-invaryansh bir teorisini kurmanin gekici yani, GRT’'nde ortaya gikan li-
neer olmayan alan denklemlerini ¢ézmenin zorlugu karsisinda, bu gibi teorilerin
genellikle lineer teoriler olmalari; ve tam anlamiyla lineer olmayanlarinin da, hig
degilse 1/¢* mertebesinde, matematik bakimindan GRT’ne nisbetle gok daha ko-
lay muamele edilebilir ifidelere yol agmalaridir.

LORENTZ-invaryansh gravitasyon teorilerinin (LIGT’nin) gegerliliklerini iki
ydnden incelemek mimkiindir. Bunlardan biri bu teorilerin gézlemlerle kargi-

(* p = h'/GM = a(I — e7) dir; bunun igin bk. A.Y.OZEMRE: Teorik Fizik Dersleri, Cild 2
Klisik Teorik Mekanik, 5.45-49 ve |12, Burada ayrica g = GM/c* vaz edilmigtir.
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lastirilmasi, ikincisi de aksiyomatik temellerinin epistemolojik agidan incelenme-
sidir. Ileride de goériilecegi vechile GRT’nin nisbeten keyfi varsayimlardan arin-
mis, &zellikle her ydnden tutarli ve kendi kendine yeterli tam bir teori olmasina
karsilik LIGT dayandiklari temel aksiyomlar bakimindan biyiik keyfilikler arz ede-
bilmektedirler. '

Biitiin gravitasyon teorilerini : a) epistemoloji, ve b) matematiksel yapi
acisindan da mitilea etmek miimkindir. Epistemoloji agisindan bunlari dnce: I)
ic-tutarlihg olan teoriler, ya da 2) kendi kendine tutarsiz teoriler diye iki simfa
ayirabiliriz. Her iki sinif da, ayrica: |) kendi kendine yeterli ya da tam teoriler; 2)
yetersiz ya da eksik teoriler alt siniflarina ayrilabifir. Kendi kendine yeterli teoriler,
NEWTON gravitasyon teorisinin verilerinin degerleri teoriye ithdl edildiginde yu-
karida s&z konusu edilmis olan (ig test igin de, gézlemlerle uyussun ya da uyugma-
sin, belirli sayisal degerler &ngéren teorilerdir. Yetersiz diye nitelendirilen teori-
ler ise ya: a) ne teorinin kendisinin belirtebildigi ve ne de NEWTON gravitasyon
teorisinin verileri aracihfiyla belirlenebilen, buna karsilik degerleri ancak olaylara
uyacak sekilde usturuplu segilirse, séz konusu {g test igin {veyd bunlardan bazis:
i¢in) sayisal degerler verebilen parametreler ihtivi eden; ya b) bagka fizik kaan{in-
fari veya gézlemlerle agikga gelisik olan, yada c} igerdikleri biyiikliklerin tasviri
eksik olan teorilerdir.

Matematiksel yapt bakimindan ise LIGT’ni: }) POINCARE tipi, 2) skaler, 3) vek-
térel ve 4) tansdrel teoriler diye dért kategoriye ayirmak mimkindir.

POINCARE (1854 - 1912) tipi teorilerle digerleri arasinda, probleme yaklasim
bakimindan, biiytik bir metodolojik fark géze garpmaktadir. Bu birinci tip teori-
lerde, iki cisim arasindaki gekim kuvvetini aralarindaki uzakhgin karesinin tersiyle
orantili olarak veren NEWTON kaandnunun dogrudan dogruya LORENTZ-invar-
yansini saglamak sretiyle klasik gravitasyon teorisinin ORT cergevesine sigdiril-
masinin hedef alinmasina kargilik diger teoriler, gravitasyon potansiyelinin gergek-
ledigi POISSON denklemini ilk bir yaklagim clarak kabul eden, LORENTZ-invaryansls
daha genel bir teori ingd etmegi amaglamaktadirlar. Bu teorilerde gravitasyon ala-
ninl doguran kaynak da alanin potansiyeli de ya skaler, ya vektérel, ya da tansorel
baytuklikler olarak segilmekte ve,

1 92
1% = nw auav=F Py 2
ile gene D’ALEMBERT operatériinii ve x ile birlesim (kupldj) sabitini gosterek,
LORENTZ-invaryansh alan denklemleri

skaler teorilerde : (1P = —xT

vektérel teorilerde : *®, = —xT, (11.3.4)

4]

tansorel teorilerde : O, = — =T,
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seklini almaktadirlar. Buradaki T, T, T, kaynak fonksiyonlarini géstermektedirler.

D’ALEMBERT diferansiyel operatériiniin

DZ T T
(c at V)

seklindeki bir dértlt vektdrden tiireyen [ = [_j- . 5 seklindeki bir invaryant ol-
masl ve c—>oo igin LAPLACE operatdriine indirgenmesi, (I1.3.4) denklemlerinin ilk
yaklagtmlarda (I.1.12) ile verilen POISSON denkiemine indirgenmelerini temin eden
amaca uygun LIGT’nin temelini teskil etmektdir. Burada nemli olan nokta, ta-
bifdir ki, kaynak fonksiyonlarinin segimi ve bu segimin ortaya gikardigi teorinin ne
dereceye kadar gegerli oldugu hussudur.

9imdi ayrinullarina fazlaca girmeden bu teorilerin matematiksel yapilarinin
temellerini kisaca gézden gegirmek istiyoruz.

(I1.4) POINCARE TiPi TEORILER

Tarihi bakimdan LORENTZ-invaryansh ilk gravitasyon teorisi 1906 da H.
POINCARE tarafindan tesis edilmistir [10]. Bu calismasinda POINCARE &nce, denge
hdli eger referans sistemine bagh olmayan (invaryant) bir ozellik ise elektromagne-
tik kdkenli olmayan bitiin kuvvetlerin de GALILE referans sistemlerinde tipk:
LORENTZ kuvveti gibi doniisim kurallarina uymalari gerektigine igiret etmek-
tedir. Ayrica gravitasyon etkilesmesinin yayilma hizinin da sonlu olmasin: tarti-
san muellif, eger x; ve x, gibi iki {igli vektdriin temsil ettikleri adi 3 boyutlu
uzaym iki noktasinda hissedilen gravitasyon etkisi ile ilgili gecikme zamani,

(IL.4.1)

sekiinde yalnizca bu iki noktanin koordinatlarinin fonksiyonu ise bu yayiima hizi-
nin, yegine LORENTZ-invaryanshi hiz olan c 151k hizina esit olmast gerektigi sonu-
cuna varmaktadir.

POINCARE bundan sonra NEWTON’un gravitasyon kaantinunu genellestirerek,
geken noktasal kiitlenin siklnette bulundugu referans sisteminde, NEWTON ce-
kim kuvvetinin uzakligin karesiyle ters orantili ifidesine indirgenen LORENTZ-
invaryansli bir kuvvet kaan{inu elde etmek istemigtir.

Dértli vektdr formalizmi uyarinca H.MINKOWSKI (1864-1909) uzayinda, ma-
tad oldugu lzere, gene:

X; = (xg = ct;, x;} ile (i) noktasinin yervektérind,
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dX,; dx;
U,.U,; = ¢? olmak tzere U, = f = (c*(f , J)i') = (cv;, vv;) ile (i) nokta-

i
sinin hiz vektérindg,

I dE, dp; dP, d(m,U;
K = (L 95 dp\ _ dPi _ d(mU) (11.4.2)
¢ dt; dx,; d=; dt;
ile (i) noktasina etkiyen kuvvet vektdrini gésterir, ve
R=X,—X;==(c{t;—1;) . %—x,) = (Ry, x,—X) (I1.4.3)
2 \1/2
dr= (1= =gt & (11.4.4)
c? Y c

tanimlanirsa, (1) ve (2) noktalari géz 6nine alindiginda, bu tanimlanan dértli
vektdrlerden hareketle

R.R K.K

R.U, K.R

R.U, K.U,
U,.uU, K.U,

invaryantlarim insd etmek kaabildir. Bu invaryantlardan sonuncusunun, (11.4.2)
hareket denklemi gecerli oldugu takdirde, sifir olacagt derhal goriliir. Sifir dege-
rini haiz dier bir invaryant da R.R skaler ¢arpimidir. Gergekten de, eger (I1.4.1)
ozelligi goz &nilinde tutulursa

RR=R—|x,—x; 2= {c(t —t)}*— | x, —x, |2 = 0 (I1.4.5)
oldugu goéralir.

Bu d&rtli vektdrierden hareketle simdi &éyle bir kuvvet kaan{inu ifidesi bul-
mak istiyoruz ki bu : 1) LORENTZ invaryansina sihip oldugu gibi, tstelik, 2) Gze-
rine etkidifi maddi noktanin siikGinette bulundugu referans sisteminde de uzak-
igin karesinin tersiyle orantili olan bir ifideye indirgensin.

LORENTZ invaryansini saglamak iizere, yukarida verilmis olan invaryant bii-
yiikliklerden K,.U, = 0 &zdeslifinden yararlanacagiz. Ikinci sarti saglayan ifa-
denin de

R

LS 11.4.6
(R.U,))? ( )

seklinde oldugunu géstermek istiyoruz. Gergekten de eger m, kitleli maddi nok-
tayl siiklinette bulundugu referans sisteminin orijininde varsayarsak (x,=0 ve
v, = 0 olacagindan)
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3 3
(RU)Y = |iR° U9 — (x, — x;,) - gf—’-—] = [CRD - €Xy di] = ¢’ (R%)3

1 5y

ve

R R* R* _
s 7 Bipey 3 (ROY3 =27
(R.U)) ¢’ (RY) < (R°)*

bulunur. Ancak, kuvvetin ifadesi olarak (I1.4.6) yi alamayiz; zira U, ile skaler ola-
rak carpildiginda bu ifide 6zdes olarak sifir olmaz. (2) numarali maddi noktanin
sitkGnette bulundugu referans sisteminde bir garpan yaklasikligiyla NEWTON’un
gekim kaanGnuna indirgenen (IL.4.6) ifidesinden hareketle K, .U, = 0 bagint-
sini saglamak igin (11.4.6) ya

_(RUHU,
(R.U,)* (U,.U))

ifidesini eklemenin kafi gelecegi kolayca gdrilmektedir. Buna gére hareket denk-
lemi de

m,

WV emmel—R ___ RUU, § (11.4.7)

dt ( (R.U,) (R.U,» (U,.U)

seklinde olacaktir. Buradaki — Gmym,c® katsaytss NEWTON ¢ekim kaanlnuyla
uyumu saglamak Uzere ithdl edilmistir. Bu hareket denklemini hesaplar igin daha
elverigli bir sekle dénustiirmek igin, i = 1, 2 olmak {izere,

v d)(:l de
RU; = 1, R U] =, () — X)) —— = e (0§ — x) = = cp
dT; ds;
ve
% =T Ur U3
vaz edilirse (I11.4.7) denklemi, bilesenler cinsinden,
d2x3 G «
- R L] T QO QL N7 (I1.4.8)
ds; c? py X

sekline girer.

Bu denklemin &zel halleri MINKOWSKI [11], LORENTZ [12], SOMMERFELD
[13] tarafindan ve daha gene! halleri de De SITTER [14], KOTTLER [I5], WHITROW
ve MORDUCH [l6] tarafindan incelenmistir. Bu sonuncu iki miellifin vermis ol-
duklart POINCARE tipi daha genel bir tecrideki hareket denklemi, n ile bir pa-
rametreyi gostererek,
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dz Gm X AT £ = e =
P TTRIPYRY [

seklindedir.

(I1.4.9) denklemiyle karakterize edilen POINCARE tipi teoriler klisik ii¢ test
igin ilgi gekici sonuglar verirler. Bu denklemde eger n<2 alinacak olursa, teori,
gravitasyon alanlarinda spektrum gizgilerinin herhangi bir kaymaya maruz kalma-
yacaklarini ve 1s1gin da bir sapma g&stermeyecegini &ngériir. Teori n nin degeri
ne olursa olsun, bir gezegenin perihel noktasinin GRT nin &ngérdigi ve gozlem-
le de dogrulanmig bulunan degerinin n/6 s1 kadar ilerlemesini dngérmektedir.
n > 2 igin teorinin ne kizila kayma olayinin ve ne de 15131in sapmasi olayinin bi-
yukligini hesaplamaya misait oldugu saptanmistir. n = 2 hilinde ise teorinin
kizila kayma olay! igin, GRT ile aym biiyiklGgid vermesine kar§|!|k 1510 sap-
masi igin 6ngdrdigd deger GRT’ninkinin yarisidir.

POINCARE tipi teorilerin igerdikleri kavramsal mahzurlarin baslicasi belki
de bunlarin gravitasyon alaniarinin enerji yogunlugu icin pozitif definit bir ifide
vermemeleridir. Kez& bu tipten teorilerde kuvvetin tiretilebilecegi bir impuls-
enerji tanséri veyd bir potansiyel fonksiyonu da tanimlanamadigindan teoriyi bir
aksiyon ilkesi araciliiyla bir varyasyon problemi ofarak formiile etmek de miim-
kiin degildir [17]. Bu itibarla POINCARE tipi gravitasyon teorileri ”uzaktan etki-
lesme” teorileri simifina girerler.

(11.5) SKALER TEORILER

LORENTZ-invaryansli batlin skaler gravitasyon teorilerinin ortak hareket
noktalari, probleme, POISSON denklemini ORT cercevesi icinde ifade etmeye
baglamak siretiyle bir yakiasim yapmalaridir. Bu itibarla da bunlar uzaktan etki-
lesme tipinden teoriler degil, alan teorileridirler. Hepsini de bir varyasyon ilkesi
aracilifiyla formile etmek mimkindir.

Bu yoldaki ilk gayretler A.EINSTEIN [18] ve M.ABRAHAM’dan [19-32] gelmistir.

A. ABRAHAM TEORISI

ABRAHAM'in iki ayri yonde gelistirmis oldugu teorisi, POISSON denkleminin
ORT cercevesi icinde genellestirilmis hili olan

[} D = —4nGp,

denkleminden hareket etmekte ve ® skaler potansiyelinin 1s1§in uzaydaki yayiima
hizini tdyin ettigi varsayimina dayanmaktadir. @ gravitasyon potansiyeli ile cisik
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hizi arasindaki bagimlifik da, ya: 1) 8klitselimsi uzayin metrik yapisini, ¢2=¢?(x?, x1,
x%, x3) varsayimi altinda,

ds? = cX(x°, x1, x2, x3} dt? — dx' dx! (II.5A.1a)

seklinde tidil ederken alan denklemferini

5 f ds = 0 (IL5A.1b)
seklindeki bir varyasyon ilkesinden ¢ikarmak siiretiyle, ya da: 2) uzayin metrigi-
nin

ds? = 1, dx= dx*

seklinde m,, MINKOWSKI temel metrik tansdrii aracihfiyla belirlendigini; fakat
® ile ¢ arasinda, a ve ¢, ile iki sibiti gostererek,

¢? = o — 2D (I1.5A.2a)

seklinde bir bagimhligin varhigint varsayip alan denklemini

o f exp (— %) ds = O (I1.5A.2b)
¢

seklindeki bir varyasyon ilkesinden tiretmek siretiyle ortaya konmaktadir,

(I1.5A.2a) sarti ® —®°« ¢ oldugu haller igin EINSTEIN tarafindan [18] tesis

edilmis olan
C=¢ ll —-(I)_(DO]
C

formiiline esdegerdir. Bunun bdyle oldugunu da, ¢ — ¢y, = &c ve & — @; = 6D

yazilirsa é¢ = — 50 50 olacagindan buradan, integrasyonla (I1.5A.2a) y1 elde et-
c

mekle gérmek kaabildir.

Bu teoride, gravitasyon kuvvetinin —grad ¢ ile orantili oldugu; gravitasyon
alan siddetinin (1/c). [grad c}? ile orantili oldugu; ve alan denklemlerinin de
¢ cinsinden

2 C2
[ —; = 4nGp,

seklinde oldugu kolayca gorilir.

Bu teori, (IL.5A.1) sekliyle gravitasyon kokenli kizila kaymay dogru olarak
dngdrmekte; 151§in sapmasi igin ve gezegenlerin perihel noktalarinin ilerlemesi
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icin de GRT’nin vermis oldugu degerlerin, sirasiyla, 1/2 sint ve 2/3 Unl verebil-
mektedir. (IL5A.2) sekliyle ise ABRAHAM teorisinin bu olaylar igin 6ngérdigi de-
gerler GRT ninkilerin (sirasiyla): aynisi, yarist ve aynisidir,

B. NORDSTROM’iin TEQRILERI

NORDSTROM 1912-1913 de POISSON denklemini, LORENTZ-invaryansina u-
yan daha genel bir denklemin uzay kismini olusturacak bir bigimde genellestire-
rek gravitasyonu ORT gergevesi igine sokmayi amaglayan iki ayri teori teklif et-
mistir. Her iki teoride de 1s1gin hizi sdbit kabul edilmistir.

1. NORDSTROM’iin BIRINC] TEORISI

Bu teorinin temelinde @ skaler gravitasyon potansiyelinin, POISSON denk-
leminin 4 boyutlu uzay-zamana LORENTZ-invaryant bir genellestirilmesi olan

120 = — 4nGp, (I1.5B.1)

denklemi araciligiyla tiyin edilecegi fikri bulunmaktadir. Buradaki G gene evren-
sel gekim s3bitini, py ise slikiinet hilindeki gravitasyon kiitlesi yogunlugunu gos-
termektedir. Birim kitle bagina gravitasyon kuvvetinin ifidesi

K= 30 =1 3,®@ , (K = 3, , ki =—3,®)

ile verilecektir. Buna gdre, m eylemsizlik kiitlesini haiz bir tinecigin bir gravi-
tasyon alanindaki hareket denklemi

dP*  d(mUY)

dt dv

mkt = K" =

m 9*® (IL.5B.2)

olacaktir. Eger eylemsizlik kiitlesinin (II.5B.2) de oldugu gibi skaler bir invaryant
oldugu sartini kosarsak, bu baginti K*U,=0 6zdesligini gergeklemeye miisait de-
gildir. Fakat bu kisitlayicr sart kaldirlacak olursa (11.5B.2) denklemi

®
m3*® =m W + Ut dm (I1.58.3)
dv dT

yazilabileceginden, buradan her iki yani U, ile garpip p. iizerinden kontrakte ede-
rek,

= C2 —_— (II.S B.4)

oldugu bulunur.
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Eger @ gravitasyon potansiyeli m eylemsizlik kitlesini haiz tinecigin evren
¢izgisi boyunca sibit defilse, ¢ = sébit oldugundan, (I.5B.4} e binien m eylem-
sizlik kiitlesinin @ gravitasyon potansiyeline

Logm_ L (I1.5B.5)
m do

ifidesi uyarinca bagl olmasi gerekir. Bu denklemin ¢ozimi ise
m == m,e®/’ (11.5B.6)

dir.

(IL5B.1) denkiemi p gravitasyon kiitlesinin yogunluk dagiliminin & gravitas-
yon potansiyelini dogurdugunu; (I1.5B.6) ifidesi de gravitasyon alaninin cisimlerin
eylemsizlik kitlelerine tesir ettigini géstermektedir. ju hidlde bu teoriye gére,
evrendeki bitin cisimlerin dogurduklar: tiim gravitasyon alan: herhangi bir cis-
min eylemsizlik kiitlesinin degerine katkida bulunacak; ya da bagka bir deyisle,
bir cismin eylemsizlifi (atidleti) evrendeki bitiin cisimlerin olusturduklari gravi-
tasyon alaninin veyi kisaca evrendeki diger biitiin cisimlerin fonksiyonu olarak
belirlenecektir. Bu ise, kaba hatlariyla, MACH ilkesinin ifidesinden bagka bir gey
degildir (bk. A. Y. OZEMRE : Teorik Fizik Dersleri, Cild 2 - Klasik Teorik Mekanik,
s. 77-79).

(I1.5B.3) ve (I1.5B.5) araciligiyla hareket denklemleri olarak

dU U, di
“+_“_

—5uD —
g dz ¢z dt

(11.5B.7)

ifidesi bulunur. Bu hareket denklemlerinin
Sfe‘wc' ViU U, dv =0

seklindeki bir varyasyon ilkesinden de gikartilabilecegine isiret edelim. Bu, eger
e®/c* carpanindan sarf-1 nazar edilirse, serbest bir tinecigin hareket denklem-
ferini veren mdtad varyasyon ilkesinin aynidir. integranttaki dstel garpanin var-
I1g1, bu teorinin yalnizca LORENTZ-invaryansint degil, ayni zamanda konform tas-
vir invaryansini da haiz olduguna isdret etmektedir. Bu teoride temel metrik tan-
sor, gu, = exp (20/c?) n,, seklinde olup, yalnizca @ den ileri gelen tek bir ser-
bestlik derecesine sihip bulunmaktadir.
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Simdi bu teoriye dayanarak, Giines etrafinda dolanan bir gezegenin perihel
noktasinin hareketini inceleyelim. Bunun igin (11.5B.7) hareket denklemlerini ku-
tupsal koordinatlarda yazalim. Gezegenin hareketi diziemde vukuu bulacaktir.
Buna gére ivmenin bilegenleri, noktali ifadelerie 6z zamana gére tirev almaya
isiret ederek,

0 —a— de:'r'_rGZ L U =a = dUo=ré+2fé (I1.5B.8)
dt d<
olacaktir. Bu itibarla (IL.5B.7) hareket denklemler igin, gravitasyon potansiye-
linin ® = — GM/r seklinde olduguna da isdret ederek,
(-
. U, GM . . 5B.
Uoz__gfg_ N )dr Uy My, (I1.5B.9)
c? or dv ¢t r
GM GM
u, ° (_ —) ar (_ g)
F-——réz-_':——--; r_ L____L
c? ar dt or
=—puct (1 4 27 (11.5B.10)
9 (28) = —pr b (IL5B.11)
dt

ifideleri bulunur.

Bu teori gergevesi iginde gezegenin perihel noktasinin hareketini saptamak
tzere bu denklemleri (11.2.1-3) denklemlerine benzetmeliyiz. Gériildigia gibi (II.
5B.9-11) denklemleri arasinda (11.2.2} denkleminin benzeri eksik bulunmaktadir,
Bu eksikligi gidermek tzere, kutupsal koordinatlarda

NP ULU, = UU = U] — U — U] =
olmak hasebiyle
UV Ul=F2 202 = U] — 2 (11.5B.12)

yazilabildigine isaret edelim. Ote yandan (I1.5B.9) dan kolaylikla ve k ile bir integ-
rasyon sabitini gostererek,

Ug = ke e == k ™ (11.5B.13)
bulunur. Buna gére de (11.5B.12) den
P24 202 = 2T = k2 e — 2 (11.5B.14)

elde edilir. (II.5B.11) de derhil integre edilebilir, ve h ile bir baska integrasyon
sabitini gostererek,
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H = he* (11.5.B.15)
olur. (IL.5B.14) ve (I1.5B.15) i (I1.2.7) ye vaz ederek N(u) igin |
2

B
N(u) = T e

degeri elde edilir. Buradan hareketle de (I1.2.11) e gdre, bir dolantm sonunda
gezegenin perihel noktasinin

1 [(dN 2¢2 2c?
56— — (M} “*ETCE"Z“"" =P ¥ q15B.16)
2 \du/,, h h? p

radyan ilerlemis yani p/p radyan gerilemis olacagi meydana gikar. Bu deger hem
isireti ve hem de biiyukligi bakimindan gézlemle uyusmadigindan NORDSTROM’iin
1. teorisi gegerli bir teori degildir. Gorildigi gibi bu teori perihel noktasinin
hareketinin yéni igin gerileme, biyiikligi igin de GRT ninkinin 1/3 Gni Sngor-
mektedir. Ayrica, teoriye gore, 1s1gin gravitasyon alanindan gegerken hzrhangi bir
sapmaya maruz kalmayacagi; buna karsilik, frekansinin tipki GRT’nin &ngérdiga
kadar azalacag: da gosterilebilir.

2. NORDSTROM’iin IKINCiI TEORISI

Birinci teorisinin goézlemlerle uyusmadig: ve bazi kavramsal gigliikleri de
igerdigini géren NORDSTROM bu sefer evrensel gravitasyon sabitinin aslinda @
gravitasyon potansiyeline bagh oldugu varsayimina dayanan ikinci bir teori gelig-
tirmistir. Bu teori de, bir &nceki gibi, eylemsizlik kitlesinin gravitasyon potan-
siyelinin bir fonksiyonu (ve istelik de [ineer bir fonksiyonu) olmasini icermektedir.
Teorinin hareket denklemleri

Sf(p\/n"‘“UpU\,drzo

seklindeki bir varyasyon ilkesinden de gikartilabilmektedir. Bu da, tipki birinci
teoride oldugu gibi, hareket denklemierine RIEMANNsal konform bir uzayin
geodezik egrileriymis nazariyla bakilabilecegine delilet etmektedir. Bu teoride de
temel metrik tansér gy, = ®2?1,, seklinde olup, gene @ den &tiirii tek bir ser-
bestlik derecesine s3hiptir.

Bu teori de, her ne kadar 151g1n kizita kayma olayinin biyikligiing dogru ola-
rak dngérmekte ise de gerek ig:§in gravitasyon alanlarinda sapmayacagini; gerek-
se gezegenlerin perihel noktalarinin GRT’nin verdigi degerin 1/6 si kadar ve o da
ters yonde olmak {izere hareket edeceklerini 6ngérmis olmasi dolayisiyla basarih
ve gegerll bir teori oclamamistir. '
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Bu teori hakkinda daha ayrintili bilgi igin NORDSTROM’in [35], von LAUE’nin
[36] EINSTEIN ve FOKKER’in [37], WELINER ve SANDR{’nin [64], ve HARVEY?in [17]
galismalarina bagvurulabilir.

C. WHITROW VE MORDUCH’un TEOQRISI
WHITROW ve MORDUCH, u == f(x) == x 4 gx* ... olmak lzere,

8 f exp [—f(®/cH)} ds = 0 (I1.5C.1)

seklindeki bir varyasyon ilkesinden gikartilan genellestirilmis bir skaler gravitas-
yon teorisi vermiglerdir [16]. Bu teori f(db/c?) = ®/c? segildiginde NORDSTROM’iin
1. teorisine indirgenmektedir. LITTLEWOOD [38] ve BERGMANN'in [39] ayri za-
manlarda vermis olduklar: skaler gravitasyon teorilerini, bu teori ¢ == 1,2 igin
&zel hil olarak kabul etmektedir [40]. LITTLEWOOD ve BERGMANN'In teorileri
kizila kayma olayr i¢in GRT’ndeki degerin aynimi vermekle beraber, is1gin gravi-
tasyon alaninda sapmayacagini ve gezegenlerin perihel noktalarinin gerileyecegini
ve bu olayin biylkitgiinin de GRT’ninkinin 1/6 s1 olacagini éngdrmektedirler.

WHIROW ve MORDUCH q = 4 ahindig takdirde iig¢ klasik test i¢in de teorinin
verecegi sonuglarin GRT’ninkilerin aymi oldugunu gostermislerdir. Ancak bu
teori g parametresinin fiziksel olarak neye tekaabil ettigini ve bunun degerinin
nigin 4 e esit olmasi gerektigini agikliga kavusturamadigindan temel bir teori
olmak niteligini haiz degildir ; bu itibarla da fenomenolojik bir teori denemesin-
den Steye gegememektedir.

Bu arada BERGMANN’in teorisine, mini bakimindan defilse bile, sekil baki-
mindan ok siki bagh bir teori olan W.E.THIRRING’in teorisinin [41] varhgini da
kaydetmek gerekir. Baslangigtaki motivasyonu skaler bir gravitasyon teorisi olug-

turmak olmayan bu teorinin nasil bir skaler gravitasyon teorisine yol agacagi A.L.
HARVEY [17] tarafindan tartigiimistir.

D. MILNPFin TEQRISI

Birbigim genisleyen bir evren modeliyle ilgili olarak farkli bir bicimdeki bir
skaler gravitasyon teorisi de E.AMILNE tarafindan teklif edilmistir [42-43]. Isik hi-
zinin sabit olarak kabul edildigi bu teori her ne kadar daha sonralari CAMM [44],
WHITROW [45], WALKER [46] ve KROGDAHL [47] tarafindan gelistirilmis ise de
gdzlemlere uygun digmemesi dolayisiyla terkedilmistir. Gergekten de bu teori
isidin gravitasyon alaninda sapmayacagini éngérmekte; gezegenlerin perihel nok-
talarinin GRT ve gézlemlerin verdikleri degerden 1/6 si kadar gerileyecekleri
sonucuna varmakta, kizila kayma olay! igin ise, yapisi geregi, hig bir sey beyin ede-
memektedir.
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(11.6) VEKTOREL TEORILER

LORENTZ invaryansini haiz vektérel gravitasyon teorilerinin hareket noktasi
(@* ile vektdrel gravitasyon potansiyelini, U* ile dértli hiz vektérini ve p ile
de maddenin 6z yogunlugunu géstererek) alan denklemlerinin

2% = — 4xGp, U* (11.6.1)

seklinde oldugu varsayimidir. Bu, LORENTZ-invaryansh bir teori olan MAXWELL’in
elektromagnetik teorisinin haiz oldugu alan denklemlerinin aymidir. MAXWELL tipi
ilk gravitasyon teorisi {900 da H.A.LORENTZ tarafindan tekl!if edilmistir. [48] Ge-
rek bu tip, gerekse bunu 6zel hil olarak kabul eden daha genel vektérel gravitas-
yon teoriferinin gerek kavramsal agidan, gerekse gézlemlerle uygunluk bakimin-
dan ¢ok zayif teoriler olduklar: gosterilmistir. Gergekten de vektdrel gravitas-
yon teorilerine yéneltilebilecek en kesin elestiri bunlarin gravitasyon alanlarinin
enerjisini negatif olarak vermeleri ve klasik ii¢ testin hig birisi igin dogru bir deger
temin edememeleridir.

MAXWELL tipi bir gravitasyon teorisinin hareket denklemlerinin
Sf(ds—d)p,dx"‘):o

seklindeki bir varyasyon ilkesinden gikartilabilecegi gésterilebilir,
Vektdrel bir gravitasyon alanindaki bir test taneciginin

v
d~

AP-

dértli ivmesinin bilesenlerinin, dértli ®" gravitasyon potansiyelinin bilesenle-
rinin birinci mertebeden tiirevleri cinsinden lineer ve homogen fonksivonlar ol-
duklari kabul edilirse, 7' ile en fazla U* bagh bir takim katsayilar géstermek
Uzere

du*

A = — =T""(3,0,) (11.6.2)

dt
yazilabilir. Uy A" = 0 8zdegligi I"ww katsayilarinin se¢imini sinirlayacak bir sart
olusturmaktadir. Bu takdirde

. du*
0= Uy A" = Uy~ == I Uy (3,0 (1L.6.3)

olacaktir. §imdi m, p, q Ug adet keyfi dortli vektdr olmak lizere

I(m, p,q, U)=T""(U)m,p,q, (11.6.4)
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vaz edelim. Bu takdirde 7'(m, p, q, U) skaler biyikliginin alabilece?i en genel
sekil A, B, C, D ve E bir takim sibit katsaytlar ve ¢? de gifin hizinin karesinin
degeri olmak lzere

I(m,p,q,U)=Am.U)(p.q) + B (p.U)(q.m)+ CZ(p.m)(g. V)
+D(m.UW((p.W(q.U)+ Ecte,y,m*pbqg* U (11.6.5)
dir. Bu takdirde " (m, p, q, U) skalerini
rV,pq U)=71""Usp,q =0
olacak sekilde segelirﬁ. Buna gore, (11.6.4) den
Ap.q)——(B-+ C+D)(p.U)(q. V)

bagintisi elde edilir. Ancak, p ve q tamamen keyfi iki dortiii vektdr oldugundan
bu bagintinin gergeklesebilmesi igin

A=0 ve B+ C+D=20
olmalidir. Bundan &tara (11.6.5) ifidesi de
I'(m,p,q,U) = B (p.U) (q.m) -+ Cc? (p.m) (q.U) — (B-+-C) (m.U) (p.U} (q.U)+
+ Ec* g5, m* pPg¥ U (T1.6.6)

sekline girer. Fakat m, p ve q vektdrleri keyfi olduklarindan (IL.6.5) ve (I1.6.6)
dan

Iwe = @B U 4 ECapUP — (B + C) UF U U + Eewwal), (I1.6.7)

olmasi gerektigi tesbit edilir. §imdi

1 1 1
o=—{B—C) , = —(B4+-Oc , ¢ =-—Ec
5 ¢ ) B=—-{ ) 5=
ve
Fr — 00, 3D, . Hy, = 0P | 0D,
ax*  ox* ax* - 9x*
vaz edilirse (11.6.2) hareket denklemleri
v Ut
At = — g FelU + B [ — H,, Us + Cewver U, F,
C

sekline girer.
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Gérildagia gibi H.P.ROBERTSON ve T.W.NOONAN’in vermis olduklan sek-
liyle [49], bu genellestirilmis vektdrel gravitasyon teorisi gériinliste 3 parametre
ihtivd etmektedir. Fakat bu denklemler Giines etrafnda dolanan bir gezegene uy-
gulanacak olursa gezegenin ydriingesinin hem diizlemsel olmasi ve hem de Giine-
sin gezegenin yériinge diizleminin iginde bulunmasi igin = 0 olmast gerektigi;
ve kezd , hizlarin ve zamana gdre turevlerin degerlerinin kicik olduklar: varsa-
yimi altinda NEWTON vyaklagimt yapildiginda da e« + 8 == 1 oldugu saptanir. Bu-
na gére teorideki parametre sayisi bire indirgenmis olmaktadir [49]. Bu paramet-
reyi 3 olarak segersek gezegenin perihel noktasinin anormal ilerlemesi igin.

— Y=
A¢—2P(1 48)

bulunur. Bu teorinin GRT’nin dngdrmis oldugu degeri verebilmesiicin § = — 5/4
ve o = 9/4 olarak alinmalari gerektigi gorilmektedir. Bu teori 151gin gravitasyon
alanlarinda sapmayacagl sonucunu vermektedir. Bu teori, ayrica, spektrum gizgi-
lerinin gravitasyon kékenli kizita kaymasi hakkinda da B = 0 olmadik¢a ds = 0
denklemine herhangi bir 151k (bir foton) tekaabil ettirmenin de mimkiin olma-
digin1 igermektedir.

Vektérel gravitasyon teorileri hakkinda daha fazla bilgi isin WHITROW ve
MORDUCH [40] ve KUSTAANHEIMO’nun [50] cahismalarina bagvurulabilir.

(1.7 TANSOREL TEORILER

LORENTZ-invaryansli tansérel gravitasyon teorilerinin hepsi de A.EINSTEIN"n,
Genel Kovaryans likesine dayanan GRT’nden ¢ok daha sonra teklif edilmislerdir.
ileride ayrintilariyla inceleyecegimiz vechile genel kovaryans ilkesi bitin fizik
kaanunlarinin, birinden digerine siirekli koordinat dénisimleriyle gecilebilen
bitiin referans sistemlerinde seklen invaryant kalmalarini (bir referans sistemin-
den diferine gegildiginde kovaryant bigimde degismelerini) igerir. Bu bakimdan
fizik kaanunlarinin en genel bigimde formiladsyonlar: igin yo! gésterici (= kila-
vuzlayici = heuristique) bir ilke ve hattd bundan da &teye: bir program
mahiyetindedir.

EINSTEIN'in Genel Rélativite Teorisi me t rik bir gravitasyon teorisidir;
yani:

a) dért boyutlu uzay-zamanda iki olay verildi miydi bunlar arasindaki dx*
koordinat -araliklarindan hareketle olusturufan

ds? = g,, (x% x', x%, x°) dx* dxv

invaryanti, g,, temel metrik tansérinin belirledigi 6z-aralik olup bu, uzay-za-
manin geometrik yaptsini da tiyin eder;
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b) test tinecikleri gy, temel metrik tansériine tekaabdl eden uzayin geodezik
egrilerini izlerler; ve

¢) yerel eylemsiziik sistemlerinde, ya da serbest disise terkedilmis referans
sistemlerinde gravitasyon kdkenli olmayan bitin fizik kaanunlari ORT’ndeki se-
killerine indirgenirler.

LIGT arasinda tansérel teorileri gozden gegirirken bunlarin GRT ile karsilasg-
tirmasini yapmak epistemolojik yénden de bize 151k tutacaktir.

A. WHITEHEAD’in TEORISI

AN.WHITEHEAD'in 1922 de teklif etmis oldugu teori fuzuli parametre ihtiva
etmeyen metrik bir teoridir [5!]. Teori, etkifesmelerin belirli bir g,, gravitas-
yon metrigi aracilifiyla tavsir olunacagindan hareket etmekte ve g,, nin, m,
kiitleli ¢ok sayida tinecik hilinde

A
R = X—Xy ., Ru.Ryu = Run Ry

dg? = 1), dx" dx’ (IL.7A.1)

dX

WUCJ = R(k) . %)
do
olmak (zere,
(YY) — 2 R(k)l-l RUc)v
gu(X) = 1w —2 ) my o (IL7A2)
% (k)

ifidesi ile belirlendigini kabul etmektedir. Bu takdirde test tineciklerinin y&rin-
geleri

ds? = g, dx* dx* = (n,, + h,,) dx* dx” (IL7A.3)

Sfds:o

varsayon ilkesi araciligiyla saptanabilmektedir.

olmak lizere

Gorildagu gibi bu teoride (11.7A.2) tans&rel gravitasyon potansiyellerinin be-
lirledigi (I1.7A.3) gravitasyon metrigi ile (11.7A.1) ile verilen MINKOWSKI metrigi
birlikte bulunmaktadirfar. Etkilesmeleri esas tasvir eden g,, metrigi oldugundan
Ty MINKOWSKI metriginin fiziksel olarak gézlenebilmesi olanag: yoktur. Su hilde
WHITEHEAD teorisi 1, ve h,, gibi iki temel tansérli bir teoridir.
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EDDINGTON, bu teoride tek cisim problemi géz &niine alinirsa stk@nette
bulunan kiresel simetrik bir kitlenin gravitasyon alaninin, uygun segilmis
bir koordinat sisteminde GRT’nde elde edilen SCHWARZSCHILD ¢&-
ziimlne indirgenebilecegini géstermistir [52, 53]. Buna dayanarak SYNGE [54],
SCHILD [55], ve WHITROW ile MORDUCH [16], WHITEHEAD’in teorisinin her ig
test igin de GRY’nin verdigi degerlerin aynini verecegini géstermiglerdir. Ancak
SCHILD sonradan, epistemolojik yénden bu islemi tenkid etmistir [56].

SCHiLD’e gére bu islem hig de tatmin edici degildir. Efer bitiin fiziksel de-
neyler do y1 degil de ds yi Slgliyoriarsa pekdld do dan tamamen vaz gegilip teori bir
RIEMANNSsal uzay ¢ergevesi icinde miitilea edilebilir ki bu da bizi GTR tipinde bir
teoriye gbtiiriir. do ya yalnizca gravitasyon potansiyellerini tdyine yardimei olma-
nin disinda hig bir fiziksel roli olmayan bir blyiklik g&ziyle bakmak hig siphesiz
do nin varhg igin yeterli bir sebep degildir. Bu itibarla, ve dzellikle kizila kay-
ma olayt igin, SYNGE, SCHILD, WHITROW ve MORDUCH’in ittihaz ettikleri bu
istemden bitiniyle vaz gegmek gereklidir. Aksi hilde, WHITEHEAD teorisine
gore, bir saatin isleyisinin saatin mahiyetine ve saati olugsturan madd? ncktalari bir
arada tutan kuvvet alanlarinin gravitasyon alaniyla etkilesmesine ¢ok kritik bir
bicimde bagh olacagim beklemeliyiz. Nitekim, meseld, ortaya c¢ikan kuvvetlerin
daha cok elektromagnetik kékenli oldugu bir fotonun bir atomun dis elektronlan
tarafindan yayinlanmasi olayi ile elektromagnetik k&kenli olmayan bir islem olan
bir v 1isimnin bir atom gekirdegi tarafindan yayinlanmasi olay: gravitasyon ala-
nina bagh olacaklar ve atomik bir foten ile nikleer bir fotonun bir gravitasyon
alaninda maruz kalacaklari kirmiziya kayma olayinin biyikliagu her ikisi i¢in de ayr
olacaktir.

Bu miilahazalar hig géz éniinde bulundurulmasalar bile CM. WIill’in 1971 de
yaptigi bir hesap WHITEHEAD teorisinin tamimen saf digi kalmasina yetmistir.
WILL, nitekim, WHITEHEAD'in teorisine gdre evrensel gravitasyon sibitinin libo-
ratuvarda digiilen degeri lizerinde Samanyolunun bir anizotropi yaratacagini ve
bunun sonucu olarak da 12 saat peryotlu ve de genligi gézlemlerin miisaade ettigi
en alt limitten 200 misli daha biylk gel-git olaylari olmasi gerektigini hesaplams-
tir [57]. Bu ise gézlemlerle tiimiyle ¢elisik bir durumdur. Bu itibarla da WHITE-
HEAD’in teorisinin biitiiniiyle gegerli bir teori olamiyacagi anlasilmis olmakta-
dir.

B. BIRKHOFPun TEORISI

[943-1944 de tellif etmis oldugu LORENTZ-invaryansli tanscrel gravitasyon
teorisinde, BIRKHOFF, gravitasyon potansiyelinin
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2000
1 0 0
P (I1.7.B.1)
rlo 010
0 0 0 1

gibi ikinci mertebeden simetrik bir ®,, tansériinden tiiredigini kabul etmistir
[58, 59]. Bu tansérin maddenin varlig: hilinde davranig) da

D2 @, — x M, (11.7B.2)

seklindeki alan denklemleriyle belirlenmektedir. M,, ile bu teoriye mahsus ener-
ji-impuls tansdrii gosterilmektedir. Bir test tinecigi Gzerine etkiyen kuvvetin
ifidesi ise a priori

dt

olarak kabul edilmistir. K, dértli kuvvetinin U, dortli hiz vektdriine dik clmas:
da (K,U* = 0), gravitasyon kuvveti olarak

K, = m, U (3,D,, — 3.D,,) (I1.7B.4)
seklinde bir ifide secildiginde saglanmis olur. Burada m, ile eylemsizlik kiitlesi
ve m, ile de gravitasyon kiitlesi gdsterilmektedir, EOTVOS-DICKE-BRAGINSKI

[60-63] deneyinin (EDB deneyinin) sonucunun paralelinde bir varsayimla bu teoride
m,/m =1 kabul edilmekte ve dolayisiyla da test tdneciginin hareket denklemleri

du,
e UMY (9,05, — 8,0, (I1.7B.5)

dT

seklini almaktadirlar.

BIRKHOFF M,, enerji-impuls tansdriniin ifidesi olarak da

1
Mus =p Ul — 01y (I1.7B.6)
vaz etmistir.

Simdi bu teoriyi uygulamak slretiyle gezegenlerin perihel noktalarinin ha-
reketlerini inceleyelim. Hareket diizlemsel oldugundan dértli vektérin yalmizea
sifirinal (ct), birinci (r) ve ikinci () bilesenleri g6z 6niine alinacaktir; ayrica da hiz
vektori igin

U U = U, U, — U, U, —Us Ug = ¢ (11.7B.7)

olacaktir. Hesaplarda harflerin iizerindeki noktalar daima T &z zamanina gére
tireve deldlet edecektir. Buna gdre
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00 = UMY (8@, — 3,Dq,) = UOU 3gDgy + UTU™ 3@, + UU° 9@, —

— UOU 9@y — U'U® 3, gp — U"U° 3, @4 == — UTU? 3, B0 = — U" (0™ U,) X
d(c*pu) du d= > Ug < 1 , -1 .
X —r — — = —U —Apu— =—UU,pu =uu U, (II.7B.8
du dvt dr c? a U, ‘ o U® o ( )

Ur =F— réz = Uluv (arq)lv — achrv) == UoUo 8,.(1)00 + UOUG d )

r o8

d(c* pu) du dv d(pu) du d=

— OaU UbU + OaU obU —
WS g dr 0 T T Ty dx dr
Uo UO 2 * 1 ’1

= — —c'puy — +{—U)—U U — =
T em U e

1 : .
== T(_ %) [U§+ e UﬁJ = — (U4 @y
C c°r

(11.7B.9)
U,=rf + 2/ = UV (3,0, — 3,D,) = — U'U° 5,@,,
d(u) du dt
— — Y ob u - -
LRI du dt dr
-1 .
=—{(—U)(— Ue)pu—d—z—uurﬂ (I1.7B.10)

r

bulunur. (II.7B.8) derhdl integre edilir; ve, k bir integrasyon sabiti olmak
iizere,

Uy = k ™ (I1.7B.11}
elde edilir. (11.7B.10) ise
. . 1 2 f ..
r(r 0 4+ 27 0) :—M=-—~uur9
r drt

yazilabileceginden, h ile gene bir integrasyon sdbitini gostererek,
L) _
rr  drv

olur. $imdi gezegenin perihel noktasinin ilerlemesini hesaplamak iizere (II.2.7)

ve (11.2.11) den N{u) yu ve &¢ yi hesaplamamiz gerekir. Ancak N(u) nun hesabi
igin §(I1.5) deki gibi énce 2T yi hesaplamamiz lazimdir. (I1.78.7) ve (I1.7B.11) den

— il = HE)=he™ (I1.7B.12)

2T:,'-2_l_ rZQZE Ug_czzkzezuu___cg

bulunur. Su hdide, ve U; = ¢y oidugunu da géz 6niinde tutarak,
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[2(k? &™) — ]

h2 e= 3

\dr 27 E’_Hg_ b
(
ve

1 /dN p? u wy B »
S§p = — ( ) =7 [4 (k? e20) — %] 20 = " (4c?y? — c?) e
up

2
= 3P (0 ou) =2 40 { (31) J (IL.7B.13)
n p p

pc?

sonucu elde edilir ki bu da GRT’nin verdigi sonugla aynider.

BIRKHOFF teorisi diger iki test icin de GTR’nin verdigi sonuglartn aynini te-
min etmektedir. Ancak, sidece bunlara bakip da teorinin GRT’nin ciddi bir rakibi
oldugu sanilmamalidir; zird bu teori iki y&nden sakattir. Bunlardan birincisi,
teorinin sesin yayilma hizinin ¢ 151k hizina esit oldugu (!) sonucuna varmastdir. Bu
tuhaf sonug (I1.7B.6) ile verilmis ofan Gzel bigimdeki enerji-impuls tansériinden
ileri gelmektedir. Nitekim buna gore cisimlerin igindeki basing, kitle-enerjinin
toplam yogunluguna esit bulunmaktadir. Teorinin diger sakat yani ise ig geliskiden
arinmis olmayisi, tutarl bir yapiya sahip olmayisidir. MOSHINSKY bu teorinin a-
lan denklemlerinden hareket ederek LAGRANGE fonksiyonunun ifidesini ve bu-
nun yol agtig1 hareket denklemlerini ¢ikartmistir [65]. Ancak bu denklemler teo-
rinin baginda a priori vaz edilmis olanlarla ayni degildir. Yani bagka bir deyimle
BIRKHOFFun vaz ettifi kuvvet ifidesi teorinin LAGRANGE formiilisyonundan el-
de edilen sonuglariyla (bu arada &ézellikle toplam enerji-impulsun korunumu ile}
uyumlu degildir.

C. BELIFANTE ve SWIHART:n TEORISI

Bu muellifferin gelistirmis olduklart LORENTZ-invaryansli tansérel gravi-
tasyon teorisi bir takim parametreler ihtivd eden ve bunlarin degerlerini gézlem-
lerte uygun diisecek bigimde segen fenomenolojik bir teoridir [66-68}. LAGRANGE
formalizmine dayanan bu teori birgok yoénden, yukarida tanimini verdigimiz
metrik gravitasyon teorisi modeline uymaz. Gergekten de, LEE ve LIGHTMAN’in
hesaplarina gére teorinin, buginkii hassasiyet sinirlari géz &6niine alindiginda,
EOTVOS-DICKE-BRAGINSKY (EDB) deneyinin sonucuyla gelisik oldugu ortaya kon-
mugtur. Ayni miellifler teorinin EDB deneyi ile gelisik diigmedigi hassasiyet mer-
tebesiyle yetinildigi takdirde teoriyi metrik bir teori olarak yeniden formiile et-
menin mimkiin oldugunu da goéstermislerdir [6%].
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LORENTZ - INVARYANSLE GRAVITASYON TEORILERI ICIN SINOPTIK OZET CETVEL

* [saretli teorilerdeki sonuglar parametrelerin optimal degerlerine géredir,
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(11.8) LORENTZ-INVARYANSLI GRAVITASYON TEORILERININ
SISTEMATIGI VE GENEL SONMUGLAR

Bu bolimde kisaca deginmis oldugumuz LORENTZ-invaryansh gravitasyon
teorilerinin klisik lg teste ne derecede uyduklar:t ve herbirinin bellibagh episte-
molojik &zellikleri, aksakliklari ve (eger varsa) geligkileri sinoptik bir cetvel hi-
linde 36. sayfada verilmis bulunmaktadir,

Bu cetvelde kargilastirma &lgiti olarak, sonuglari gézlem ve deneylerle u-
yusan ve simdiye kadar da heniiz yalanlanmamig temel bir teori niteligini korumus
olan A. EINSTEIN’in Genel Rélitivite Teorisi segilmis; kargilastirmayi kolaylastir-
mak amaciyla da GRT’nin klasik g test igin verdigi degerler | e indirgenmistir.

Bir gravitasyon teorisinin gegerlili§i konusunda, ileride genel kovaryans ii-
kesine dayanan gravitasyon teorilerini de incelerken bagvuracagimiz, bir dizi epis-
temolojik &lcut (kriter} uygulamak mimkiindir [70]. Buna gdre:

1. OLGUT, goz dniine alinan gravitasyon teorisi

a) i¢-tutarhliga sdhip midir?

b) kendi kendine yeterli midir?

c) en kigik mertebeden yaklasimda NEWTON teorisiyle uyumlu mudur?
sorultarina olumlu cevap, almakla agihr. Bu engele : NORDSTROM’iin teorileri, LITT-
LEWOOD ve BERGMANN’In teorisi, WHITROW ve MORDUCH’In skaler teorisi,
WHITEHEAD’in teorisi ile BELIFANTE ve SWIHART’In teorisi disinda kalan biitin
LIGT nin takildiklar gorilmektedir.

2. OLQUT engeli, teorinin
a) 151in gravitasyon alanlarinda kizila kaymasim dogru olarak dngérmesi, ve

by EGTYJS-DICKE-BRAGINSKY deneyi sonucu ile uyumlu olmasiyla astiir.

1. 8lgiiti agmis olan teoriler arasindan yalnizca BELIFANTE ve SWIHART’in
teorisinin bu engele takildig gériiimektedir.

3. OLCUT, ise

a) rgigin gravitasyon alanlarindaki yayidma dogruitusunun bir dogrudan sap-
masini isibetli bir sekilde dngdrmekle asilir.

Boylece, bu engeli de asan teorinin yalnizca WHITEHEAD’in teorisi oldugu

gériimektedir,

4, OLCUT, teorinin
a) gezegenlerin perihel noktalarinin anormal ilerlemesini dogru olarak &n-
gormelerinden ibérettir.

WHITEHEAD’in teorisi bu engeli de agmaktadir,
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5. OLGUT ise, teorinin
a) Arzdaki gel-git olaylari, ve
b} Arzin rotasyocn hizinin degigimi

gibi jeofiziksel olaylarla geliskili olmamasindan ibarettir.

LORENT Z-invaryansli gravitasyon teorileri igin sonuncu engeli teskil eden
bu &lgitin WHITEHEAD'in teorisine de gegerlilik pasaportu vermedigi gériil-
mektedir. Bu itibarla gézlemlerle tam bir uyusum iginde
bulunan gegerli tutarli hi¢ bir LORENTZ-invar-
yansli gravitasyon teorisi yoktur.

Yukarida zikredilmis bulunan 5 &lgiit LIGT arasinda gegerli bir teori olup olma-
digini anlamak igin yeterlidir. Ancak, meseleye, gegerlilik degil de LIGT ile GRT
arasinda bir karsilastirma yapmak agisindan bakilir ve GRT’nin teorik olarak éngér-
diigi bitin olaylarin biytklikleri LIGT nin éngérdikleriyle karsilastiriimak iste-
nirse, bu takdirde gézlemlerle de gergeklenmis bulunan (¢ klisik testir. dtesinde
GRT’nin 6ngérdiigii 4 olayin daha géz &niine alinmast gerekir. Bunlar: iki cisim
probleminde, yini her ikisi de 6z harekete sahip cisimlerin olusturdukiar ikili sis-
temlerde, 1) periastron’un, yani iki gok cisminin birbirlerine en yakin olduklart
noktanin, ilerlemesi; 2) kiitle merkezinin daha biyik kiitleli cismin yéringesi-
nin periastron noktasina dogru ivmesi; 3) merkezi kiresel cismin kendi eksenle-
rinden birinin etrafindaki rotasyonu dolayisiyla ortaya gikan “’perihel noktasimin
ek ilerlemesi olay”; ve 4) gezegenin y&riinge diizleminin normalinin merkezi
gok cisminin rotasyon ekseni etrafindaki presesyonu olayidir.

Bu toplam 7 olaya nazaran LIGT ile GRT arasinda bir karsilagtirma yapilirsa,
GRT’ne yalnizca bu olaylarin sonugiari bakimindan en cok yaklasan teorinin
WHITEHEADin teorisi oldugu oraya gikmaktadir. Bu 4 yeni olay hakkinda genis
bilgi igin WHITROW ve MORDUCH’un konuyu ayrintih bir bigimde inceleyen ¢a-
higmasina bagvurufabilir [40].

ALISTIRMALAR VE PROBLEMLER

11.1. Uzerine Giinesin gekim kuvvetinden baska hi¢ bir kuvvet etkimeyen
bir gezegenin perihel noktastnin NEWTON’un teorisine gére sibit kalacagin
gosteriniz.

I1.2. POINCARE’nin genellestirilmis teorisine gére Ginesin siik@inette bulun-
dugu referans sisteminde 1sigin kirmiztya kaymasini hesaplayiniz.

11.3. POINCARE’nin genellestiriimis teorisi gergevesi icinde n =2 ve n<2
icin 1s1gin bir gravitasyon alaninda dogrudan ne kadar sapacagini tesbit ediniz.

11.4, Birinci NORDSTROM'in teorisinde 1s1gin gravitasyon alaninda kizila
kaymasi olayinin biiyiikligunu tesbit ediniz. '
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11.5. NORDSTROM’iin birinci teorisinde isifin gravitasyon alaninda dogrudan
sapmasinin bayikliigiint hesaplayiniz.

1.6. WHITROW ve MORDUCH"In vektérel gravitasyon teorisi genellestirilmig
MAXWELL teorisi tipinde olup, ®" vektérel potansiyel

18\ ge g O
¢t gt? ¢ ds

seklindeki alan denkiemlerini saglamakta olan bu teorinin hareket denklemleri de

d*x* (09, ad,\ dx dd, u\,_dfx“ dx’
B ds ds

_i._
ds? ax* ax’ P dx ds

seklindedir. ¥ kontravaryant MINKOWSKI metrik tansorii olup p de bir para-
metredir. ®9= Gm/c*r ve ®'= 0 oldugunu g&z éniinde bulundurarak, bu teori
gercevesinde, bir vektdrel gravitasyon alaninin isigin frekans: iizerindeki etkisini
hesaplayiniz.

.7. WHITROW ve MORDUCH’In vektdrel gravitasyon teorisinde, 1s18in
gravitasyon alaninda sapmasini p = 0 igin inceleyiniz.

11.8. Silindirik koordinatlarda bilesenleri (0, 0, g) olan statik ve homogen bir
gravitasyon alani veriliyor. R ve U ile bu alanda bulunan bir tidnecigin dértli
yer ve hiz vektérleri gésterilmektedir. Bu takdirde NORDSTROM (in birinci te-
orisi gergevesi iginde

1) Once, RC = (0,0,0,0) ve U] = (0,0,0,0, cy) baslangi¢ sartlari altinda
tinecigin hareket denklemlerini integre ediniz.

2) Sonra da, birbirlerine, kitlesi ihmal edilen 2L uzunlugundaki bir cubukla
bagh iki esit kiitleden olusan bir halterin z = 0 diizlemi iginde, rotasyon merkezi
cubugun ortast ve ekseni de z-ekseni olan bir eksen etrafinda sibit w, agisal hi-
ziyla déndigini géz dninde bulundurarak bu kiitlelerden her birisi igin gegerli
olan Rg = (L, 0,0, 0) ve u3 = (0, Lwyy, 0, ¢cy) baslangig sartlari altinda halterin
kutleleri igin hareket denklemlerini integre ediniz.

3) Her iki sonucu da karstlagtirarak, bu gravitasyon alaninda, dénen cismin
dénmeyene nisbetle daha yavas disecegini gésteriniz. Bu sonuca dayanarak ”kuv-
vetli esdegerlik” ilkesinin NORDSTROM’in birinci teorisi igin gegerli olmadigini
gosteriniz.

11.9. POINCARE’nin genellestirilmis teorisine gore Giinegin, orijininde sitk{-
nette bulundugu bir sisteme gére bir gezegenin perihel noktasinin hareketini
n =2 ven s 2 icin inceleyiniz ve GRT nin verdigi sonugla karsilastiriniz,



40 » LORENTZ-INVARYANSLI TEORILER

1110, @" vektdrel potansiyelinin

M
P* =~ By
c*r

ile verilmesi hilinde, WHITROW ve MORDUCH’In gravitasyon teorisi gergevesi
iginde ve p = 0 igin gezegenlerin perihel noktalarinin hareketini inceleyiniz.

H.11. BIRKHOFF’ un teorisi cergevesi iginde 1511n R yaricap bir gék cisminin
gravitasyon alanindaki maksimum kizila kaymasini hesaplayiniz.

11.12. BIRKHOFF’un teorisi gergevesi iginde, is1gin, gravitasyon alanindaki
sapma mikdarint hesaplayiniz.

10.13. Aralarindaki etkilesme merkezi gravitasyon etkilesmesi olan iki gék
cismi igin hareket denklemlerini ve herbirinin perihel noktalartnin hareketini
veren genel formili tesis ediniz.
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I” B(") LUM Testi yapmak icin kile sekil verilir; ama

testinin kullamshihigu icindeki bosiuga baghdir...
Lao-Tzu (M.O. 6. yiizyl) : TAOQ TE KING

EINSTEIN baskalarimn 4sikdr gibi kabul ettiklerini
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GENEL ROLATIVITENIN
FIZIKSEL TEMELLERI

1.1y OzEL ROLATIVITE ILKESININ SINIRLARI

Ozel Rélativite Teorisinin (QRT’nin) temelindeki Ozel Rolitivite Ilkesi fizik
kaandnlarimin ifidesi, ya da bagka bir deyisle tabiati tasvir edigimiz bakimindan
biatiin eylemsizlik sistemlerinin tamimen esdeger olduklarint kabul etmektadir.
Matematik bakimindan ise bu ilke fizigin temel denkiemlerinin LORENTZ doni-
siimlerine gére kovaryant bir bigimde ifide edilmeleriyle somutlastiriimaktadir.

Fizigin temel denklemlerinin mimkiin bitiin eylemsizlik sistemlerindeki,
yani birbirlerine nazaran diizgin dogrusal harekette bulunan referans sistemie-
rindeki butin gézlemciler icin LORENTZ déniisimlerine gére kovaryant birbi-
cimde ifide edilmeleri bu gdzlemcilerin ortak bir dil kullanmalarina temel tegkil
eder. Bu gesit gdzlemciler igin bu, ayni zamanda, tabiatin tasvirinde objektifligi
de temin eder. Ancak tabiatin tasviri bakimindan gézlemcilerin eristikleri bu ob-
jektiflik simirhdir. Nitekim eylemsizlik sistemi teskil etmeyen referans sistemle-
rine bagh gdzlemciler icin fizik kaan(niarimin ifidesi eylemsizlik sistemlerindeki
gézlemcilerinkinden farkli olabilecektir. Bunun en belirgin &rneklerinden biri
mekanik bir sistemi ivmeli bir referans sisteminde incelemege kalktigimizda
ortaya, sistemin fiziksel &zellikleriyfe hig bir iliskisi olmayan (merkezkag kuvveti
CORIOLIS kuvveti... gibi} bir talkum g&riinimsel (z3hiri) kuvvetlerin ¢ikmas: ve
meseld NEWTON’un hareket kaandinunun bu yiizden ivmeli sistemlerde eylemsiz-
lik sistemlerinden farkli, seklen degisik olarak ifide edilmesidir. Bu gérunimsel
kuvvetlerin yalnizca referans sisteminin ivmesine bagh olduklarimi, ve NEWTON’
un da, mutlak uzay kavramini mekanik kaan(inlarinin en basit sekillerine kavus-
tuklari referans sistemini temsil etmek {izere ithal etmis oldugunu biliyoruz.

NEWTON’un disiincesine gére, mutlak uzaya nazaran yapilan bir ivmeli ha-
reketin belirleyicisi olarak ortaya g¢ikan goriinimsel kuvvetler igerik ve kdken
bakimindan tabiattaki gercek kuvvetlerden farklidirlar. Su hilde eylemsizlik sis-
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temieriyle ivmeli sistemler arasindaki fark her iki cins sistemdeki kuvvetler ara-
sinda da igerik ve koken farki dogurmaktadir.

Eger fizik kaaniinlari, Ozel R&lativite ilkesine dayanarak, yalnizca eylemsizlik
sistemlerinde invaryant kalacak sekilde ifide edilmislerse, mimkin bitin refe-
rans sistemlerindeki gézlemciler igin fizik kaan(nlarinin objektifligi saglanmis
olmayacaktir.

Bundan bagka, bitin tabiat kaanGnlarini LORENTZ-invaryant kilmada her ne
kadar matematiksel bir zorluk yoksa da bu tirli LORENTZ-invaryant kilinmis
kaani(iniarin fiziksel gergegi yansitip yansitmayacaklart yani géziem ve deneylerie
uyumiu ofup olmayacaklari da ayr: bir problemdir. Nitekim, hig degilse gravitas-
yon olaylar1 s8z konusu oldugunda, LORENTZ-invaryant gravitasyon teorilerinin
bu yonde bagarili olamadiklarint Il. Bélimde gérmis bulunmaktayiz.

Su hilde fizik kaan(nlarinin biitiin géziemciler igin objektif bir bigimde
ifide edilmis olmalarini saglamak lzere Ozel Rélativite ilkesinden daha genel,
uygun bir ilke vaz edilmesi ve biitiin fizigin de bu yeni ilkeye gére yeni bastan for-
mile edilmesi gerektigi kendiliginden ortaya ¢ikmaktadir.

(111.2) ESDE&ERLIK iLKESI

Bir kuvvet genellikie iki cismin veyid iki alanin, veyihut da bir cisimle bir ala-
nin kendi aralarinda etkilesmeleri sonucu ortaya gikar. Meseld bir tagin Arz iize-
rine dismesi, tas ile Arz arasindaki (daha dogrusu tas ile Arzin ¢ekim alani arasin-
daki) etkilesme sonucu ortaya gikan tasin agirligi dolayisiytadir. Bu gériis agisin-
dan bakildiginda, eyiemsizlik kuvvetlerinin digindaki her kuvvetin bu gergeve
iginde fiziksel bir kékeni oldugunu saptamak ve gozlemek kolaydir. Ancak, eylem-
sizlik kuvvetlerinin klasik mekanik gergevesi iginde kendileri igin geometrik bir
kékenden bagka bir kéken tesbit edilememesi yiiziinden bir ayricaliklar: vardir,
Fakat acaba bu ayricalik gergek ve kesin midir, yoksa bir gdriinimden mi ibarettir?
Yani baska bir deyimle, eylemsizlik kuvvetlerine acaba gergekten de fiziksel bir
kéken bulmak miumkin mudiar? Eylemsizligin kokeni problemi NEWTON’dan bu
yana fizikgileri epeyi ugragtirmis olan ve bugiin bile her ydniiyle tatmin edici bir
teorisi yapilamam:s olan bir konudur.

Simdi bu énemli problemi, 6zel bir misili goéz &nlinde tutarak, incelemege
galisalim. Bunun igin tavana takili bir ipin ucunda asili bos bir kova goz énine ala-
cagiz. Bu kovay! kendi simetri ekseni etrafinda déndiirmek sdretiyle asilt bulun-
dugu ipi iyice buralim ve kovay: sdbit tutup suyla doldurduktan sonra da serbest
birakalim. Bunu izleyen olaylarin agikianmasi eylemsizligin kékeninin ortaya kon-
masinda 1s1k tutucu olacaktr.
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Kovayi serbest birakmadan &nce kovadaki suyun ylzeyi dizlemseldir. Kova
serbest brrakildigr zaman, burulmus olan ipi, burulmanin ters yoniinde ve gitgide
artan bir dénme hiziyla kovayi déndiirr. Ip sagildik¢a hiz artarak bir maksimuma
erisir ve sonra da, bir siire, gitgide sénen bir takim burulmal salinimlardan sonra
kova tekrar siik(inet hiline déner. Biitiin bu safhalar siiresince kovadaki su da ko-
vanin hareketiyle siriklenerek, ylizeyi bir paraboloide déniisir ve maksimum bir
derinlige eristikten sonra da, en sonunda, suyun siikiinete ‘erigmesiyle diizlemsel
olur.

Suyun yiizeyinin, suyun kovayag gore haiz oldugu ve baslangigta biiyik iken ko-
vanin gitgide artan dénme hizinin sonunda suyun bitiniiyle kovayla birlikte si-
ritklenmesi sonucu sifira indirgenen £ gérel dénme hizina bagh olmadig agiktir;
ziri kova en hizli déndiigiinde suyu da kendisiyle biriikte siirikledigi zaman bu 2
gdrel dénme hizi, sifir olmaktadir. Bu hiz, kezd, gerek kovanin gerekse suyun be-
raberce siikiinette olduklart zaman da sifirdir,

Ote yandan suyun Arza nazaran agisal hizi da su ylizeyinin dénel bir parabo-
loid halini almasinda kesinlikle etken olan bir biiyiiklik degildir. Cinki ayni de-
ney Arzin kutuplarinda da yapilacak olsa, bu noktalarda hem kovanin ve hem de
kovadaki suyun Arzin eksenine gére agisal hizlarimin sifir olmalarina ragmen su
" yiizeyinin hafifce gene dénel bir paraboloid oldugu tesbit edilir. Kutupta kovadaki
suyun ylizeyi eger diizlemsel olsayd) bu, ya Arzin dénmedigine ya da biitlin kova-
nin (suyla birlikte), FOUCAULT sarkacimin disey bir sabit dizlemde salindig bir
referans sistemine gdre siklinette olmasina kanit olacaktr. Buna gére suyun ylize-
yinin seklini belirleyen etkenin, suyun sz konusu referans sistemine gére haiz
oldugu agisal hiz oldugu sezilmektedir,

NEWTON da ayni misil dzerinde ylrittigd disiinceler sonunda aynt kaniya
erigmistir. NEWTON’a gdre kovadaki suyun yiizeyinin sekli suyun, mutlak uza-
ya gdre haiz oldugu agisal hizin degeri tarafindan belirlenmektedir. NEWTON
kovadaki su ylzeyi ¢okiintiistind, kovanin mutlak uzaya gére dénmesinin varligi
igin kistas olarak kabul etmistir.

NEWTON’un bu yorumunu ilk defa BERKELEY (1685-1753) elestirmistir. BER-
KELEY mutlak uzaya gdre bir hareketin fiziksel balimdan anlamsiz oldugunu sa-
vunmus ve yukarida sézi edilmis olan su dolu kova deneyinde esas goz dniinde
bulundurulmasi gereken hussun kovanin Evrene ve &zellikle sabit yildizlar takimi-
na gdre dénmesi oldugu fikrinde diretmistir. BERKELEY bir cismin, ancak, bagka
cisimlere kargi gdrel hareketinin fiziksel bir anlami olabilecegini savunmustur.

Bu distinceler daha sonra ERNST MACH (1838-1916) tarafindan islenerek ey-
lemsizligin k&keninin arastirilmast ve incelenmesinde yararh olmuglardir.

MACH In bu konudaki incelemeleri de onu, bir eylemsizlik sistemini sibit
yildizlar takimina gére diizgiin dogrusal bir hareket yapan bir sistem olarak ta-
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nimlamasina yol agmistir. MACH, Evrenin yukaridaki misilde séz konusu edilmig
olan kova ile suyun dizindaki her seyle birlikte bir anda yok olmasi hilinde hig bir
eylemsizlik olayinin da olamiyacagini, yani Evrendeki maddenin timiinin NEWTON
mekaniginde gériinimsel kuvvetler aracihgiyla tasvir olunan eylemsizlik olayla-
rioin tel sorumlusu oldugunu savunmustur.

Bir cismin eylemsizliginin Evrendeki bitiin cisimlerin fonksiyonu olarak be-
lirlenmekte oldugunu ifide eden ilkeye MACH ilkesi ad: verilir. Bu ilkeye gére,
yukarida s6zin{ etmis oldugumuz su dolu kova &rneginde su yizeyinin dénel bir
paraboloid seklini kazanmasi, kovanin mutlak uzaya gére ddnmesi sonucu olarak
degil de su ile, geri kalan bitin Evren arasindaki bir ¢esit gravitasyon etkiles-
mesinin sonucudur. Ye bu, suyun gok uzagindaki tim kitlelerin bu etkilesmeye
katkilarinin suyun civarindakilerin katkisindan ¢ok daha yogun bir bi¢cimde or-
taya gikudi bir etkilesme olarak dasinilmektedir. Boylelikle MACH eylemsizlik
sistemlerinin imtiyazli durumlarini, etkilerini yok edemedigimiz uzak gék cisim-
lerinin ige karismalarina atfetmektedir. E§er uzak gék cisimleri mevcic olmayip
da meseld Arz uzayda yalniz bagina olsaydi biitiin referans sistemieri esdeger ola- |
cak ve hepsi de eylemsizlik sistemleri olusturacaklard:. Bu ideal durumda FOU-
CAULT sarkacinin salinim dizleminin rotasyonu da olmayacakti.

Buna binden MACH ilkesi gergevesi iginde gdriiniimsel eylemsizlik kuvvetle-
riyle gercek gravitasyon kuvvetleri arasinda bir esdegerligin varligi mimkiin gé-
rinmektedir.

EINSTEIN da stnirh bir uzay bélgesi géz dniine alindiZinda zahiri eylem-
sizlik kuvvetleriyle gergek gravitasyon kuvvetlerini fiziksel &l¢iimlerie birbirle-
rinden ayirdedebilmenin miimkiin olamiyacagini gdstermistir.

EQTVOS, DICKE ve BRAGINSK{’nin gergekiestirdikleri deneylerin sonucu
olarak gitgide artan ve bugiin igin 9.107'3 den daha kigik bir duyarlilikla ortaya
konulmus oldugu vechile (bk. Ii. BOLUM: [60 - 63]) uygun segilmis birimler cin-
sinden ifade edildiklerinde eylemsizlik kitlesi ile gravitasyon kiitlesi birbirlerine
esittirler. Bu ozellik zayif esdegerlik ilkesi diye anilmaktadir. Bu denel verinin
sonucu olarak gravitasyon kuvvetleri bir cisme, tipki eylemsizlik kuvvetleri gibi,
kitleden bagimsiz bir ivme saglarlar. Nitekim gravitasyon potansiyelinin etkisin-
de hareket eden bir cismin hareket denklemi

m, X = Kg = —m, grad @
olacagindan, ve m, = m_ olmasindan &tiird
x=—grad @

olduu bulunur. Bu &zellik literatirde serbest digiisiin tekligi ilkesi diye bi-
finmektedir [11.
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Simdi gérintimsel eylemsizlik kuvvetleriyle gravitasyon kuvvetlerinin hangi
sartlar altinda ve nasi! esdefer sayilabileceklerini anlamak igin EINSTEIN ile bir-
likte birbigim (yani kuvvet gizgileri birbirlerine paralel) bir gravitasyon alaninda
serbest disiise terkedilmis bir asansér gz oniine alalim. Asansérin iginde kapah
bulunan ve disaridan hig bir yoldan bir bilgi alamayan bir fizikginin bir topu elinden
itk hizsiz biraktigint varsayalim; bu takdirde bu top asansdre gére siikiinette ola-
cak yani asansor tabanindan sibit bir yukseklikte kalakalacakeir. Aksine, eger fizikgi
gravitasyon alaninin sifir sayilabilecegi bir uzay béigesinde g sdbit ivmesini haiz
olarak yiikselen bir flize i¢inde bulunursa bu takdirde de ayaklarina tesir eden
kendi viicGdunun reaksiyonu sebebiyle kendisinin Arz ylizeyinde hareketsiz bu-
lunduguna hiikmedebilir.

Iginde bulundugu referans sistemine disaridan hi¢ bir bilgi eristiriimedikce
bir fizik¢inin sistem icinde gerceklestirecegi fiziksel deneyler araciligiyla yu-
karidaki sartlar altinda siikGnette mi olduguna ya da bir birbigim gravitasyon-
alaninda m1 bulunduguna kesinlikle karar vermesi imkini olmadigi dsikérdir.
Baska bir deyimle asansordeki fizikgi de, flizedeki fizikgi de etkisi altinda bulun-
duklari kuvvetlerin eylemsizlik kuvvetleri mi yoksa gravitasyon kuvvetlari mi
olduunu kestiremeyeceklerdir. Bu fizikgiler icin etkisi altinda bulunduklars
kuvvetlerin kékenlerini fiziksel 8lgiimlerle tesbit etmek imkansiz ol up bu kuvvet-
ler ortaya cikan etkileri bakimindan birbkirlerine egsdegerdirier. Su hilde:
uzaymin simirh bir bolgesi verildiginde gériiniimse! eylemsizlik kuvvet-
leriyle gercek gravitasyon kuvvetieri birbirierinden ayirdedilemezler;
bunlar arasinda yerel bir esdegerlik vardir. Bu, yerel egdegerlik ilkesinin ifi-
desini teskil etmektedir.

Ancak, uzayin yerel degil de yaygin bir bdlgesi géz éniine alindiginda bu
yerel esdegerligin kismen bozulacagi da dsikdrdir. Zird her ne kadzr birbigim
bir gravitasyon alaninda, yukaridaki serbest diisiise terkedilmis asansor misalin-
de oldugu gibi, uygun bir referans sistemi segimiyle gravitasyon alanini yok etmek
mimkin ise de {meseld kiitleli g6k cisimlerinin hemen yakinlarindaki gibi yini)
gravitasyon alaninin kuvvet gizgilerinin paralel olmayip da yakinsak bir hizme
olusturduklari hillerde gravitasyon alaninin etkisini tiimiiyle yok edecek hig¢ bir
dénistim takimi bulmak miimkin degildir. Béyle bir hilde gbzlemci gravitasyon
alaniyla eylemsizlik alaninin ancak ortak etkilerini tesbit edebilecek, fakat bun-
larin ayr1 ayri kackilarinin biyiiklikleri hakkinda bir sey sdyleyemeyecektir. Bu
takdirde gdézfemcinin ifide edebilecegi tek husus, olsa olsa, iginde bulundugu re-
ferans sisteminin mutlak bir eylemsizlik sistemi olmadigidir.

(11L3) OKLITSEL OLMAYAN BIiR GEOMETRIDEN YARARLANMA
GEREKLILiIGi; GEODEZIK iLKES]

Simdi gene birbigim bir gravitasyon alanindaki asansér miséline ddnelim. Ser-
best disise terkedilmis olmasi dolayisiyla asansérin bir eylemsizlik sistemi ola-
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rak teldkki olunabilecegini gérdiik. Bir eylemsizlik sisteminden bir diger eylem-
sizlik sistemine gegis ORT ne gére LORENTZ déniisim grubu aracihifiyla olmakta
ve eylemsizlik sistemlerinde de

ds? = 7, dx* dx" (I1L.3.1)

biyakligu invaryant kalmaktaydi. Yani baska bir deyisle (II1.3.1) in invaryant kal-
digr bitln referans sistemleri yerel egdegerlik ilkesi uyarinca eylemsizlik sistemle-
ridir ve bu sistemlerde, yerel olarak, gravitasyon kuvvetlerini eylemsizlik kuvvet-
lerinden ayirdetmek olanagr yoktur.

Ancak, birbi¢im olmayan gravitasyon alanlari géz éniine ahindifinda, bunlarin
etkilerini tiimiiyle yok edecek bir kooerdinat dénisimi mevcid olmadigina, ya
da baska bir deyisle bunlari eylemsizlik kuvvetleri gibi yorumlayabilecegimiz bir
eylemsizlik sistemi bulmanin mimkin olmadigina temas ettikti. Su hilde yaygin
bir bdlgedeki siddetli ve gergek gravitasyon alanlarinin incelenmesi sz konusu
oldugunda bunlar, ya 1) etkilerinin eylemsiziik kuvvetleri gibi yorumlanabilecegi
hi¢ bir eylemsizlik sisteminin mevciid olmamasiyla, ya da 2) bu gravitasyon alanla-
larindaki metrigin Sklitselimsi bir metrik olan (IT1.3.1) MINKOWSKI metrigine in-
dirgenemez olmast yani bu alanlardaki metrigi 7,, metrigine déntstirecek,
jakobyeni sifirdan farkli sirekli hig bir donisim takiminin mevcld olmamasiyla
karakterize edileceklerdir,

Boylelikle gergek gravitasyon alanlarinin etkilerinin &kiitselimsi olmayan,
ancak yerel olarak Sklitselimsi bir metrige indirgenebilen, daha genel bir metrikle
temsil olunan bir uzay-zaman gsemasi ¢ergevesi i¢inde incelenebilecekleri anlagil-
maktadir.

Bu uzay-zaman semasi, g,, = g,.(%g X, X,, X;) olmak {izere zaman ve uzay
koordinatlarinin siirekli fonksiyonu olarak tanimlanan bir g,, temel metrik tan-
soéri araciligiyla

ds? = g,, dx" dx’ (1I1.3.2)

seklinde belirlenen ds? nin karakterize ettigi dért boyutlu bir RIEMANN uzay
olacaktir. Bu kavramlarin olusturduklar gergeve icinde, bdylelikle, uzay-zamanin
geometrik yapisi ile gravitasyon alanfari arasinda matematiklestirilebilir fonksi-
yonel bir bagimhihgin var olmas) gerektigi kolayhkla sezilmektedir. Burada
akla gelebilecek &nemli bir soru, yalmzca matematik géris agisindan bakildig: tak-
dirde, (I11.3.2) ile belirienen bir RIEMANN uzayi verildiginde buna tekaabiil eden
gravitasyon alaninin gergek bir gravitasyon alani mi, yoksa egdegerlik ilkesi uya-
rinca bir gravitasyon alaniymis gibi ortaya gikan bir eylemsizlik alani mi oldugunun
ayirdedilmesini mimkiin kilacak olgitin (kriterin) ne oldugu sorusudur. Bu hu-
sisu IV. Bslimde “EINSTEIN’in Rélativist Gravitasyon Teorisinin (ERGT’nin)
Geometrik Temelleri”ni incelerken agikliga kavusturacagiz,
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§imdi, Gzerine yerel bir kuvvetin tesir etmedigi maddi bir noktanin hareketi
yéniinden ve esdegerlik ilkesi agisindan, RIEMANNsal bir uzayla OKLiTsel bir uzay
arasindaki organik bagi sergilemek amacryla basit bir misdl géz Sniine alacagiz.
Birbirine dik Ox ve Ot eksenleriyle temsil olunan iki boyutlu OKLiTsel bir (O)
uzay: olsun. Bu uzayda, tzerine hig bir kuvvetin tesir etmedigi maddf bir nok-
tamn  yapug dizgin dogrusal hareketin denklemi x = at -+ b seklindedir. Bu
iki boyutlu OKLiTsel uzayr kivirmak (ya da matematiksel olarak ifide edersek:

a.

Ay

x

Sekil: II1.1

bu dizlemi uygun bir siirekli koordinat dénisimiine tdbi tutmak) siretiyle egri
bir (R) yiizeyi elde edelim. (0) diizleminde diizgiin dogrusal hareket yapan maddi
noktanin yériingesi, (0) de iki nokta arasindaki en kisa yol olmak &zelligini haiz
olan ”dogru”dur; bu é&zellik (0) de

By
5 f dsg = 0 (I11.3.3)
45

varyasyon problemiyle karakterize edilir. Ag ve By ile (0) de maddi noktanin geg-
tigi iki nokta gésterilmistir; dsg ise (0) deki sonsuz kiigik yay uzunlugunu gés-
termektedir. Varyasyonlar hesabinin bilinen bir dzelligi dolayisiyla (I11.3.3) denk-
lemi, (O) yii (R) ye dénustiiren siurekli koordinat dénidsiminde seklini korur;
yani (0) de iki nokta arasindaki en kisa yol olma ézelligini haiz yériinge (R) de
de gene iki nokta arasinda en kisa yol olma &zelligini haizdir. §u halde g6z &niine
ahinan ddnigimde maddi noktanin (D) yériingesi (R) nin bir (G) geodezik egri-
sine dénismektedir, Ote yandan, eylemsizlik ilkesine gére (0) de izerine hig bir
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kuvvetin tesir etmedii maddi nokta ya siiklinette, ya da () niin geodezigi olan
bir dogru boyunca hareket ediyor bulunduguna gére bu hareketin yukarida agik-
lanmig oldugu bigimde (R) uzayina yansimasindan ¢ikarilacak sonug da ancak su
olabilir: RIEMANNGsal bir uzayda tizerine hig bir kuvvetin tesir etmedigi bir maddt
nokta ya sikinettedir, ya da uzayin bir geodezik egrisi boyunca hareket eder. Bu,
eylemsizlik ilkesinin RIEMANNSsal uzaylardaki ifidesi olup maddi nokta igin geo-
dezik ilkesi ya da geodeziksel hareket kaan{inu diye de isimlendirilir.

§imdi (R) de x == f(t) ile belirlenen (G) geodeziginin M ve M” noktalarindaki
(G) ye teget dizlemler (P) ve (P'} olsunlar. MT ve M'T’ de (P) ve (P’) diizlemle-
rinde M ve M" noktalarinda (G) ye teget dogrulari géstersinler. (Bk. §ekil : I11.1).

Eger (R) deki maddi nokta serbest hareket ediyorsa yini lizerine hig bir kuvvet
tesir etmiyorsa bu takdirde M'T’ tegetiyfe belirlenen V¥V’ hizinin MT teget:yle
belirlenen ¥ hizina esit ve ayni yénde olmasi gerekirdi:

V=V (111.3.4)

Bu ise eylemsizlik ilkesinin genellestirilmis bir ifidesi demektir. Ancak, (I11.3.4)
sartini nasil ve neye gére yazmaliyiz, bunu da belirtmek gerekir. Eger bunu OKLIT-
sel (P) teget dizlemindeki gézlemciye gére yazmak istersek, bu takdirde {P) de,
(P’) deki YV’ hiz vektdriine tekaabiil edecek olan v vektsriini belirlemis olmamiz
gerekir. Bunu yapmak i¢in gerekli islem, M den M” ye ve dolayisiyla V den de
V' ye gegisi saglayan aym dx ve dt sonsuz kiiciik artiglari icin, M” ye ve ¥V’ ye
artik (R) de degil de (P) teget diizieminde tekaabiil edecek olan m ve v yi belir-
lemektir. Bu takdirde M noktasinin yer degistirmesine OKLiTsel (P) teget dizle-
minde tekaabiil eden yoériinge Mm ile verilmis olacaktir.

MM’ niin (R) nin bir geodezigi olmasina kargilik Mm, OKLiTsel (P) teget diiz-
leminin artik bir geodezigi yani bir dogrusu degildir, Bu itibarla da (P) deki géz-
lemci kendi referans sisteminde inceledigi maddi noktanin hareketinin bir dog-
rudan sapmig olmasini bu maddi nokta Gzerine tesir etmekte olan bir kuvvetin
varhigina atfedecektir. Yani baska bir deyimle (R) de lzerine hig bir kuvvet tesir
etmeden hareket eden maddi bir noktanin (R) ye teget bir referans sistemine
gore incelenen hareketinin yoringesi bir egri olacaktir.

(P') deki M'T’ te§etine (P) de tekaabiil eden mt tegeti M nin OKLITsel teget
uzaya yansityan ydriingesini belirlemekte, ve mt nin MT den sapmasi da ayn
OKLiTsel uzayda noktanin ydriingesinin eylemsizlik ilkesine gére bir dogru olma-
sina kargi koyan bir takim kuvvetierin tezihiiri olarak géritimektedir.

Bu gériis agisindan, egri bir uzaydaki maddi noktanin eylemsizlik ilkesine uygun
her hareketinin bu uzayda yalnizca kinematik gergevesi iginde incelenebilmesine
karsilik ayni hareketin bu uzaya teget bir CKLiTsel uzaya yansimast bu uzayda di-
namik &zellikler kazanmakta ve bir talum parazit sayilabilecek eylemsizlik kuvvet-
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lerinin ortaya ¢ikmasina sahne olmaktadir. Bu durum genel anlamda eylemsizlik
hareketlerinin incelenmesi igin OKLITsel uzay-zamanin yetersiz cldugunu da agik
bir bi¢cimde ortaya koymaktadir.

Simdi de, tersine, ti¢ boyutlu OKLITsel uzayda noktanin ivmeli hareketini géz
_8niine alalim. Bu takdirde noktaya her an tekaabil ettirilebilecek olan eylemsizlik
sistemlerinin eksenlerinin birbirlerine paralel kalacaklarindan bahsetmek abes
olur; zird, noktanin ydriingesine her noktadaki teget hem ydn ve hem de biyiklik
bakimindan de§ismektedir. Béylece, yéringenin her noktasina tekaabtl ettirilen
(GALILE) eylemsizlik sistemlerini ayni bir OKLiTsel uzayda uyumlu bir bigimde bir-
birlerine tutturmak imkéni yoktur. B&yle bir seyi yapabilmek ancak her noktadaki
yoriingeye tefet dizlemleri géz oniine almak ve hareketin bir teget diizlemine
yansimasindan, paralel tagima yoluyla diger bir teget dizlemine yansimasini istidlil
etmek slretiyle gergeklestirilebilir. Yukaridaki ilk misilden bildigimiz gibi hareke-
tin bu yoldan tasviri ise OKLIT’sel olmayan bir uzay-zaman geometrisi gergevesi
icine rahatga sigmakta ve bu tasvir, bu gergeve iginde (OKLiTsel uzay-zamanda iger-
digi butiin dinamik &zelliklere ragmen), bir kinematik problemine indirgenmis ol-
maktadir.

Su hilde, sonug olarak diyebiliriz ki:

Esdegerlik itkesinin goriis agisindan gravitasyon alanlari ile eylemsizlik alanla-
r1 yerel olarak esdegerdirler. Gergek gravitasyon alanlarinin tasviri egri bir uzaya
tekaabiil eden RIEMANNSsal bir metrikle miimkiin olacaktir. Bu metrik, belirli bir
noktanin sonsuz kiigiik civarinda (yerel olarak), bu RIEMANNsal uzaya o noktada
teget olan MINKOWSKI uzayini almak sliretiyle ORT’nin metrigine donistirale-
bilir ve gravitasyon olaylarinin bu teget uzayin temsil ettigi GALILE referans siste-
mindeki yansimalari NEWTON dinamigi yéniinden incelenebilir. Bu anlayis agistn-
dan egri uzayin metrigi, teget OKLiTsel uzayda, fenomenolojik bir bigimde bir
gravitasyon potansiyeli seklinde yorumlayacagimiz bir bayikligi temsil etmek-
tedir,

Olaylari bu dért boyutlu RIEMANNSsal uzay-zaman gergevesi icinde tasvir et-
mek yukaridaki misdilerden de sezmis oldugumuz gibi biitin dinamik unsurlarin
bu sema iginde kinematik unsurlara indirgenmis olmasi sonucunu dogurmaktadir.
Olaylarin dinamik unsurlari ancak, bunlari, vukuu bulduklari uzay-zaman nokta-
sina teget MINKOWSKI uzayina izdisirdigiimiizde, yani yerel olarak kendilerini
gbstermektedirler. Bu bakimdan olaylari ddrt boyutlu bir RIEMANNsal uzay-
zaman semasina gére ve GRT’nin temelindeki ilkelere gére tasvir etmemiz, bir
bakima, fizikteki dinamik unsurlarin yerine geometriyi ikaame etmek, fizigi
geometrilestirmek anlamina da gelmektedir.
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(1H.4) KUVVETLI ESDEGERLIK iLKESI

Kuvvetli egdegerlik ilkesi aslinda zayif esdegerlik ilkesini de igeren, fakat su
iki varsayima dayanan bir ilkedir :

(a) Uzay-zamanin her noktasinda birbirlerine bir LORENTZ dénisimii yakla-
stkhgiyla esdeger olan yerel bir eylemsizlik sistemi sinift mevcid olup bu referans
sistemlerinde butin fizik kaandnlar, MINKOWSKI uzayinda sahip olduklart stan-
dart bigime girerier.

(b) .Bu fizik kaanGnlarinin MINKOWSK] uzayinda sahip olduklar sekil ve ih-
tivd ettikleri sibitlerin degerleri bitin uzay-zamanda aynidir.

Boylelikle fizik kaandnlarinin Evrenin her noktasinda gegmiste de, hilde de,
gelecekte de ayni oiduklar, ydni fizik kaan{nlarinin veihtiva ettikleri evrensel
sibitlerin degerlerinin gravitasyon potansiyellerine bagh olmadiklari ifide edilmis
olmaktadir.

Eger bir fizik kaantinu agik bir sekilde uzay-zamanin egrilik tansériinl ihtiva
etseydi bu, (2) varsayiminin gegerli olmamasina yol agardi. Kez4, eger ¢esitli etki-
lesmelerin siddetini tasvir eden boyutsuz kuplidj sédbitleri
de eger aslinda degisken olsalardi bu da (b) varsayiminin gegerli clmamasina yol
agardi.

Zayif egdegerlik ilkesinin de yiakli tinecikler igin gegerli olmayacagi ve bir-
bigim bir gravitasyon alaninda serbest diiglise terkedilmis biri nétr, digeri ise yik-
Ii fakat aynt sikinet kitlesini haiz iki pargacigin ayni hizla dismeyecekleri zird
ylUkla tinecigin, ivmeli dislsii esndsinda, 131ma yoluyla enerji ve dolayisiyla da ey-
lemsizlik kitlesi kaybedecegi ileri siriilmigtiir [2 - 5]. Fakat sonradan F.ROHR-
LICH bu disiinme tarzinin aldatici oldugunu ve zayif esdegerlik ilkesinin yiikli
tinecikler icin de gecerli oldugunu gostermistir. [6].

Zayif esdegerfik ilkesinin kuvantik bélgede gegerli olmaya devim edip etme-
digi arastirilmis ve ilk defa noétronlar kullanilarak Mc REYNOLDS tarafindan yapi-
lan deneyler [7], daha sonra DABLES, HARVEY, PAYA ve HORTSMANN tarafindan
gelistirilerek [8] notronun gravitasyon kitlesinin eylemsizlik kiitlesine esit ol-
dugunu 1073 lik bir duyarhlikla ortaya koymuslardir. Daha sonra OVERHAUSER,
COLELLA ve WERNER gene nétronlar araciliiyla, fakat bu sefer nétronlarin ger-
gekten de kuvantik davraniglarina dayanan bir yeni deneyde ayni sonucu 91 lik
bir duyarhlikla elde etmislerdir [9-12].

(IIL.5) GENEL KOVARYANS iLKES]

ORT, bitin eylemsizlik sistemlerinin, fizik kaanGnlarinin ifadesi bakimin-
dan birbirlerine egdeger olduklarini séyleyen Ozel R&lativite ilkesine dayanmak-
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taydi. Diger taraftan gravitasyonun LORENTZ-invaryant bir bigimde tutarli bir
teorisini yapmanin mimkiin olmadigini da gordiktii.

Gravitasyonu da kapsayan bir teorinin dért boyutlu RIEMANNsal bir uzay-
zaman semasina dayall olmasi gerektigini ve bu ¢ergeve iginde eylemsizlik alanla-
riyla ivme alanlarinin egdegerliginden bahsolunabilecegini gérdik. Bundan bagka
biitlin gdzlemcilerin ayni dili konusmalari, yani olaylari hepsi igin aynt bigimde ifa-
de edilmis fizik kaanlnlari araciligiyla incelemelerinin bilimsel objektiflik an-
lamina gelecefine isdret ettik. Butin bunlarin telkin ettigi sudur; Fizik
kaanitnlari birinden digerine jakobyeni sifir-
dan farkly, siirekli ve tiiretilebilir koordinat

déniiglimleriyle gecgilebilen biitiin referans sistem-
‘lerinde ayni sekli muhafaza edecek bicimde ifide
edilmelidir, Genel Rélitivite Ilkesi veyd Genel invaryans likesi ve-
yihut da Genel Kovaryans ilkesi diye de bilinen bu ilke fiziksel igerikli olmak-
tan ziydde yol gosterici bir ilke, hattd bir program gériinimindedir.

Su hilde mesele, simdi btiin bu ilkelerin 15131 altinda dért boyutlu RIEMAMNNSal
uzay-zamanda fizik kaanGnlarinin kovaryant bir bigimde ifide edilmelerinin saglan-
masindan ve gravitasyonun da bu semaya dogal bir bigimde oturtulmasindan ib&-
rettir. Bu itibarla EINSTEIN’in ¢ogu kere ”Genel Rélativite Teorisi” diye anilan
Rolativist Gravitasyon Teorisinin (ERGT’nin) geometrik temelleri IV. Bé-
limin konusunu teskil edecektir.

Ancak, sirasi gelmisken, yukarida ifidesini vermis oldugumuz Genel R&liti-
vite ilkesinin ERGT’nde ne viis’atte gecerli oldugu hus@suna da definmek istiyoruz.

Genellikle Genel Rolativite ilkesinin programinin ERGT tarafindan gergek-
lestirilmis oldugu kabul edilir. Bunun igin de gogu kitaplar, gegerlilik sinirlaring
bir elestiriye tibi tutmadan bu ilkeyi ERGT’nin temel bir ilkesi olarak vaz ederler.
Aslinda bu ilke biylik bir yol gdsterici rolii oynamakla beraber ERGT’nin buna
timiiyle uymakta oldugu, ERGT nde gergekten de ayricalikl referans sistemleri-
nin bulunmadig: pek savunulamaz.

Bilindigl gibi NEWTON mekaniginde GALILE Ré&lativite Itkesi bu meka-
nigin biitlin GALILE referans sistemlerine gdre invaryant oldugunu ifide eder.
ORT’nde ise GALILE referans sistemlerine gére invaryans fikri bitiin fizik kaa-
ninlarna genellestirilmis bulunmaktadir. Bu son hilde tim fizik kaanGnlari,
GALILE déniisim grubuna gére degil de, LORENTZ dénlsim grubuna gére bi-
tin GALILE referans sistemlerinde invaryant olurlar,

Dikkat edilecek olursa her iki hilde de bu ilkelerin ifidesi bir cesit ayricalikii
referans sistemi fikrine dayanmakcadir. Fizik kaandnlarinin invaryansi her iki
hal igin de yalnizca belirli bir referans sistemi sinifi (GALILE referans sistemleri
sinifi) i¢in teminat altina alinmig bulunmaktadir.
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Genel Rolitivite llkesi dolayisiyla ERGT’nin her gesit ayricalikli referans sis-
temini ortadan kaldirdig: zannedilebilir. Hilbuki ERGT igin bu hi¢ de bdyle degil-
dir. Bu teoride de digerlerinde oldugu gibi ayricalikli belli bir referans sistemi si-
mfi vardir ve fizik kaan@nlarimin invaryans: da ancak bu referans sistemleri sinifi-
na gére saglanmaktadir.

Kisaca EINSTEIN referans sistemleri diye isimlendirecegimiz bu refe-
rans sistemleri sinmifi iki sekilde elde edilmektedir :

1) ya bir GALILE sisteminden hareketle siirekli, tiiretilebilir, jakobyeni si-
firdan farkh sonlu bir dénisim aracihgiyla,

2) ya da madde ve enerjinin varhig sarti altinda EINSTEIN’in (IV. Bdlimde
tesis edilecek olan) gravitasyon alan denklemlerini ¢6zmek sdretiyle!

EINSTEIN referans sistemlerinin ayricahklari: 1) RIEMANNSsal olmalari, ve
2) EINSTEIN"in gravitasyon denklemlerini gergeklemeleriyle belirginlesmektedir.
Ashinda bu durum, ORT’ne nisbetle gene de olaganiistii bir genellestirme demek-
tir: ama ne de olsa EINSTEIN referans sistemlerinin binyesindeki bu sinirliliklar
ERGT’nin Genel Rélativite llkesini tiimiiyle icermediginin de agik delilidir. (Ko
nunun daha ayrintili bir tartigmasi igin bk. [I3]).

(I11.6) ESDEGERLIK ILKESININ ONGORDUGU OLAYLAR

Simdi §(ill.3) de sdzii edilmis olan tasarimsal asansdr deneyine dénelim ve
asansdriin duvarlarindan birinde agilmis bir delikten igeri bir 1gik 1sininin sizdigimi
varsayalim. Asansdr uzayda gravitasyon alant bulunmayan bir bélgede bulunuyor
ve sibit bir gravitasyon alanina esdeger olacak bir bigimde yukart dogru sibit iv-
meli bir hareket yapmiyorsa iginin asansére girip de kargidaki duvarda olugtur-
turdugu aydinlik noktanin asansdr tabanina olan BO’ uzakiigi deligin tabana olan
AQ uzakligina esit olacaktir; yani bu durumda AB isint asansdrin 00’ tabanina pa-
ralel olacak, baska bir deyisle 151k asansériin iginde, klasik fizikten ¢ok iyi bildigi-
miz gibi, bir dogru boyunca yayilmig olacaktir (Bk. Sekil : II1. 2).

Ancak eder asansér, uzayda, gravitasyon alani bulunmayan bir bélgede bulun-
makla birlikte sabit bir gravitasyon alanina esdeger olacak bir bigimde yukari dog-
ru ivmeli bir hareket yapiyorsa bu takdirde A deliginden igeri giren isik, karsi du-
vara garpincaya kadar gegecek olan At zaman araligi iginde asansér de Ah = B'B
kadar yukari dogru yer degistirmis olacaktir. Buna gére 15in kargi duvara B nok-
tasinda dedil tabana daha yakin olan bir B” noktasinda erisecektir. Bu ise isigin bu
sartlar altinda asansér iginde bir dogru boyunca degil, fakat A deliginden itibaren

AB =d = c.(ad)

BB’ = Ah = — e (At)? AB 2c 2c?



ESDEGERLIK ILKESININ ONGHRDUEU OLAYLAR » 55

radyanhk bir ag kadar saparak bir egri boyunca hareket etmis olmasi demektir.
Burada —gd ise ® gravitasyon potansiyelinin d uzakhgi boyunca A® degisimin-
den ibdrettir. Buna gore

AD
2c?

&= (I11.6.1)

olur.

Su hilde, eger esdegerlik ilkesi gegerliyse, 1513in gergek gravitasyon alanlarin-
daki yayilmasinin da bir dogru boyunca olmamasi ve gravitasyon alanini doguran
kaynaklarin (gék cisimlerinin) civarlarinda isinlarin belirli bir sapmaya ugramalars
beklenmelidir. Nitekim bunun b&yle oldugunu § (V1.5) de ayrintilariyla gérecegiz.

i

B
iy S o
! i y |
h
| K 5 [ b
| | 1 1
¥ | X .
o’ o 0’ o

Sekil; IIL2 — Tasarimsal asansor deneyi.

Simdi gene bos uzayda sabit bir g ivmesiyle yiikselen bir asansdr géz éniine
alalim. Esdegerlik ilkesine gére bu tipki g potansiyel gradyentini haiz sabit bir gra-
vitasyon alanina esdeger olacaktir. Asansériin tabanindan gikan v frekanshi mo-
nokromatik bir 1g1k tabandan d kadar ylikseklikteki bir alici tarafindan kaydedil-
sin. Boéyle bir dalganin kaynaktan aliciya gitmesine kadar gegen zaman yaklagik
olarak At = d/c dir. Fakat bu arada alicinin hizi, kaynagin dalgayi yaymis oldugu
an haiz oldugu hiza nisbetle Av == g.At == gd/c kadar artmis bulunur. Bunu sonucu
olarak ahic, dalgay! Av/c = gd/c? lik bir DOPPLER kaymastyla kaydedecektir. Buna
tekaabiil eden frekans kaymast da, A® = — gd ile gene @ gravitasyon potansiye-
linin d uzakhg boyunca degisme mikdarini géstererek

(111.6.2)
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olur. Bu sonuca gére, meseld, blylk gravitasyon alanina sdhip gdék cisimlerinin
spektrumlarinda belirli bir elemana ait ¢izgilerin, aym: elemanin Arzda ldboratu-
varda elde edilen spektrumundaki gizgilere oranla, (111.6.2) formiili uyarinca kizila
kaymis olmalari gerekecektir. Genel R&lativite Teorisi cercevesi iginde bu konuya
ayrintilariyla §(VI.6) da definecegiz.

Her ne kadar (II1.6.2) bagintisina esdegerlik ilkesinin bir sonucu olarak eri-
silmisse de bunun bu ilkeden tamiamen bagimsiz bir bi¢imde elde edilmesi de
miimkiindir. Nitekim, £ = hv enerjili bir fotona bir

me £ M (I11.6.3)

hareket kiitlesi tekaabiil ettirmek mimkin oldugundan gravitasyon potansi-
yelinin ® oldugu bir noktada fotonun toplam enerjisi: hv + m® olacakur,
Eger foton A® lik bir gravitasyon potansiyeli farki boyunca, meseld bir (G)
gok cismi ile (A) Arz arasinda hareket ediyorsa toplam enerjinin korunumu ilke-
sine gore

hVA -+ m(I),_; = hV(; 4 m(DG
veyd (II[.6.3) it de géz Sniinde bulundurarak

hVA-—hVG: h(VA'-—“V(;) = h.AvV = m(q)g--d)A) ——-!'W—f— AD
c
ya da gene
Av _ 40 (I11.6.2)

Vo c?

ifidesi bulunur.
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IV B O LU M +««{The] Geometry as a branch of Physics [is] a

. subjet to which no one has confributed more than
ALBERT EINSTEIN, who by his theories of relativity
has brought into being physical geometries which
have supplanted the tradition-steeped a priori
geometry and kinematics of EUCLID and NEWTON.
H.P.Robertson

GENEL ROLATIVITENIN
GEOMETRIK TEMELLERI

(1V.1) ILISKISEL (AFFIN) GEOMETRI

ERGT’nin cergevesini olusturan dért boyutiu RIEMANNSsal geometriyi in-
celemek ve belirgin &zelliklerini tesbit etmek iizere iki ySntem vardir. Bunlardan
biri bu uzayr bir metrik ile donatmak, &tekisi ise vektdrlerin paralel 6telen-
mesi kavramindan hareket ederek, uzayin, noktalari arasindaki iligkise! (affin)
6zelliklerini ortaya koymaktir. Her iki yontem de gogu hilde aymi formel sonug-
fart verirler. Bununla beraber ancak bir metrik ithil etmekle elde edilen sonugla-
rin, metrikten tamamen bagimsiz olanlardan ayird edilebilmeleri igin bu iki yén-
temi ayri ayri inceleyip ortak sonuglarini vurgulamakta yarar vardir.

Bir noktada tanimlanmig bir vektdriin bagka bir noktaya paralel &telenmesi
kavramini gergeklestirecek bigimde bir algoritmanin ithil edilmesiyle dért boyutlu
geometriye yataklik eden varyete de &zel bir topolojik yapiyla donatilmis olur.
Béyle bir uzaya noktasal iligkisel (affin) uzay denir. fligkise! uzay adi boyle bir
uzayda vektdrlerin paralel dtelenmesi agisindan nektalar arasindaki topolojik ilisg-
kilerin ya da iligkisel baglantilarin &n plina alinms olmasindan &tiraddar.

lleride de gdrilebilecegi gibi iligkisel uzay metrik uzaydan daha geneldir. Bu
ylizden de gravitasyon ve elektromagnetizmay! aynt bir matematik gergeve iginde
incelemek idealine yonelik bazi Birlestirilmis Alan Teorilerinde yalnizea iliskisel
bir geometri kullanmak gerekmistir.

A. VEKTORLERIN PARALEL OTELENMESI VE MUTLAK TUREV

Bilindigi gibl y == f(x") gibi bir fonksiyonun tirevi, f(x’ + Ax"Y—f(x") ile
fonksiyonun @ ve P gibi komsu iki noktada aldi§i degerlerin farkini géstererek,

i T AR —F() _ ar(e)
Ax7—0 Ax® ax’

58
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ile verilmektedir. Fakat bir vektor alani s6z konusu oldugunda, vektdrlerin farkh
noktalarda farkl sekilde déniigmeleri sebebiyle, bu tanimi dogrudan dogruya uy-
gutamak imkant yokur. Bu gigligiin tstesinden gelebilmek igin bir vektériin P(x")
noktasindan Q(x' + Ax") noktasina paralel &telenmesi islemini tanmimlamamiz
gerekir,

AQ) — A(Q)

R(Q) = P) + 5,40 AJ(,,) .
X

AQ) = AP) + AR(Py = AP+~

Q(x* + Ax")

F(x)

Sekil : 1V

Simdi A* gibi bir kontravaryant vektor alani verilmis olsun. A* niin Q(x* + Ax”)
noktasindaki bilesenleri P(x")} noktasindaki bilesenlerine

) 5

AN Q) = A(P) + AAYP) = A'(P) + —= (IV.1.1)

bagintisiyla baghdir. Ancak [A*(Q)— A*(P)] farky, iki farkli noktada tantmlan-
mig olan iki vektdriin bilesenlerinin farki oldugundan AA*(P) bir vektdr degildir,
Nitekim

ARP) = AA*(x) = A%(Q) — A*(P)

= A(x(x)) — A*(x) = gﬁ A— A= (3"3 —5 ) A'(x)

bir vektériin déniisimi kuralini temsil etmemektedir.

Simdi A*(P} nin Q da (IV.1.1) diferansiyeli araciliiyla aldigr degeri yerine
A*(P) nin Gzel bir iglem uyarinca P den Q ya tagindiginda alacag: A" (Q) degerini
gdz oniine alalim, Syle ki A”(Q) — A*(P) farki bu &zel islemden ileri gelen A, A*(P)
farkiyla goésterilsin. Buna gore

A(Q) = A(P) + A, AYP) (I1v.1.2)
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olur. Kezi A, A*(P) de, P ve @ ncktalarinda tanimlanmis olan iki vektdriin bile-
senlerinin farki oldugundan bir vektdr tegkil etmez. Bu 8zel tagima islemini

AR (P) = — LY ANP) Ax’ = — w AM(P) (1V.1.3a)

seklinde bir bilineer vektirel form aracihifiyla tanimlayacagiz. Eger géz &niine ali-
nan alan, bir kovaryant vektér alani ise bu takdirde de séz konusu islem

AAP) = 1, A (P) Ax’ (IV.1.3b)

seklindeki bir bilineer vektdrel formla tanimlanacaktir. Buna gére A*=0 ya da
Ax" = 0 igin A, A"(P) sifir olacaktir. [* g6z &Snine alinan noktalar arasinda A*
vektdriniin taginmasi ydninden mevcld iliskiyi tasvir eden katsayilardir; bu
sebeple L ye uzayin iligkisel baglanti katsayilart adi verilir. Dért boyutlu
bir uzay, bu é4 adet iliskisel baglanti katsayisinin pesinen verilmis olmasiyla bir
iliskisel bagianti yapisi ile donatilmig olur.

(IV.1.3) tanimi geregi AA"(P)s<A,A* oldugu sikirdir. Simdi A* nin Q nok-
tasinda biri koordinat egrileri boyunca kayma, digeri de (IV.1.3) ile belirfenen
ozel tasinma islemi dolayisiyla haiz olacagi degerler arasindaki fark: géz dniine a-
lalim :

DA — A(Q) — AX(Q) = [A'(P) + AAYP) ] — [A%P) + A, A(P)] — AA*P) — A, A*(P)

= AN(P) — wt AM(P) = %P—) Ax* L AMP) Ax® (1V.1.4)

Bu ifade, ayni bir noktada tanimlanmis olan iki kontravaryant vektdrin fark: ol-
dugundan bir kontravaryant vektdrii temsil etmektedir; dolayistyla da segilen
koordinat sisteminden bagimsiz olan tansdrel bir vasfi vardir. (IV.1.3) araciligiyla
tanimlanmis olan isleme iliskisel bir uzayda bir vektdriin paralel ételenmesi
islemi denir. Buna gére A"(Q) vektdrii bdyle tanimlanmis bir paralel Stelenmeyle
A*(P) den hareketle elde ediimis bir vektdr olmaktadir. Bu isleme nigin paralel
Stelenme denildiginin sebebi, ayni islemi uzay: bir metrikle donatarak inceledigimiz
zaman belirginlesecektir.

(IV.1.3a) ve (IV.1.4) ifideleri gdz oniinde alindiginda DA" = 0 ifidesinin
(IV.1.33) ile esdefer oldugu ve dolayisiyla da iliskisel bir uzayda bir vektdriin
paralel Stelenmesi iglemini karakterize edecegi ortaya ¢ikmaktadir.

(IV.1.4) den hareketle iliskisel uzay igin yeni bir tiirev tanimi vermek miim-
kindiir:
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AA(P) — A AY(P)

D, A" = lim
AxV—=0 Ax®
veya
[ *
PR b =20 (IV.1.5)
Dx'\l ax\' 2 ]

Tanimindan da anlagildigt vechile bu biiyiklik tansérel vasiftadir, Buna mutlak
tiirev ya da kotiirev ad: verilir. Buraya kadar sdylenilenleri kovaryant bir vektsr
alani igin de aynen sdylemek ve benzer sonuglar tesis etmek mimkindur.

$imdi iliskisel bir uzay verildiginde bunu belirleyen L iliskisel baglanti kat-
sayilarinin, uzayin kendi Uzerine bir tasvirinde haiz olacaklari déniisiim kuralla-
rini tesbit etmek istiyoruz. Her ne kadar d&rt boyutlu bir uzay igin 64 adet L:v
katsayisinin &nceden verilmesiyle uzayin iliskisel baglantisi tesbit edilmis olursa
da, bu L:V katsayifarinin tamimen keyfi olarak verilmesi de, tutarli olmayan ve
ozellikle bazi buytkluklerin vektérel (ya da tansdrel) vasfint muhafaza etmeyen
sonuglara yol agabilir. Bu itibarla, L:\. lerin degerleri Gzerine kesin bir sintrlandir-
ma koymaksizin, géz &niine alinan uzaydaki bir koordinat déniisimiinde iligkisel
baglanti katsayiarinin dénisim kurallarini, tutarsiz sonuglara yol agmayacak bir
bigimde tanimlamak gerekir.

Yukarida (IV.1.4) ile tanimlamig olduumuz [AA*(P) — A, A*(P}] farkinin kon-
travaryant bir vektdriin bilesenleri olduklarina deginmistik. Ju hilde L’:v iliski-
sel baglanti katsayilarimin dénistim kuralini [AA* — A A"] nln vektdrel vasfin
bozmayacak gekilde tesbit etmeliyiz. Bunun igin iliskisel uzay: kendi kendine
stirekli bir bigimde tasvir eden bir

T:x'=x"(x) ve T!:x"=xx) (IV.1.6)

dénisim grubu verilmis olsun. Buna gére A* nln dénlismisini de A™ ile gdste-
rerek

12
A Ax* =

AA = —
ax® ax®

u o e _
9 ( ai A‘*) ax 6{ AX®
x* ax°  9x°

yazabiliriz. Ote yandan (IV.1.6) dénisimlerinden

ax® ax* N

ax* ax° ’

yazilabileceginden
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i _ - 2.1 _
Z’_‘q 9.5 A% + 95 e Az (1V.L7)
X

AA* = -
ax* ax®

olur. Ote yandan da A, A" igin

r v _
AN = — 15 RA =—1" (g: A”‘) (Z;‘* AxB) (IV.1.8)

yazifabilir. Buna gére (IV.1.7) ile (IV.1.8) den
a!xu

ax"

ax* ax*

AA A A == 92 (3 ATAXP) - — 90 ATAxP 1 DD 9T A AP
! ax* (s )+ ax* ax® *h ax* gx°
TR 2,0 A v - -
- ?;( AR+ ( ag“xa}“Jr L, g—% 2;3) A AR Iv.1.9)

sonucu ¢rkar. Simdi, AA* — A A" farkinin bir kontravaryant vektdriin bilesen-
leri gibi degisebilmesi igin L., lerin {IV.1.6) dénisimiinde
o g _ e o o

ax* ax* ax®  9x* ax®

(1V.1.10)

seklinde degismelerinin yeterli olduguna dikkati gekelim. Gergekten de bu tak-
dirde (IV.1.9) ifadesi

ax*

AA* — A A =2
ax”’

[AAT 4 L A* AxP]

olur ki bu da kontravaryant bir vektériin dénisim kuralindan bagka bir sey de-
gildir. Boylelikle iliskisel baglanti katsaytlarinin déndstim kuralinin da

- e ax* ax’ ax’ axr g
B Ay a;a a;ﬁ axu- axl—'- a;ﬂ‘. a;ﬁ

(IV.1.11)

olmasi gerektigi tesbit edilmis olmaktadir. Bu doéndsiim kurali L;, lerin tansdr
vasfini haiz olmadiklarini da agikga ortaya koymaktadir.

B. ILISKISEL GEODEZIK EGRILERI

lliskisel bir uzayda bir (G) egrisi verildiginde eger herhangi bir P e (G) nokta-
sindaki t*(P) teget vektdrii, bir bagka Qe (G) noktasindaki t*(Q) ve t,(Q) vek-
torlerinin farki ile aynt dogrultuda ise (G) nin, iliskisel uzayin bir geodezik eg-
risi oldugu sdylenir. Buna gére t“(P) = dx"/dt, ve © da (G) lUzerinde alinan bir
parametre olmak {zere
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*(Q— ¢ (Q) = D" =D ( s ) = k() T d=
d dt

T

yazilabilir. Burada K(z) ile bir oranti katsayis: gosterilmistir. (IV.1.4) e gore, ve
gerekli parametre degisimini de yaptiktan sonra

I—‘
’ (dx)+ g, & g’i~ﬂ1’<()—

dt \dz dt dt
olur. §imdi s = s(x) seklinde yeni bir parametre ithidl edersek bu son denklem
ds d (dx“ ﬁ) " dx* ds dx’ ds )dx ds
dt ds \ ds d= Mds dv ds dv ds dt
veyd gerekli islemler ve diizenlemelerden sonra da
dzx* v dx® dx’ ds \72dx* [ d?%s ds
L, — = — ] — { — — K(t) — IV.1.12
ds? e ds ds (d’r) ds (d'rz ( )d"l.') ( )
bufunur. Simdi s yi
dZ
S = K('c) —_ (IV.1.13)
d=?

olacak sekilde secelim. s ye iliskisel (affin) parametre adi verilir, ve x* = x%(s)
erisini belirleyen denklem de

d2 o u. dX dX
4L, — —=20 IV.1.14
ds? M ds  ds ( )

sekline girer. Bu denkleme geodezik denklemi adi verilir. (IV.1.14) denklemi,
ayni zamanda, t* = dx"/ds teget vektSriiniin kovaryant tirevinin (G) boyunca
stfir oldufuna da delilet etmektedir. Su hilde iligkisel bir uzayin gecdezik egrisi,
tefetin kovaryant tdrevinin sifir oldugu noktalarin geometrik yeri olarak da
tanimlanabilir.

iliskisel uzayda verilen bir noktadan, verilen bir dogrultuda ancak bir tek
geodezik egrisi gecebilir. Nitekim bdyle bir geodezik, verilmis olan bir x noktasin-
dan itibaren verilen dogrultuda sonsuz kiigiik bir dx* vektéra alip bunu x* den
x* 4~ dx* noktasina kadar paralel tasiyarak yeni bir d'x" vektéri elde etmek; son-
ra bunu x* 4 dx" noktasindan x* 4+ dx" 4 d'x” noktasina paralel tagtyarak, ve
ith... bu sekildeki ardarda islemler uygulayarak biitin egriyi ortaya koymak
sGretiyle elde edilir. §u haide bir noktadaki her dogrultuya bir geodozik egrisi te-
kaabil eder. Ayrica bu noktanin hemen civarindaki noktalar géz dniine alindigin-
da, bu nokta ile bu komsu noktalardan birinden de bir ve yalniz bir geodezik egrisi
geger. Bununla beraber bu, uzay biitiiniyle elde alindiginda dogru olmayabilir;
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meseli bir kiire ylzeyi lzerindeki geodezik egrileri kiirenin biyiik ¢emberleri
oldufundan iki antipod noktasi géz ontine alindi§inda bu noktalardan gegen geo-
dezik egrilerinin sayisi sinirsizdir.

L,, diye iliskisel bagianti katsayilari verildi miydi bunu

L= 1 L = 1Y)
- 2 ~ 2

vaz etmek sliretiyle alt indislerine gbére simetrik ve antisimetrik kisimlarina ayir-
mak ve

Ly = Loy + L,
- SN

seklinde yazmak mimkiindir. Bunu hatirda tutarak, iliskisel bir uzay verildiginde
buna tekaabiil eden geodezik egrilerini, yukarida gérmus oldugumuz gibi, tek bir
sekilde belirleyebilmemize karsilik bunun tersinin dogru olmadiini gostermek
istiyoruz.

Once (IV.1.14) geodezik denkleminin yapisi geregi, L,, iliskisel baglanti kat-
saytlarinin bu denkleme katkisinin yalnizca simetrik kistmlarindan ileri gelmek-

te olduguna dikkat edelim. Nitekim L, = — L}, oldugundan (IV.1.14)
v e
dx*  dx’ dx’ dx*
L:v + L:\ =

Cds ds = Tds ds

olacaktir. By itibarla ayni simetrik kisma fakat farklr antisimetrik kisimlara sihip
iki iligkisel baglanti yapisi, birbirlerinden yapi itibiriyle farkii oimalarina ragmen,
ayni geodezik egrileri ailesini kabul edeceklerdir.

C. ILISKISEL UZAYIN EGRILIKLERI

Vektorlerin paralel 6telenmesi kavramindan hareketie tanimlanabilen baz

geometrik biyiklikler aracilifryla iligkisel uzayin geometrik yapisini zenginles-
tirmek mimkdnddr.

Simdi OKLIiTsel olmayan, yani geodezik egrileri dogrulardan ibaret clmayan
iliskisel bir A, uzay1 géz éniine alalim. Bu uzayda bir M noktasinin gizdigi sonsuz
kigik bir kapali (I") gevrest MM MMM, olsun (Bk. Sekil : IV.2). A, e M, nok-
tasinda teget olan E, OKLITsel uzayinda bu noktalara sirasiyla my=M,, m,, my ve
m, noktalari tekaabil ettirilmis olsun. Boylece E, de olusan OKLITsel gevre dy*
ve 8y" kenarlarini haiz egrisel bir (y) paralelkenarimsi gevreyle tasvir olunabi-
lecektir. e, ile de O keyfl bir orijin olmak iizere
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oM M
ay" ay"
ile keyfi bir M noktasina bagli olarak tanimlanan [M, e,] dogal referans sistemi-

nin taban vektdrlerini gdsterelim. Bu tanima gére e, lerin dy* artislarina tefet
olduklari asikardir.

= dM =dy"e, (IV.1.15)

21

ep ‘A m, dy"
\ 8 73

N~

M]

3 m3 dyl«l

(mo.mj,mz,m} € E,)

Sekil : 1V.2.

My M, M, M, M, gevresini teget E, uzayinda M = M, noktasinda degerlendire-
bilmek igin M, «>m, ,..., Mg ~—~m, tekaabiiliyetlerini géz éniinde bulundurmak
gerekir. Bu tekaabiiliyetler dy* ya da &y" gibi birinci mertebeden sonsuz ki-
giiklerin ortaya ¢ikmasina yol agarlar. Nitekim, meseld, dM == dy" e, olmak
lizere M, e m; = M, -+ dM, noktas: tekaabiil edecektir. A)'/'Ef M, deki [M;, (e,),]

dogal referans sisteminin taban vektérierine de m; de, mym, yay1 boyunca pa-
ralel tasima sonucu (IV.1.3b) ye binden,

de, = w, e, = Ly, e, dy’ (IV.1.16)

olmak iizere (e,); = e, + de, taban vektdrleri tekaabiil edecektir,
Ancak My M; M, M; M, cevresinin, teget E, uzayindaki bir tasvirini elde etmek
icin hem dy" ve hem de &y Stelemelerini hesaba katmak gerekir. Efer M = M,
noktasindaki dogal referans sisteminin taban vektdrlerini (e,), ve iliskisel baglanti

katsayilarinin degerlerini de (L:v)o ile gosterirsek M; noktasindaki dogal taban
vektorleri olan (e.), = (e.)y + (de,), vektorleri, dy’ =y — y; yazilabileceginden

A v w
(e, = (eu)o + (de,), == (eu-)o -+ (Luv)o (e2)o (¥ — Yo) (IV.1.17)
seklinde ifide edilebilirler. Bu ifadeyi
dM = dy* (e,); (1v.1.18)

bagintisina yerlestirirsek
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dM = dy* (e,)0 + (Ln)o (" — ¥3) dy* (&2)o = [dy* + (Lo (7" — ¥ dy*1 (e.)o

(IV.1.19)

ifidesi bulunur. Buradan dM nin birinci mertebeden sonsuz kii¢iik cinsinden
dM = dy" (e}, (1V.1.20)
seklinde verilecegi goriimektedir,
Benzer sekilde, (IV.1.17) nin (IV.1.16) ile verilmis olan
de, = w: (&) = Lgv dy” (e,), (Iv.1.21)

ifadesine yerlestirilmesi, ikinci mertebeden

de, = w; (€,)y + w; (Ludo ()0 (y° —¥3)

u o u (1v.1.22)
= [, + Wy, (Lac)o (y* —yo0)] (&0

bagintisini verir.

§imdi, A, e M, noktasinda teget olan E, OKLiTsel uzayina bagh bir géz-
lemcinin £, deki kendi referans sisteminde, My M; M, M, M, kapalt ¢evresinin
tasviri olan My=m, m m, my M, kapali gevresi boyunca

gb dM  ve @)de,\

integrallerini degerlendirmesini géz &niine alalim. Bu takdirde genellestirilmis
STOKES teoremi [bk. LANDAU, LIFSCHITZ: The Classical Theory of Fields
Addison Wesley Press, Inc., (1951); s. 20-22] dolayisiyla ve (IV.1.19) a binjen

(deM — _[f (d5M — §dM)
= [ [ 48 + G0 " — 1) 87T (0o — 8 Iy + (L) (v — 1) dy (e.)o)
= [[ €@y 8 — 85" dy) (e

bulunur. Bir taraftan (1‘_;\,)0 = (L;:)a + (I‘f;‘,)D oldugunu géz oniinde bulundurur,
diger taraftan da e

bl 1 ¥ v
ds* = 5 (dy” &y" — &y dy")

vaz edersek
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$ M= [ [ 1—2()a 657 (o

o . . -
olur. (L,,), 1n tammini hatirlarsak, E, deki paralelkenarimsi gevrenin sinirladig
N

ylizey Uzerinde birinci mertebeden bir sonsuz kiiglik yaklagikligiyla (L)g=L%,
~ ~

yazilabilir. Bu takdirde

Q= — 2105, ds™ (1V.1.23)
N

vaz ederek

gﬁ dM = f _[ 0 (e,), (IV.1.24)

olur. Eger 0" (e ), ¢ 0 ise bu, dM artiglarinin integre edilemez olduklarina, ya
da bagka bir deyimle My M, M, M; M, ¢evresinin E, deki tasvirinin kapali bir
gevre teskil etmedigine delilet eder (bk. Sekil : IV.3). Bu takdirde A, uzayinin
burulmal bir uzay oldugu sdylenir; Q" vektdriine de uzayin burulma vek-
torii denir.

my
T
.
\\ m3 m2
A Y
TN,
Mg MZ

Sekil : 1V.3 — Burulmal:
uzay ((* = 0) haklanda.

1v.1.23) tanimindan Q" burulma vektériinin, A, uzayinin iliskise! baglanti
4 Y g

katsayilarinin antisimetrik kismina bagh oldugu gériilmektedir. $u hilde eger Ly
ler bizatiht simetrikseler bu takdirde A, Gin burulmali bir uzay olamayacag: ortaya
gtkmaktadir.

Simdi gene genellestirilmis STOKES teoremine dayanarak (IV.1.21) ve (IV.1.22)
aracihfiyla de, nin E; deki paralelkenarimsi gevre dzerindeki

g} de, = jf (dGe, — dde,)

degisimini hesaplayalim. Ancak hesaplari kolaylagurmak yéniinden, &nce,
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wi(d) = L, dy’ ., w¥(8) = Ly, &y 1
[y w4] = wy(d) w? (8) — wi(8) wi(d) {1V.1.25)
(03) = dw,(8) — Swi(d) J

. . u u . .
vaz edecegiz. Buna gore ve (L,)), = L,, alinabileceginden

(ﬁ de, = f/ (dSe, — &de,)

= [ J{ 1@ (0 ("—rD)] (e.Jo— BI(d) -+ oy (120 (=72 (.o}
- f f { (02)” — [y % ]} (ew)o= f f 2 (&), (1V.1.26)

yazilabilir. (IV.1.25) den hareketle (0})” ve [w; w%] agik¢a hesaplanabilir; neticede
(wl)” == d(La, 8y") — 8(Lyy dy")
= (3alyy) (dy” By ~— 8y" dy") = 2 (L) ¢5™
[o07 6] = Lyo dy” Loy 8y — Ly, 8y L7, dy’
= L L, (4" 8" —8y" dy’) = 215, L, dS™
ve dolayisiyla da
= 28,10 — L L5) d5 = (3, Ly — 8, Ly + Ly, Loy — L1, 13,) dS™

olur. Buradan da

B = 8, Lo — 8a Ly + Lo Loy — L3, LS, (1v.1.27)
vaz ederek
Qu = B, d5% (1V.1.28)
yani
cj} de, == f j B ... (e,), dS” (1v.1.29)

bulunur. Hiskisel baglant: katsayilari araciifiyla tanimlanan dérdiincii mertebeden
B*,,. tansdriine A, uzayinin egrilik tansdrii ad: verilir. -

(IV.1.29) dan kolayca goérilduogiu vechile, egriligi sifirdan farkl bir uzayda,
e, taban vektorleri kapali bir gevreyi katedip de hareket noktalarina déndiik-
lerinde ilk durumlariyla gakigmazlar; yani boyle uzaylarda yén degisimleri integre
edilemezler.
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), dan hareketle elde edilen Q= Qi skalerine de uzayin homeoteti eg-
riligi adi verilir. Tabiidir ki, uzaymn Q, toplam egrilii dzdes olarak sifirsa homo-
teti egriligi de sifir olur; ancak bunun tersi dogru degildir. Nitekim uzayin toplam
egrilifini sifir kilmaksizin homoteti egriligini sifir kilmak miimkdndr.

Sekil : 1V.4-— Egriligi haiz () 5 0)
uzaylarda yén degisimlerinin integre M, = my, 1
edilemez olmalar1 hakkinda.

Toplam ejriliin &zdes olarak sifir oldugu uzaylarin mutlak paralellik ya da
uzaktan paralellik vasfina sdhip olduklart sdylenir.

O, Q) ve Q sifir olup olmamalarina gére agagidaki gibi 6 kombinezon
teskil ederler; ancak, bu baginti dizilerinin, yanlarina yazili uzay cinslerinin ta-
nimlarini degil de yalnizca bariz &zelliklerini dile getirdiklerini vurgulamak gerekir.

1) OKLIT uzay: =0, Q=0 Q=0 (IV.1.30)
2) RIEMANN uzay O =0, Q=0 Q=0 (1V.1.31)
3) WEYL uzay =0, Q=0 =0 (1v.1.32)
4) EINSTEIN - LEVI CIVITA uzay =0, O=0, Q=0 (IV.1.33)
5) INFELD uzay =0, Q2 =0, Q=0 (IV.1.34)
6) EINSTEIN-SCHRODINGER uzayr : Q"= 0, Q=0 Q=0 (IV.1.35)

RIEMANN uzayi dnceden de definmis oldugumuz gibi ERGT’nin matematik-
sel formiilasyonunun dayandigi uzaydir. Son dért uzay ise gravitasyon alanlari ile
elektromagnetik alanlari ayni bir matematiksel gergeve iginde formile etmege
yonelik ?Birlestirilmis Alan Teorisi”nin formilasyonu igin gesitli miellifler ta-
rafindan ele alinmis ve incelenmis olan uzaylardir.

(1V.2) METRIK GEOMETRI

Metrik baglantili uzay her noktasinda bir uzunluk birimi tanimlanmig
olan uzaydir. Tumiiyle iliskisel (affin) bir uzayda kovaryantligin ya da kontravar-
yanthigin bir vektsriin zad dzellikleri olmasina karsilik metrik uzaylarda bu &zel-
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likleri birbirlerine matematiksel olarak baglamanin mimkin oldugu maldamdur
(bk. AHMED YUKSEL OZEMRE: Fizikte Matematik Metotlar, 2. B&lim).

Metrik uzayin her bir x° (¢ =1,2,...) noktasinda tammlanmis olan {e, (x°)}
taban vektérleri takimindan hareketle tanimlanan

£.(x%) = €,(x} . e,(x°) = g,,(x") (Iv.21)

seklindeki ikinci mertebeden simetrik tansére metrik tansér ad: verilir. Dort
boyutlu bir uzayda g,, niin bagimsiz 10 bilesene sihip olacagi asikirdir,

Metrik bir uzayda M ve M + dM vek-
térlerinin belirledikleri sonsuz yakin iki nok-
ta arastndaki ds sonsuz kigik uzakhiginin if-
desini hesaplamak izere

ds? = dM . dM
yazilabilecegine ve ayrica da (IV.1.15) e gore

dM = e, dx*

olduguna dikkati gekelim. Buna gdre

ds? = e, dx" . e, dx' = g, dx" dx’ 1v.2.2
1 W

olur. Metrik tansdriin kontravaryant bilesenleri de, bilindigi gibi,

v

¢ — g, niin kofaktdrii

(1V.2.3)
det. g,

ile tamimlanmaktadir. Buna binden
Eru 8" =18 (IV.2.4)
olur. Bir A vektdriiniin kovaryant ve kontravaryant bilesenleri arasindaki iligki de
A== A.e, ==(A"e). e, =g, A
bagintisindan gérilmektedir. Bu ifideyi her iki yamindan g" ile ¢arparsak
gUA = g g A = A=A

bulunur. Kisacasi g,, metrik tansdrii bir vektdriin kovaryant (kontravaryant) bi-
lesenleri verildiginde kontravaryant (konvaryant) bilesenlerinin saptanmasina ara-
cilik etmektedir. Daha genel olarak A:f,‘,,fjjj gibi karigik bir tansér veriidifinde de



METRIK GEOMETRI x 71

BT, TE A WY - Teue
AP[S e Ko T gvs g Ap.c;k...
yazilabilecegi gosterilir.

Tamimi geregi g,, metrik tansdri simetrik bir tansdrdiir. $imdi bunu da gz
éninde bulundurarak (IV.1.13) ve (IV.1.16) dan

. o _ v N o
dM = e, dx* , de;,=wze, =L, e dx

ve bunlara dayanarak da (I1V.2.1) den
dg,, = d(e, . e)) = (de)) . e, + ¢, . (de,)
=L, (e, .e)dx -} L (e, .e)dx’
= (Lus 8y + Lup 8) 4X°
yazilir. Bu ise
9 8uv = Luo8yv + Lo 8va (1v.2.5)
ye esdegerdir. (IV.2.5) de &nce p ile p indislerini, sonra da p ile v indislerini de-
gis tokus edersek, elde edilen
— 88w =—Lio 8v—Lic 8ru
0.8 = Lowrs+ Liu 8
0 8= LiEsw+ Lov€n

ifidelerinden

1 1 1
7 gva (L:v + L:u) == "i‘ (au Eov + av gup_ ap guv) + —2" g-m (L;v - Lva) “I‘
1
+ g (a—LL0) (IV.2.6)

bufunur, Simdi (IV.1.15) ve (IV.1.16} tanim bagintilarini da géz éniinde tutarak

A

Fy=—8"0u8w+ 3 8o 0. 8u) (1V.2.7)

1

2
vaz edelim. I"z\, niin ait indislere gére simetrik oldugu (1V.2.7) tanim bagntisindan
derhil gérilmektedir. Eger (IV.2.6) yi g™ ile carpar ve esitligin her iki yanina da

A ea .
L,, ildve edecek olursak gerekli diizenlemelerden sonra
N

glp gTPL;‘j + Lttv = LL + L:v = Lﬁv = F:v + glp Eve L:«ra + g;\pgw L;c + Lﬁv (1v.2.8)
s ~ ~ ~ ~
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olur. Bu ifidede F::\, den bagka, ikinci ve liglinci terimlerin toplaminin da 1 ve

- - .. 1 - _a
v indislerine nazaran simetrik oldugu gérilmektedir., Buna gére L, antisi-
~

metrik kismi keyfi olarak segildiginde, sz simetrik kisminin g, metrigi ile L:\,
- ~
nin aracihgiyla tek bir sekilde belirlenmis olacagl anlagiimaktadir.

§ (IV.1B} den iliskisel baglanti katsayilarinin antisimetrik kisimlarinin geodezik
egrilerini belirlemede katkifari olmadigini bilmekteyiz. Buna gére (1V.2.8) in simet-
rik kismi olan

S

Ly = Lo+ 87 8w L + 87 8 L (1v.2.9)
~N ~

katsayilari g,, metrigiyle uyumlu bir simetrik iliskisel baglanti ailesi oclugtu-

rurlar. Bunlara tekaabil eden geodezik egrileri siphesiz ki gene aynt g,, metrigi

aracthgiyla I":v katsayilartna (yani sz == 0 hiline) tekaabll edenlerden farkii
olacaktir. ~

A
L,, = 0 hilinin " = 0 hiline yani uzayin burulmasiz hiline tekaabiil etti-
N

gini gérmiistik. Derslerimizin bundan sonraki béliimlerinde, aksi agikca
belirtilmedigi siirece hep, burulmasiz bir metrik uzay clan dért boyutlu
RIEMANN uzay-zaman gdz oniine alinacaktir. Bu miinisebetle

A
Lyve = 820 T (IV.2.10)

ile tanimlanan bi’lyi}kli}.k!er ile (IV.2.7) ile tanimlanmis olanlara, sirastyla, birinei
ve ikinci cins CHRISTOFFEL (1829-1900) sembolleri adi verildigini de kay-
dedelim. Ayrica

P 1 1 —
Fumm“i'gwauglpzz_g’ augza.—tl‘n\/lgl (IV'Z'II)

oldugu da kolaylikla hesaplanir.

Mutlak tirevin metrik uzaylardaki ifidesi igin de, artik V, ile metrik uzay-
larda x* koordinatina gére mutlak tirev alma iglemini géstererek

V, A = 9, A" + I, A (1V.2.12)

ya da kovaryant bir vektor igin
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VA, = 8,A, — TN A, (IV.2.13)

yazabiliriz. Tansér hesabinda da herhangi mertebeden karigik bir tansérin mut-
lak tirevinin de

Vp Au.v... = 3;, A;.w... e + F:p Au,v... Ao + F:p U¥eee R
_"Fap Aiw... TTs F A TTeas

ve ke

(IV.2.14)

seklinde tanimlanabilecegi gosterilir (bk. AHMED YUKSEL OZEMRE, a.g.e, s.
96-97). Ayrica (IV.2.11) aracihgiyla A* gibi bir vektérin diverjansinin da

V, At = L 3, (A —g) (IV.2.15)
—g

seklinde yazilabilecegi de kolayca gorilir.

Metrik uzayda geodezik egrileri iki nokta arasindaki en kisa yolu temsil eden
egriler olarak tanimlanir. Buna gére metrik bir uzaydaki geodezik egrilerinin tes-

biti
SfdsMSf\/ de @ S ds == 0

varyasyon problemine indirgenmektedir. Bunun ¢oéziiminiin

d?x* o dx*  dx'
,.,_Fv___— mo IV.216
N w ( )

seklinde oldugunu biliyoruz (bk. A.Y.OZEMRE, a.g.e., s. 258-259).

Metrik uzayin igerdigi ilging &zelliklerden birini ortaya koymak Uzere, (IV.2.14)
ifidesini goz oniinde bulundurarak, metrik tansériin mutfak tiirevini hesaplaya-
Iim; kolaylikla

Vpggv = apguv_rip gi\v—rtpgu?\

1 " , P
:apguv—'z_g?wgk (augup"f‘apgua a gup) "_gui\gk (3 us ']"apgwx ocgvp)

1 1
= apguv— ? 5‘, (au gap+ ap gp.u.'_'aa gup) - _2_ Su (av gap_}‘ap gvof._"aa. gvp)
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1 1
= apguv_ 7 (augvp + apguv“’_ av gup) - ? (av 8ue + apgvu - au gvp)

=0 (Iv.2.17)
oldugu ortaya gikar. Bu sonug RICC/ (1853 - 1925) teoremi olarak bilinmektedir.

Bir RIEMANN uzayinda A" gibi bir vekt&riin kendine paralel kalarak &telen-
mesi (IV.1.3¢) ye binden, ve bu tiirden bir uzay igin L = I'" olmasi &zelligin-
den &tiirs,

DA* = dA* + I'* A*dx’ =0

ifidesi aracilifiyla temsil edilecektir. Buna gére A" nlin bir © parametresiyle belir-
lenmis bir egri boyunca paralel Stelenmesi de

d_Au:._]"“ A7‘d_"“J

(Iv.2.18
dv A )

denklemiyle karakterize edilecektir. Bu diferansiyel denklemin ¢dziimii olan
X = x*(t; A) egrileri, géz &nine alinan RIEMANN uzayinda, A* vektériniin
kendi kendine paralel kalmak sartiyla {izerinde kayarak &telenebilecedi egri aile-
sini tegkil ederler.

Simdi E* = £" (s) seklinde bir egri géz &niine alahim. Bunun dt"/ds ile verilen
teget vektoriiniin bu egri boyunca kaydirilarak &telenmesl! esnisinda daima kendi
kendine paralel kalmasi igin E* = §%(s) egrisinin ne gibi bir &zelligi haiz olmasi ge-
rektigini arastiralim. Buna gére

D(dgu)=0 = d—2§5-+1”“ d—gj CE’—v=0

ds ds® M ods ds

bulunur; oysa bu ifide bir RIEMANN uzaymmin geodezik egrilerini veren (IV.2.16)
denkleminin aymisidir. $u hilde bir RIEMANN uzayinda, teget vektsriinin kendi
kendine paralel kalarak &telenebildifi egrilerin uzayin geodezik egrileri oldugu
anlastimis olmaktadir.

Bir RIEMANN uzayinin (IV.1.31) e gére Q* =0, Q =0, ﬂi # 0 sartlariyla
karakterize edilen metrik bir uzay oldugu anlagtimaktadir. Ozellikle Qi;ﬁo
sartt egrilik tansdriniin sifirdan farkli olmasi demektir. Bir RIEMANN uzay séz
konusu oldugunda bunun egrilik tansdrii igin artik BY yerine CHRISTOFFEL sem-

bollerinin, sekli (IV.1.27) ile belirlenmis bir fonksiyonu olan R%,. tansdri ya-
zihr:

Rorve=013 —8. I, + I It —I7 I (1v.2.19)
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R® . tansériine RIEMANN - CHRISTOFFEL ejrilik tanséri adi verilir. Bu ifadede

@ indisini indirmek slretiyle de
1
Rpl.va#gpu Rp;"v, == 7 (auao’ gi\v + a?«av gus — auav gi\c - azac guv)

A4 I Fayy—TI7, Ty (1V.2.20)

ifidesi elde edilir. Buradan R,,,,, nin v ve ¢ ya gbre; ve kezi i ve A ya gére anti-
simetrik oldugu gérilmektedir :

Rul.vc’ = — Rul.av » Rul.va = - Rlu.,vcr (IV2.21)
Ayrica
Ru?\.vc = Rvo',u.)\ (IV.2.22.)
dir.
R* dan hareketle elde edilen
AV
R,, = R“m“ = a\,r;‘u —_ BMF:V -+ I”:u Ff:v——F:v F:u (Tv.2.23)

tansdrii 2. mertebeden simetrik bir tansér olup egrilik tansdriinden hareketle
elde edilecek olan 2. mertebeden her tansdr ya bir isiret farkiyla R,, ye esit-
tir, ya da sifirdir. ERGT’nde &nemli kir rol oynayacagini gérecegimiz bu tansore
RICCI tansérii adi verilir. (IV.2.11) ve (IV.2.23) ifadelerinden RICC/ tansdriintin
simetrik bir tansér oldugu kolaylikla tahkik olunur :

R,, = R, . (IvV.2.24)
RIEMANN-CHRISTOFFEL egrilik tansdriinden hareketle tanimlanan
At
RI—'-‘:U —_ g Rlllvc
tansériintn iki kere biizilme iglemine tabf tutulmasiyla elde edilen R=R"" =g R,,
skalerine de skaler egrilik adi verilir.

§imdi V, A" =9, A"+ I A* oldugunu hatirlayarak V,(V, A*) yi teskil ede-
lim :

V, (Vo A) = 8, (Vo Ay — [0 (V- A) + [0 (V. A7)
= 8,3, A + 8, (I, Ay — I (V. A) + I, (V, A)
= 3,0, A+ A3, I )+ I 0. A)—TI7, (3. A)—1Iy I'y A°
+ I (@A) Ty, T A

Buradan
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A T T A
(VV,—V VYA = A" Q1% — @8, T% +Te Ty —Is IT)==AR  (1V.2.25)

bulunur. Bu, bize, mutlak tiirev almada siranin dnemli oldugunu géstermektedir.
Ayni islemler eger kovaryant bir vektdr igin yapilirsa, benzer sekilde

(VY,—V,.V)A = —R A (IV.2.26)

h=1e]

bulunur. Eger bir vektér alinacak yerde A, gibi ikinci mertebeden bir tansér
goéz oniine alinacak olursa

(vac - Vavp) Auv = Rru,pd Ay — RTvpd wT
bulunur. Eger A,, =V, A, segilecek olursa
V.V, —V. V)VA =— R‘“W VA —R" VA (1v.2.27)

olacaktir.

Bir RIEMANN uzayinda, $ekil: IV.6 daki gibi, bir P, baslangi¢ noktasindan ha-
reketle bir P, varis noktasina giden sonsuz kigik farklt iki yol boyunca bir A*
kontravaryant vektdrinin paralel 6telenmelerinin hesaplanip mukaayesesi de
ilgingtir. A* niin, P, den P, e kadar paralel Grelenmesi sonunda degisimi (IV.1.3a)
ya binden

AXP) — AY(P,) = dAY(P, P) = — I, (Py) . A*(P} dx" (1V.2.28)
diir.
P <
I dx . Pr
dx’
dx’
P
s . P,

dx®

Sekil : IV.6.

Ote yandan P, deki CHRISTOFFEL sembolleri de dx’ cinsinden TAYLOR seri-
sine agilirsa

I*(P)=I"(P)+ 3,0l (P,) dx* + 0(2) (1V.2.29)
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olur. Bundan yaralanarak A* niin P ile P, arasindaki degisimi de kolaylikla he-
saplanir :

AUP,) — AP, == dAX(Py P,) == — T* (P,) A°(Py) dx° =
= — {I%(P)+ 8,2 (P) dX"} { A(P,) — I, (Py) A"(Py) dx” } dx® (IV.2.30)
— ¥ (P) A (P) dX* — 3, T, (P,) A*(P,) dx’ dx°

+ I (P) T, > (Py) A*(P,) dx” dx° + 0(3) (IV.2.31)
Buna gore
AP, P, P,) = A*(P,) + dA*(P, P,) -+ dA*(P,P))
= APy — I (P) A(P,) dx” — T} (P,) A'(P,) dX°

— 8, I (P} AN(P,) dx" dx° - I* (P,) I (P,) A'(Py) dx” dx” (1V.2.32)
olur. A* yi paralel 6telemeyle tagidigimizda da benzer sekilde P,-—>P,—P, yolu igin

AHPP,P) = AH(P) — T* (Py) AN(P,) dx” — I™ (Py) AMP,) dx’

— 8,0 (P,) AN(Py) dX° dx” + T (Py) T2, (Py) A*(P,) dx° dx” (1V.2.33)

o

bulunur. Buna gére A" nin P,—>P,— P, yolu f{zerinde paralel &telenmesi

r

sonucu eristifi deger ile P,—> P, — P, yolu {zerinde paralel &telenmesi sonucu
eristigi deger arasindaki farkin da

RAP,P,P) — AHP,PP) = AA* = 0,I% A dx® dx’— 3, I A dx” dx*
I T AN X X — I T2 AN dX dx”
ya da (1V.2.19) u goz éniinde tutarak

AA* =R (P,) ANP,) dx® dx° (1V.2.34)

Vo

~ dan ibiret oldugu tesbit edilmis olur. Bu ifideden de A” niin, keyfi bir vektor
olarak alinmasi sartiyla, bagka bir noktadaki degerinin ancak ve ancak R* =0
ise yoldan bagimsiz olacag anfagilmaktadir.

(1v.3) BIiANCHIi OZDESLIKLERI

Simdi (1V.2.27) ifadesini bir kere p ile p y0, ikinci kere de p ile ¢ yi de-
gis tokus ederek yeniden yazip bunlari (IV.2.27) den ¢ikaralim. Egrilik tanss-
rindeki antisimetri &zelliklerini de gdz &niinde tutarak
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) VA—(V,V,—V. V)V, A=V.V VA~V V.V A—

platu'ly

(V.V,—V,V

e

)V, A—(V.V.—V,V

]

—V,V.VA, +V,V.VA —V.V.VA + VYV A =

Bopty [

== R—'ucc (V'—Av) + RTvpc (VIJ.AT) ~—R?

puo

(VA) — R s (VoA —
— Roou (V-A) — R (Vo A) =
= (RTyps + Ripor 4 R0) VA [RUpe VAR, VAR, VAT (IV.3)
olur. Ayrica (IV.2.26) dan p indisine gére mutlak tiirev alarak
Ve (V. — VoY) Al = (Vu R o) A, + R, VA

dur. Bu ifideyi de bir kere p ile p yii, ikinci bir kere de . ile ¢ y1 degis tokus
ederek yeniden yazip elde edilenleri bu ifideden gikartalim; neticede

(Vuvpva) Av - (Vuvavp) Av—(vavuvcr) Av+ (vadvu) Av— (chpvu) Av + (Vavuvp) Av -
== A: Vy.RTvpcr "'l_ Rrvgc (Vu.Ar)_Ar VpRrvu'u_""RTvu.cr (VQAT)_AT VURTvpu'_RTvau. (VG'A‘E):
= (Vu.RTvpcr -+ VpRTvcrp. -+ Vo-Rrvo'u) A'r +

+ [R"

vpa

(VuA) + R, (VoA + RT (VoA (1v.3.2)
bulunur. {(IV.3.1) ve (IV.3.2) un sol yanlar1 dézdes olduklarindan bu ifidelerden
(VuRTvpc -+ VpRtvdu + VGRTqu) A'c = (RTupcr + Rlpuu + Rlﬂ'up) VTA\'

sonucu gikar. Ancak, A, vektdrii tamimen keyfi segilmis bir vektdrdiir. Bu son
ifidenin bu gartlar altinda gegerli olmasi ancak her iki yandaki parantezlerin &zdes
olarak sifir olmasiyla miimkiindir, Boylelikle

VR, + VR, VR =0
. ) ) (IV.3.3)
RI-IP'J'+ RFGH+ RURQEO

ézdegslikleri elde edilmis olur. Bunlara BIANCHI &zdeglikleri ad: verilir.

(1v.4) EINSTEIN TANSORU

(IV.3.3) BIANCHI ozdesliklerinden ilkini g" ile carpip v indisi iizerinden
toplam yaparak
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V.R? e + VR, + V, R, =0

bulunur. Eger bu ifidede A ve ¢ indislerine gére ve kezd T ve p indislerine gore
biiziilme iglemi uygulanirsa, (IV.2.21) simetri bagintilarini ve R™_, = R oldugunu
da géz éniinde bulundurarak,

0= VMRMW - V’K,R“":r‘m +V, R”mup = — VMRWPU + VQR—— VGRWW =
= _VoRuGau + VpR _'VaRucpu =—12V, (gclRuM“) -+ VpR

= —2V, (g Ry) + VR

ve buradan da G, = Ruv—% g, R vaz ederek

o Lo 1 Le g
v, =V, (g "RM—? 5 R) =0 (IV.4.1)

bagintisi elde edilir. Yani G yalmzca R%,, RIEMANN-CHRISTOFFEL egrilik tan-
soriinden hareketle elde edilen ve diverjansi 6zdes olarak sifir olan ikinci mertebe-
den bir tansdrdir. Buna gére

G* = R — —;_ R (IV.4.2)

olarak tanimlanan tansdre EINSTEIN tansorii adi verilir. Asikir olarak
Guv = £y G:. » Gt’-“ == g?w G: (IV.4.3)
dir.

ELIE CARTAN yalnizea g,, lerin 1. ve 2. mertebeden tiirevleri cinsinden
ifide edilen ve g,, lerin 2. mertebeden tiirevlerine gére lineer olan, ayrica da
kovaryant diverjansi &zdes olarak sifir olan tansdriin, h ve A birer skaler ol-
mak (izere, ancak

S,, = h [Rw— %- g.. (R—2A) ] (IV.4.4)

seklinde oldugunu ispatlamigtir [1].

Simdi RICCI tansériiniin sifir oldugu hali géz éniine alalim: R,, = 0. Buna
binden R = 0 olur. Su hilde EINSTEIN tansérii de stfir olur :

1
Guv = Ruv-—"*z— guvR: 0.

Tersine, efer G,, = 0 ise bu takdirde R,, niin sifir olacag! kolayhkla géruiur.
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Buna gére G: EINSTEIN tansériiniin ancak ve ancak Rz RICCI tansérinin si-
fir oimasi halinde sifir olacags anlagilmaktadir.

(1IV.5) METRIK UZAYIN SIMETRILERI [2, 3]

Onceki paragraflarda bir varyete iizerinde gesitli geometrik yapilar tamimla-
mak slretiyle nasil farkli geometriler elde edilebildigini gérdiik. Bu paragrafta
ise bu geometrilerin arzedebilecekleri simetri ézelliklerine temas etmek istiyoruz.

Once, herhangi bir geometrik yapiyla donatilmamig bir varyete gdz éniine
ahindifinda bunun simetri dzellikleri ne olabilir onu arastiralim. Yapisiz bir var-
yetenin temel &zelligi bir noktasinin bir digerinden ayirdedilememesidir. Bir an
icin bdyle bir varyete iginde kaybolmus oldugumuzu farzetsek, noktalar: birbir-
lerinden farkli kilacak isaretler olmadigindan nerede bulundugumuzu séylememize
de imkin olmaz. Bir varyetenin haiz oldugu minimum &zellikler, mesel3, bagiml
olusu (y3ni varyeteye ait herhangi iki nokta verildifinde birinden &tekine varye-
tenin iginden ¢ikmasizin gidebilme) gibi topolojik &zelliklerdir. Bu &zellikler ise
varyetenin burulma, ¢ekme, biizme v.s. gibi deformasyonlariyla bozulmayan, or-
tadan kalkmayan &zellikleridir.

Bunu daha belirgin bir bigimde ifide edebilmek Uzere varyetenin kendi ken-
dine tasviri ydni varyetenin noktalarinin gene varyetenin bagka noktalarina do-
nigmesi fikri ithdl edilir. Su hdlde varyetenin her bir P noktasina varyetenin bir
baska P’ noktasi tekaabiil ettiriler. Bu tekaablilde topolojik olarak yakin noktala-
rin gene topolojik olarak yakin noktalara déniismesine dikkat edilir. Yani ciimle-
nin bir P noktasinin civari da kendisiyle birlikte, bu topolojik &zelligi bozulmak-
sizin déniisiir. $u hilde bir P noktasindan P’ noktasina giderken P civarindaki to-
polojiyi de beraberimizde suriiklemis ve bunu P’ deki topoloji yerine ikaame et-
mis oluruz. Yerel topolojinin daima OKLiTsel bir topoloji oldugu kabul edildigine
gbre P’ deki topolojiyi P dekiyle ikaame etmenin climlenin tiimiinde hig bir de-
gisiklik dogurmayacagi agikdrdir. Buna gore bir varyetenin en genel topolojik d&-
niisiimlere misait oldugu, ve haiz olacag: simetrilerin de biitiin miimkin topolo-
jik dénitsimlerin simetri grubu oldugu anlagiimaktadir.

Bu dusiinceleri varyetemize bir koordinat sistemi ithal etmek slretiyle for-
miile edebiliriz. P noktasinin koordinatlarimi meseld {x"} sayilar1 ciimlesi araci-

ligiyla, P’ ninkileri de {x*} sayilari ciimlesi aracilifiyla gésterelim. Noktala-
rin bu tirli koordinatlastirilmasinin, hi¢ degilse sonlu bolgeler séz konusu of-
dugunda, siirekli oldugunu kabul ederek varyetenin kendi kendine tasvirini

Xt = x*({x"}) (IV.5.1)

denklemiyle ifade edebiliriz. Eger soz konusu 4 boyutlu bir varyete ise x*({x"})
fonksiyonlarinin herhangi dérdii topolojik bir dénisiime delilet edecektir.
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Sonsuz kigtik bir deformasyon (yani bir tasvir) séz konusu oldugunda bu tas-
vir, elemanlars, her bir P noktasini déniismis oldugu P’ noktasina baglayan vek-
torler olan bir vektdr alani aracitligiyla temsil edilebilir. Bu takdirde varyetenin
bu vektér alanimin dogurdugu bir hareket grubuna sihip oldugu séylenir. Yu-
karida s6zi edilmis olan kisitlamalar hirig, varyetenin topolojisini invaryant bira-
kan tasvirler keyfl olduklarindan varyete Gzerinde tanimlanan herhangi bir vektdr
alaninin mamkin bir harekete tekaabiil edecegi &sikirdir.

Goz oniine aldigimiz varyeteyi iliskisel baglanti ya da metrik gibi geometrik
bir yapiyla donatirsak acaba uzayin simetri Szellikleri ne olur? Bdyle bir uzayda
bir otomorfizm y3ni uzayr kendi kendine dénistiiren bir tasvir uyguladiimiz
zaman, bir noktadaki geometrik yapiyl o noktaya tekaabiil eden dénismis nok-
tadaki geometrik yapiyla mukaayese etmemiz gerekir. Ancak bu her iki geometrik
yapi birbirlerine &zdes iseler séz konusu tasvirin invaryant bir tasvir oldugundan
ve uzayin bir simetrisini temsil ettiginden bahsedilebilir.

Bu gijlr(.‘|§ agisindan, varyetemiz (zerinde geometrik bir yap: tanimladigimiz
an, simetri grubunu, miimkiin bitin topolojik tasvirler grubundan belirli bir alt
gruba indirgemis olacagimiz asikdrdir. Meseld efer varyetemizin geometrik yapi-
sini LORENTZ-MINKOWSKI metrigi ile belirlemis bulunuyorsak uzayimizin simetri
grubu da LORENTZ doniisimierininkinden ibiret olur. Bagka bir tip metrik igin ise
hig bir simetri grubu mevcld olmayabilir de!

Simdi belirli bir metrikle donatilmig bir uzayin bu metrik yapisint degistir-
meyen bir tasvirin ya da bir dénisiimin ne gibi genel sartlari gergeklemesi gere-
kir, onu tesbit etmek istiyoruz. Tartismay: basitlestirmek igin yalnizca sonsuz ki-
¢k dénigimleri goz &niine alacagiz. Aslinda her sonlu déniisim sonsuz kilgiik
dénistimlerin pespese uygulandiklar: bir dizi ddnisiimiin bileskesi olarak teldkki
olunabildiginden, bu bir kisitlama teskil etmez.

Simdi {x*} koordinath P noktasini, |g| « 1 olmak lzere, {x* & g £%(x)} koor-
dinatli P’ noktasina tasvir eden bir £%(x) vektér alani olsun. P’ niin koordinatla-

rint x* ile gésterirsek
X*=xt e , je| k1 (IvV.5.2)

olacaktir. Uzayin metrigini temsil eden g, ikinci mertebeden bir tansér olmak
hasebiyle (IV.5.2) donisiminde
ax" ox’

- e pu.X
e on © (x)

:éuv (}) -

seklinde déniigmis olacaktir; ya da ters doniisiim sz konusu oldugunda
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ax°F ax
gu(X) == ax* ax’

- Zo(X) (1V.5.3)
olacalktir,

Eger (IV.5.2) dénisiiminiin uzayin metrik yapisini deistirmedigi kabul edi-
lirse bitin x ler igin

.00 = g,.(0) veyd g,.(x) = g.(x) (IV.5.4)
olmalidir. Bu sart altinda (IV.5.3) ifidesi
X 9x°
ax* ax’

gu(x) = 8ea(X) (IV.5.5)

sekline girer. (IV.5.5) ifidesini gercekleyen her x — x dénisiimine egmetrik-
li (izometrik) doniigiim adi verilir.

(IV.5.2) ile verilmis olan sonsuz kiigik koordinat ddniislimiiniin egmetrikli
bir dénisiime yol agmasi igin gerek sartin, birinci mertebeden g yaklagikhgiyla,

ax® ax

ax" x"

_ A4 EE) A+ eE)
ox* ox’

%5”—]—58? M83’+ il gggm(x)Jreg*‘ag‘“’(x)-w( Z)g
) ax’

g[l\‘(x) = PG( )

8oo(X” + £E)

] T
—8°8°gw(x)+538°a§ gﬁwa& g - 8087E gg“ng 0@)

P a & g
= gu\'(x) + E? aE Sov + — E Eua + E og %
ax* ax’ ox®

ya da

e [+
0= aaﬂ 8ov T =25 &
ax ax’

e +E ai”“ (IV.5.6)

oldugu anlagilmis olur. Bu ifideyi E* vektér alaninin kovaryant bilesenleri cin-
sinden yazacak olursak, £, = g, E° ve dolayisiyla

gig — a(gpvgp) ____Ep‘_a__g_p_v

ey

ox" ax* ox*

olmasindan &tird (IV.5.6) nin
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O=§§L+§%+E’]:%_aiﬁm agu,]
ax* ax

= ?.g“__]_ 8_"%&_221 ]""v
axu- aXV 4
ya da

Vu. Ev "‘l'“ Vv Eu. =0 (IV'5‘7)

sekline indirgenebilecegi gériimektedir.

(IV.5.7) baginttsint saglayan £, (x) gibi her dortli vektdr alaninin, g, (x) met-
riginin bir KILLING (1847-1923) vektoriini olusturdugu sdylenir [4]. Bdylece
bir metrigin bitiin sonsuz kigiik esmetrikli dénlisimlerini tiyin etme problemi
metrifin biitin KILLING vektérlerini tiyin etme problemine indirgenmis olmak-
tadir. KILLING vektérlerinin herhangi bir lineer kombinezonunun gene bir KILLING
 vektdri oldugu gdsterilebilir. Bdylelikle bir metrigin egmetrikli sonsuz kigik
dénisiimlerinin KILLING vektérlerinin taban vektérlerini olusturduklari vektér
alanlari uzay: tarafindan belirlenmekte oldugu gérilmils olmaktadir.

KILLING vektérlerinin varhiginin isiret ettigi simetrilere uzayin metrik oto-
morfizmleri adi da verilir. N boyutlu metrik bir uzayin haiz olabilecegi metrik
otomorfizmlerin maksimum sayisinin (N -+ 1)N/2 oldugu gosterilir {3, 5]. Bu &-
zellii haiz uzaylara da maksimal simetrik uzaylar ad: verilir [3, 6].

ALISTIRMALAR VE PROBLEMLER

IV.l. [lliskisel baglanti katsayifarinin hangi sartlar altinda tansér vasfina sa-
hip olabileceklerini tesbit ediniz.

IV.2. ¢ ve {, koordinatlarin fonksiyonlart olmak {zere belirli bir koor-
dinat sisteminde
I, = 80,0 + 80,
olsun. Bu takdirde : :
1) R% _ min yalnizea  nin fonksiyonu olacagini, ve 2) ¢ =—1In(a, x") oldu-

- 1#3 o am - .
gunda R,, =R =0 olacagini gésteriniz.

IV.3. E, deki dik kartezyen koordinatlar yl, y, y%, y* olmak lzere
y! = R cos §
y2 = Rsinf cosg
y> = Rsin@ sing cos
y* = RsinOsingsin{
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déniisiimi R yarigapl bir hiperkiirenin parametrik gésterilisini temin eder. (0, ¢, )
bu R yarigaph kiirenin lizerindeki koordinatlari goésterirse bu hiperylizeyin met-
rigini ve egrilik tansériiniin sifirdan farkll bilesenlerini hesaplayiniz.

IV.4. Metrigi ds? = sech?y (dx® -+ dy?) ile verilen iki boyuttu bir RIEMANN
yuzeyinin geodeziklerinin denklemini tesis ediniz.

IV.5. Bir geodezik egrisinin s iliskisel (afin) parametresi cinsinden denkle-
mi: x* = x"(s) seklinde olsun. s parametresi lizerinde efer A = A(s) seklinde si-
rekli bir ddnistim yapilirsa bu takdirde geodezik egrisinin denklemi ne sekil olur?
s—> A=A(s) dénigiiminin afin bir dénisim olmasi yani A parametresinin de
afin bir parametre olmast igin A nastl bir sarti gerceklemelidir?

IV.6. x ve y dik kartezyen koordinatlar, ¢ ve § da sirasiyla azimit ve zenit
actlar olmak tzere

9
X=0 , y=lncotg-i-

dénlsimi araaligryla birim kire yluzeyini dizlem {zerine tasvir etmek miimkiin-
diir. Buna MERCATOR izdiigiimé adi verilir. Buna gére kitre yilizeyinin metrigini
x ve y cinsinden hesaplayip meridyen ¢emberlerinin, & ve § iki parametre ol-
mak (zere,

siny = asin {(x 4+ )
ile temsil edileceklerini gosteriniz.

Iv.7.

2
ds? = | 2 _2‘5’_1_1 de?2 — r? (Sinze dq)z + dez) - __d[__ (1)
r 2km

cir

seklinde bir metrik verildifinde &yle bir koordinat sistemi bulunuz ki bu sistem-
de (1) metrigi, uzaysal kismi, OKLITsel ifidesiyle orantili olacak sekilde ifade edi-
lebilsin (Esydnsel kiiresel koordinat sistemi).

IV.8. w agisal hiziyla dénen bir koordinat sisteminde uzaysal uzaklifa teka-
abil eden di? yi bulunuz. di* aracihiyla, dénen bir diskin geodezik egrilerini ve
diskin Gzerindeki geometriyi inceleyiniz.

1V.9. Bir O noktasindaki gézlemcinin (C) evren gizgisinin denklemi x*==x"(s)
ile verilmektedir. Gézlemcinin yakininda birim kiitleli serbest bir P tinecigi de
denklemi x*==y%(s) ile belirlenen bir (I") yériingesi izerinde hareket etmektedir.
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s parametresinin belirli bir degeri igin P nin konumu

Ua = dx (S) > Ua_Ua = 1
ds

ile belirlenen ve (C) ye O noktasinda teget olan U vektériine dik bir hiperytizey
ile (I') nin arakesit noktasidir.

Gézlemci P nin konumunu, dogrultusu, O dan gegen ve x* = z%(r) denkle-
miyle belirlenen uzaysal bir (G) geodezik egrisinin teget dogrultusu olan bir r
vektoriiyle belirlemektedir. Buradaki < afin parametresi O dan itibdren (G) bo-
yunca Slgiilen uzakhgr géstermektedir.

Bu sartlar altinda P serbest tineciginin hareket denkleminin O noktasindan
gézlendigi sekliyle ve r mertebesinden terimler yaklasikligiyla tesis ediniz.

1V.10. RIEMANN-CHRISTOFFEL egrilik tansdriiniin N boyutlu bir uzay igin
haiz oldugu bagimsiz bilesen sayisinin N3(N*> — 1)/12 oldugunu gosteriniz.

IV.Il. n boyutlu bir V, varyetesi bir g,, metrigiyle donatulmistir.
1 .
a) GIJ-\' = Ru.v _"'2——_ gpw R > (U-,V = 1,2 peuay n)

ile tanimlanan genellestirilmis EINSTEIN tanséranin korundugu gésteriniz.

b) Bir A, tansori eger: A, ,=Ag,, seklinde ise, bu takdirde A , tans&riiniin
g,, metrigine gore esydnilu oldugu séylenir.

g., metrik tansériine bagh olarak tanimlanan Ry, RICC/ tansériiniin esas
dogrultularinin, R, nlin esyénli olmasi hdlinde belirsiz olacaklarint gésterip A
nin degerini tesbit ediniz.

c) Buradan, n>>2 igin RICCI tansériiniin haiz oldugu ilging bir &zelligi ortaya
koyunuz.

IV.I2. g.,(x") metrik tansdriiniin bilegenlerinin g,,=g"=1 ve g,,=g%=0
dzdegliklerini gergekledikleri bir {x°} koordinat sistemine hemzaman koordinat
sistemi ad1 verilir. Buna gére, x*— x* = x* 4 g w*(x") seklinde sonsuz kiigiik bir
noktasal déniisim verildiginde, b&yle bir dénisimde {x°} nin hemzamanlik vas-
finin korunmasi igin w*(x") larin tib! olmalari gereken en genel sartlari tesbit
ediniz.

IV.13. MINKOWSKI uzay: goéz &niine alindiginda bu uzayin simetri grubunu
KILLING denkieminden yararlanarak tesbit ediniz.

1V.14. Bir KILLING vektsr alani igin
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Vcrvp E:J. == Rlcpu E}\

oldugunu godsteriniz. Bu bagintidan yararlanarak &, nin belirli bir X noktasindaki
biitin mertebeden tiirevlerinin £,(X) ve V, £,(X) in fonksiyonu olarak belirle-
nebilecekierini gdsteriniz.

IV.I5. Bir g, vektdr alami yardimiyla tanimlanmis bir metrik otomorfizm
verilmis olsun. Bu takdirde, s ile bir geodezik egrisini parametrize eden yay
uzunfugunu gdstererek

dx*(s

V=) T
ds

biyukligunin herhangi bir x* == x"(s) geodezigi boyunca sibit kalacagini ispat-

layiniz.

Tersine, E,.dx"/ds = sibit sartinin geodezik denkleminin bir integrali ol-
mast igin &, nin bir metrik otomorfizmin dogurgani olmasi gerektigini goés-
teriniz.

IV.16. Ejrisel bir ylizeyin RIEMANN-CHRISTOFFEL egrilik tansériiniin sifirdan
farklt bilesenlerinin ylzeyin GAUSS egriligi ile orantili oldugunu g3steriniz.

IV.17. Denklemleri x*=x"(<) ile verilen, % gibi bir invaryant aracihfiyla pa-
rametrelenmis bir efri géz &niine alindiginda A"(7) gibi bir vektdr ile TS gibi

ikinci mertebeden bir tansérin bu egri boyunca mutlak tirevlerini hesaplayiniz.

IV.18. x*(7) ve x*(z) -+ 8x"(t) gibi birbirlerine sonsuz yakin iki geodezik
egrisi Uzerinde serbest diisiige terkediimis iki test tinecigi géz &niine aliniyor.
Bu takdirde

o b

dt d=t

D [Ex*t)] = R* &x“
D2 e

oldugunu gdsteriniz. Bu sonug neden yerel esdegerlik ilkesiyle gelisik degildir?

IV.19. Bir RIEMANN uzayinda daima R“wm = 0 oldugunu gdsteriniz.

V.20, N boyutlu RIEMANNSsal bir uzaya tekaabiil eden egrilik tansériiniin
bagimsiz bilesenlerinin sayisinin

1
Cy = —— N? (N* — ]
=T ( )

oldugu gdsterilir. Buna dayanarak 2 boyutlu RIEMANNsal bir uzay igin
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R
R;\p.vcr = (g?w Suoc ™ 8o guv) _2—

seklinde yazilabilecegini gosterip R nin neye delilet ettifini bulunuz.

IV.2I. 3 boyutlu RIEMANNSal bir uzay igin egrilik tansériiniin

1
R}\uvs = By Ry.cx — Era Ruv AT Rlu‘ + gucr Rlv - 7 R (g?w Buo “.gi\c guv)

seklinde yalnizca metrik tansér ile RICCI tansdriniin fonksiyonu olarak ifide edi-
lebilecegini tahkik ediniz.
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e .e ... as EINSTEIN did hope, that matter would even-
V BOLU M tually be understood in geometrical terms, it made
* sense to give Riemannian geometry a primary role
in describing the thory of gravitation... {but] Rieman-
nian geometry appears only as a mathematical tonl
for the exploitation of the Principle of Equivalence,
and not as a fundamental basis for the theory of
gravitation,

S. Weinberg

ALAN DENKLEMLERI
VE OZELLIKLERI

(V.) ALAN DENKLEMLERI

Gegen bélimlerde gravitasyonun rélativist bir teorisinin nasil olmast gerek-
tigi husdsunda bazi yo! g&sterici ilkeler tesbit etmistik., Bunlara dayanarak du-
rumu kisaca Szetlersek : '

1) Gravitasyonun rélativist bir teorisinin alan denklemleri koordinat sistem-
lerinden bagimsiz bir bigimde ifide olunmahdir,

2) Bu teoriye yataklik eden uzay-zaman varyetesi dért boyutiu RIEMANNsal
bir uzay olusturmahidir.

3) Teori, maddenin, uzay-zamanin geometrik yapistna tesirini igermelidir.

4) Teorinin alan denklemleri ilk yaklagiklikta klasik gravitasyon teorisinin
alan denklemine (POISSON denklemine) indirgenebilmelidir.

Bu sartlardan ilki genel kovaryans ilkesine esdeger olfup teorinin tansérel vas-
fina igiret etmektedir. ikinci sart gercek gravitasyon alanlartnin ancak RIEMANN;sal
bir uzay-zaman gergevesi iginde tutarli bir sema olusturacagina dair elde edilen
sonucu yansitmakta ve yerel esdegerlik ilkesine dayanmaktadir. Ugiinct sart uzay
-zamanin geometrik yapisinin, gravitasyon alani dreteci olan maddeyle belirlene-
bilecegini ifide etmekte ve, bir bakima, MACH ilkesinin bir ifadesi olmaktadir.
Son sart ise teorinin klasik gravitasyon teorisiyle baglantili olmasini, yani bir ba-
kima klisik teorinin bir genellemesini teskil etmesini igermektedir.

Simdiye kadar erigmis oldugumuz bilgilere dayanarak rélativist gravitasyon
teorisinin alan denklemlerini, ancak indiiktif bir sentezle elde etmek imkint var-
dir. Bu islem sirasinda ise yukarida zikredilmis olan 4. sartin gergeklenmekte olup
olmadigini peginen tesbit etmek olanadt yoktur. lk ti¢ sarttan hareketle alan denk-
lemlierinin sentezini gerceklestirdikten sonradir ki, bu denklemlerden hareketle
bu sefer de bunlarin 4. sart1 gergekieyip gergeklemediklerini tahlil edebiliriz.

88
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Bununla birlikte bu son sart gene de bize, pesinen, gravitasyon alan denklemleri-
nin yapisi hakkinda yol gésterici olacaktir.

Bu son sart rélitivist gravitasyon denklemlerinin sekli hakkinda iyice kisit-
layicr bir sarttir. Zird bu sart ilk yaklagiklikta POISSON denklemini bulabilmemiz
i¢in yeni alan denklemlerinin, koordinatlarin en cok ikinci mertebeden tiirevle-
rini ihtivd etmesini gerekli kilmaktadir.

Alan denklemlerinde MACH ilkesi uyarinca geometriyi etkileyen maddesel
katkiyr da gene bir tansdr aracihgryla ifide etmemiz gereklidir. Bu katki POISSON
denkleminin sag yanmnin bir genellemesi olarak dusinilecektir,

Ancak, ORT’nden de bildigimiz gibi madde ve enerji alan1 T,, enerji-impuls
tansérii aracihgiyla temsil edilebilir. ikinci mertebeden simetrik bir tansér olan
T,, den '

TP=g"T, , T"=g"g"T,

tansorlerinin de tiiretilebilece3ine dikkati ¢ektikten sonra enerji-impuls tanss-
riiniin en &énemli &zelliginin korunum ozelligi oldugunu, yani diverjansimin sifir
oldugunu da kaydedelim :

V,T°=0 (V.1.1)

LT

T., tansériyle temsil clunan madde-enerji dagilimlari mekanik, termodina-

mik ve elektromagnetik &zellikleri haiz akiskanlar olarak tasarimlanacaklardir. Bu
ozellikler teker teker incelenebildikleri gibi bunlarin birbirleriyle etkilegsmelerini
de géz 6niine almak mimkiindiir. Bu gériis agisindan T, enerji-impuls tansdriin
bir takim ikinci mertebeden tansdrierin toplami olarak yazmak gereklidir :

T:J.U = pcz ULI.UV + ®u\' + Muv + Fu,v + qu L (V.I.Z)

Burada p toplam enerji yogunlugunu, U, vektdriit U ,U* =1 ofmak lzere dértli
-hiz vektdriinti, ®,, basing ve gerilimler tansériini, M,, elektromagnetik ener-
ji tansdriinG, F,, elektromagnetik alanla maddenin etkilesmesini temsil eden
tansérii ve Q,, de termodinamik etkilegsme tansdriinii g&stermektedir.

incelenen problemlerde maddesel akigkanin bazi dzellikleri ¢ogu kere diger-
lerinden agir basabilir. Bu takdirde T,, niin ifidesini daha da basitlestirmek miim-
kin olur. Buna gore

1) Yalnizea etkilesmesiz madde semast (toz gemasi) igin :

T = p U, (V.1.3)
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2) Alkiskan semas: igin :

T, =p2UU, + O, (V.1.4)
3) Termodinamik akigkan semasi igin :
Ty = U, + 0, + Q,, (V.1.5)
4) Elektromagnetik alan semast igin :
T =M, (V.1.6)

5) Elektromagnetik alanh akiskan semas: igin (V.1.2) ifidesi, ve

6) Kozmolojide g¢ok kullanilan bir sema olarak ideal akigkan semas: igin de,
p ile skaler basinci gostererek

Ti.w = (pcz + P) Uqu - P gu.v ’ (V'1'7)
ifadesi kullanihir.

Aslinda T, nin bu sekilde temsil edilmesinin yetersiz olduguna igiret etme-
miz gerekir; ziri bu sekliyle T, kuvantum olaylarini hi¢ icermemektedir. Bu
bakimdan bir kismi elektrik yikltl, diger bir kismi da ndtr tineciklerden olusan
maddenin bu nihaf gériinlimiindg yansitamadigi igin T,, nin maddeyi temsil edebil-
mek ydniinden nisbeten kisir, ve gegici bir arag oldugu sdylenebilir. ERGT’nde,
ginin birinde, kékli bir takim gelismelere herhdlde T,, niin bu kaba ifidesi-
nin kuvantum olaylarini da kapsayabilecek yénde tidil edilmesiyle erisilebile-
cektir.

Gravitasyonun rélativist teorisinde alan denklemlerindeki kaynak terimi,
diverjansi sifir olan T, tansériiyle temsil olunabilecegine gore maddenin uzay-za-
manin geometrik yapisi Uzerine etkisini belirleyecek olan kismin da

i) uzay-zamanin RIEMANNsal yapisini yansitan,

ii) diverjansi 6zdes olarak sifir olan,

ii) ikinci mertebeden simetrik bir tansér
aracilifiyla temsil edilmesi geregi kendiliginden ortaya g¢ikmaktadir. Hilbuki bu
li¢ sarta da uyan, bir sdbit carpan yaklagikligiyla, ancak bir tek tansérin mevc(d

oldugunu § (IV.3) den bilmekteyiz. Su hilde —x ile uygun bir oranti katsayisini
gostererek ERGT’nin alan denklemleri igin artik

1
Ry, — ? golR—2A) = —x T, (V.1.8)

yazilabilir.

Bu alan denklemlerinin, eger varsa, T, = 0 igin ¢o6ziimlerine i¢ ¢8ziim
T, = 0 igin g¢dézimlerine de dig ¢éziim adi verilir. (V.1.8) alan denklemleri A
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ve x gibi iki sdbit ihtivd etmektedirler. $imdi, kozmolojik sébit adi verilen A
ile EINSTEIN sabiti adi verilen % nin degerlendirilmesi igin, bu alan denklem-
lerinin ilk yaklagiklikta POISSON denklemine indirgenebilme sartindan yararla-
nacagz,

(V.2) A VE x NIN DEGERLENDIRILMESI

(V.1.8) alan denklemlerinden hareketle POISSON denkleminin elde edilebil-
mesi igin : 1) ¢ok zayif statik gravitasyon alanlarini géz &niinde bulunduracak ve,
2) bu alanlardaki test tineciklerinin de 151k hizina nisbetle ¢ok yavag hareket ettik-
lerini kabul edecegiz. Bu sartlar ziten klasik NEWTON teorisinin gegerli oldugu
halleri belirleyen sartlardan baska bir sey degildir. Bu itibarla da uzay-zamanin
metriginin, bu sartlar altinda, MINKOWSKI metriginden cok az farkli oldugunu
kabul edecegiz. Su hilde ey, ile zamandan bagimsiz ve karesi de ihmal edilebi-
len cok kiigik bir pertiirbasyonu géstererek

ds? = (m,, + £7,,) dx* dx’
yani
g = Mw + €7, veozellikle gy =14 gvg (V.2.1)
ve ayrica da
U=0 , Ud==Uj== i, 3081 =0 (V.2.2)
olacaktir. Bu takdirde (V.1.3) e gore
T, =pc U, = Ty=pc® ve T=Ti=pc? (V.2.3)

bulunur. Kezad (V.1.8) alan denklemlerinden hareketle
RY — _;, 8R—2A)=—uxT! (V.2.4)
yazilabileceginden, buradan p ve v ye gére biziilme islemi uygulayarak

R=xT 4+ 4A (V.2.5)
ve bunu (V.2.4) deki yerine yerlestirip (V.2.3) i de géz &niinde bulundurarak

R* z_x(rg‘_ —;—Si T)+55A
ye
2
RO = —"PC 1 A (V.2.6)
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bulunur. Ote yandan RY=g™R,, den R0= g™ R,, = Ry, oldugundan (IV.2.23)

ifidesinden, g,, nin (i,k = 1,2,3) x° a gére tirevlerinin sifir olmast ve géz éniine
alinan alanin zayifiig1 dolayisiyla da 3,g;, seklindeki tiirevlerin karelerinin ihmal
edilebilir olmalar: nedeniyle

1 . .
Rg = Ry = — akf'go = Oy § 7 g’kaigoo % = 1% 3;0, (ggg) (V.2.7)

ya da (V.2.6) ve (V.2.7) yi beraberce g&z dniine almak siretiyle
9% (g 3 (%0 3 (8o Soo xpc?
— ] —1{ — 2 — |2 ===V =" L A (V.28
e (5 )5 () e (3)f == () = ra 029
bulunur.

Diger taraftan, vaz olunmus olan gartlar altinda bir test tineciginin geodezik
denklemini géz 6nine alalim; bu sidece

d2xk dx® \2
2 Io(——] =0
ds ds

veyd x% = ct oldugundan

d?xk c? d c?
dtz [, FIOCO C2 o _Tgki a’- gOO o= —Aa;“("i* goo) (V.2.9)

dan ibiret olur.

NEWTON’un ikinci kaandnuyla (V.2.9) u karstlastiracak olursak klasik anlam-
daki @ gravitasyon potansiyelinin

d2xk oD 3 [ - 3 ( 9 (¢
e a3 ) g e = (o)

bagintisi dolayisiyla g vq, pertiirbasyonuna ve dolayisiyla gy, a

c? 20
<D=“£ €Yo = goo=”floo‘f‘EYoo=1+? (V.2.10)

bagintisiyla bagl olmasi gerektigi bulunur, Eger (V.2.10) u (V.2.8) e yerlestirirsek

bu sefer de
4

Vi) — "_; p—c2A (V.2.11)

bulunur. (V.2.11) denklemi (I.1.12) ile veriimis olan POISSON denkleminden, yal-
nizca, fazladan — ¢?A terimi dolayistyla fark etmektedir. Su hilde EINSTEIN’in
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alan denklemlerinden hareketle klisik gravitasyon teorisini elde etmek igin koz-
molojik sdbit igin ya

A=0 (V.2.12)

olmasi, yada A nin stfir addedilebilecek kadar kiiglik olmasi gereklidir. Buna gére
(V.2.11) de

4
Vo — ’LZC_ o (V.2.13)

sekline indirgenmis olur. Bunun (I.1.12) POISSON denklemiyle karsilastirilmasi
EINSTEIN sabitinin degerini tesbit eder, ve '

8n G
=
4

(V.2.14)
C

olur. Buna ve (V.2.12) ye binden artik EINSTEIN"In 2lan denklemlerinin nihai sekli de

1 8n G
=—— Toy (V.2.15)

C

olur.

(V.2.10) bagintisi bize, EINSTEIN’in rolativist gravitasyon teorisinde, metrik
tansériin bilegenlerinin bir nevi gravitasyon potansiyelleri gibi telakki olunabile-
cegini telkin etmektedir. Alan denklemlerini ¢6zmek demek, T, ile temsil olu-
nan madde ve enerji dagilimi verildiginde buna tekaabiil eden ve g,, metrik tan-
sérilyle temsil olunan gravitasyon potansiyellerini tesbit etmek demektir. Bu
minidsebetle, Genel Rolativite Teorisinde, bundan &nce gdrmiis oldugumuz gra-
vitasyon teorilerinin aksine, temel metrik tansériin bilesenlerinin, alan denklem-
leri tarafindan belirlenmeleri dolayisiyla dinamik bir karakteri haiz olduklarina
dikkati g¢ekelim. Buna karsiik LORENTZ-invaryant gravitasyon teorilerinin te-
mel metrik tansériinin ise daima pesinen verilmis olan bir metrik, genellikle de
1,, MINKOWSKI metrigi Gzerine insd edilmis oldugu hatirdan gikariimamalidir,

Kozmolojik sibite gelince; bunun boyutunun L2 olmasi gerektigi,
ds? = g, dx" dx" ve g™ g, = &" bafintilarina binfen g,, ler boyutsuz biiyiiklikler
olduklarindan, [R,,] = L7? olacag: keyfiyetinden kolayhkla géralir. A s« 0 varsa-
yimi altinda (V.1.8) alan denklemlerinin ¢éziimiinin Gines sistemine hig bir et-
kisi olmadigi gésterilmistir [1]. Ancak bitiin Evren géz 6nine alindiginda baz Ev-
ren modellerinde A = 0 varsayimi Sénemli bir rol oynayabilmektedir [2].
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{(V.2.15) de T,, = 0 vaz edersek, sol yani g"” ile ¢arptiktan sonra biiziiime is-
lemini uygulayarak R = 0 oldugu bulunur. Buna gére dis ¢dzliime tekaabll ede-
cek olan gravitasyon alan denklemlerinin yalnizca

R, =0 (V.2.16)

dan ibdret olduklari ortaya gikar.,

(V.3) KOORDINAT SARTLARI

g, metrik tansdrii ve dolayisiyla R,, RICCI tansdrii de T,, gibi simetrik
oldugundan (V.2.15) alan denklemlerinin birbirlerinden cebirsel olarak bagimsiz
10 denklemden ibaret olduklari dsikardir. ik bakista, bu denklemlerin metrik tan-
sérin bagimsiz 10 bilesenini de tek bir sekilde tiyin etmege yettikleri distinile-

bilir. Ancak her ne kadar G,, =R,, — % gwR EINSTEIN tansériiniin bilesenleri

birbirlerinden cebirsel olarak bagimsiz iseier de bunlar,
V,Gi=0 (V.3.1)

bagintilari dolayisiyla, birbirlerine 4 diferansiyel 6zdeslik aracifigiyla bagh bulu-
nurlar. Su hilde alan denklemleri olarak fonksiyonel yénden bagimsiz 10 degil
fakat ancak 10 —4 = 6 denklem vardir. Bu durumda bilinmeyen 10 adet g,
niin tdyininde 4 serbestlik derecesi var demektir.

Bu 4 serbestlik derecesinin varh§, eger g,, ler (V.2.15) alan denklemlerinin
bir ¢dziimii iseler x* = x*(x9, x1, x2, x) seklinde genel bir siirekli koordinat dé-
niisimi yapildifinda g,, lerin déniigmisleri olan g,, lerin de gene alan denklem-
lerinin bir ¢dziim takimini olusturmalarindan ileri gelmektedir. Béyle bir koordi-

nat dénlisimiiniin igerdigi keyfl 4 adet x* fonksiyonu iste bu séz konusu 4 ser-
bestlik derecesini somutlastirir.

Su hilde alan denklemlerinden hareketle, 6nceden verilmis bir T, nin
belirledigi metrigin tiyinindeki bu belirsizligi denklemleri &zel bir koordinat sis-
teminde ¢dzmekle ortadan kaldirmak mimkiin olabilecektir; zird bdyle bir koor-
dinat sisteminin se¢imi 4 koordinat sart: aracilifiyla ifide olunur ki bunlar ile
birlikte fonksiyonel clarak bagimsiz 6 alan denkleminin de géz &niine alinmasi
10 adet g,, yi tek bir sekilde belirler.

Bu hususta uygun bir koordinat sistemi segimi, harmonik ya da izoterm
koordinat sartlari denilen
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=g I =0 (V.3.2)
bagintilariyla temsil edilir.

(V.3.2) bagintilarinin gegerli oldugu bir koordinat sistemi seg¢menin her za-
man miimkiin oldugunu gérebilmek lizere CHRISTOFFEL sembollerinin ddniisiim
kuralini géz &nine alahim. (IV.1.11) den

ax* ax*  ax’ - ax¥ 9

IT = — = T V.33
aB axu. axm axﬁ Ay axu. axa aXB ( )
olur. $imdi
X Xt
ax* axs P
ézdesligi x* ya gére tiiretilip de gerekli dizenlemeler yapildiktan sonra
ox* 9 ax® 32 _ ! ax” X! (V.3.4
axU- a)—(ﬂ- a;a 6;3 a;(x 8xu a)—(B a;u axu ax\l o

ifadesi elde edilir. (V.3.4) ifidesi (V.3.3) e yerlestirilirse

- ox" ax* ax' .,  ax* oax' ox”
ag — i -

ax* 3x* ax® ™  9x8 9x* 9x" ax’

bulunur. Bu baginti g*° ile carpilarak biiziilme islemine tabi tutulursa

g TT, — = O (ax“ ax’ -«a) n__(ax“ 8_’51’_5«3) 82 x™

ax* \9x= gxe o \axe gxe ax* ax®
_ a';'r o [ 82;? _ a;'r F“_gﬂ" az;v
ax* Ay ax* ax’  9x* ax* gx’
olur. Eger I'* sifir degilse bu takdirde
2% =
ey a°x _ ax ™ (,r — 0’ 1,2, 3)
ax*ax’  9x*

seklindeki 4 adet ikinci mertebeden kism? tiirevli diferansiyel denklemi ¢dzmek
stiretiyle I' = 0 olan bir {x"} koordinat sistemini tiyin etmek her zaman miim-
kiindar.

Harmonik koordinat sartlarinin ne biyiik basitlestirmelere yol agabilecegini
VII. Bélimde zayif gravitasyon alanlarint inceledifimiz zaman gdrecegiz.
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Harmonik koordinat sartlarindan baska, fakat bu sefer (V.3.2) gibi diferansi-
yel degil de cebirsel bir sart olan ve dik zamanli koordinat sarti ya da GAUSS
koordinatlar: denilen ve

go=1 . gu=0 (k=123) (V.3.5)

bagintilariyla belirlenen koordinat sartlari da pekg¢ok problemde kolayhk sag-
lar.

(V.4) CAUCHY PROBLEMI

x!,x%,..., x" degiskenleriyle karakterize edilen n boyutlu bir uzayda n—1 bo-
yutlu bir (5) hiperylzeyi verilmis olsun. Her x € (S) noktasina da (§) ye teget ol-
mayan bir A y&ni tekaabil ettirilmis olsun. (S) yizeyinin tek ya da ¢ift yanh ci-

varinda

n n azu' n Ju
Y I A+ Y AL) T A u=f(x) (V.4.1)
i=1j=1 Oxtax) = ax’
seklindeki kism1 tiirevli bir diferansiyel denklemin
agu
[uls = 9o() > [—] — 0,() (V.42)
ok &)

seklindeki CAUCHY baslang:¢ sartlari altindaki ¢6zlimiind tiyin etmege (V.4.1)
in CAUCHY problemini ¢dzmek adi verilir [3].

Sekil : V.I. —CAUCHY yiizeyi hakkinda

®o(x) ve @,(x) fonksiyonlarinin (S) hiperyilizeyi {(zerinde tammlanms, siirekli
ve sirekli tiretilebilir fonksiyoniar olduklar varsayimaktadir. @y (x) ve ¢ /(x) e
CAUCHY baslangic degerleri ya da yalnizea CAUCHY verileri adi verilir.
CAUCHY verilerinin tanimlanmis oldukiar: (S) hiperyizeyine de CAUCHY yii-
zeyi denir.
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Eger CAUCHY baslangig sartlari bilinirse aranan fonksiyonun birinci merte-
beden biitlin kismi tirevlerinin CAUCHY yiizeyi Gzerindeki degerleri kolaylikla
hesaplanabilir. Bunu gdstermek amaciyla bir x € (S) noktasinda X!,X2,...,X" ile g&s-
terecefimiz yerel dyle bir koordinat sistemi segelim ki X1,X2,..., X" eksenleri (5)
CAUCHY ylizeyine x noktasinda tefet olan n-1 boyutlu teget dizleminde ve X"
x de {S) ye dik normal vektdrii dogrultusunda olsun. u fonksiyonunun (§) lizerin-
deki degeri bilindigine gore, buradan derhal

au _dp, -
[-a;]s_ _8-7(; (k=1,2,...,n—1) (V.4.3)

tirevleri hesaplanabilir. Ayrica

_ _,,21 I o5 (h, XK) 4= U cos(x,x")]
| & axF aX” )

~ nil 990 o5 (x,x'f)+[ ou ] . cos (1, X") (V.4.5)
k=1 X* aXx" )

bulunur. A dogrultusu S ye teget bir dogrultu olmadigindan < (A, X"} de bir
dik ag1 degildir. Su hilde cos(h, X*) = 0 oldugundan (V.4.5) den

) n—1
au — ......__}.'._..._.._.S X) — ip'o—COS L. Xk V46
[BX" ](S) cos (A, X") { #) ;le X% (A, X5) (V.4.6)

bulunur. Ozellikle A dogrultusu X" ninkinin ayni segilirse

n—1
au 09,
= ¢@,(x) — V.4.7
[axn ](S) 1 ) kgl 8X" ( )

olur.

(V.4.3) ve (V.4.6) ifideleri v nun birinci mertebeden bitin kism? tirevle-
rinin (S) Uzerindeki degerlerinin yalnizca CAUCHY verileri cinsinden ifide edilebi-
lecegini gdstermektedir. Ayrica, bu tiirevierin yerel koordinat sistemindeki de-
gerleri bilindiginde bunlarin {x!, x%,..., x”} koordinat sistemindeki degerlerinin
de (V.4.4) uyarinca
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Ju " du .
= — | .cos(X/, x* V.4.8
[ ax* ]cs) ?_3. [3Xj ](s) ( ) (4

ile verilecegi gdriulmektedir.

Bu verilerden ve (V.4.4) den hareketle

n—1 n—1

[A,,,, (3?‘2’;2 ](s) gf(X) — u-——z Ak 2 Z A ax! (3"’)

j=1 j=1

— Z (A, + A = (ai”)z(s) (V.4.9)

elde edilir. Bu ifidenin sagindaki bitin terimlerin (S) {izerindeki degerleri malim
oldugundan bdyiece 9%u/(9x")? tiyin edilmis olur. (V.4.9) un sag yaninin ardasik tii-
retilmesiyle v nun her mertebedeki tiirevlerinin (S) lizerindeki degerleri belirlen-
mis olur. Bu degerler araciligiyla u nun (S) civarindaki ifidesini bir TAYLOR se-
risiyle analitik bir bigimde yazabilmek, yani (S) hiperyiizeyi tzerindeki degerfe-
rinden hareketle v nun (§) nin disina analitik devimini temin etmek olanagi da
dogmus olur.

(V.5) ALAN DENKLEMLERINE [LiSKIiN CAUCHY PROBLEMI

EINSTEIN alan denklemlerinin uzayin madde ve enerji ihtivi etmeyen bélgesi
icin gegerli olan (V.2.16) ifadesini yazarsak bu

Ro=2a. I, —aI,+I, I, —I I, =0 (V.5.1)

seklindedir. Bu denklemde yalnizca ilk iki terim g,, lerin ikinci tirevierini ihtiva
etmektedir ve bu terimler de bu tiirevler cinsinden lineer terimlerdir, Buna kar-
sihk bitiin terimler gerek g,, ler gerekse bunlarin birinci tiirevleri cinsinden
fineer degildirler. Ote yandan (V.5.1) denklemleri g, metrik tansérii bilesenlerinin
zamana gére tirevlerini, g,, lerin difer tiirevleriyle g,, lerin kendilerine bag-
layan bir diferansiyel denklem sistemi olarak da telakki olunabilirler. Bu géris
agistndan uzay-zamanin x!, x* ve x3 koordinatlariyla belirlenen ii¢ boyutlu alt-uza-
yindan belirli bir t = x%/c aninda eger g,, lerin bitin x°>ct anlar igin nasil de-
giseceklerini tesbit problemi (V.5.1) e bagh CAUCHY problemini olugturur.

Bu, daha teknik bir deyimle, 4 boyutlu uzay-zamanda {x*, x2, x*} ile tanimlanan
bir (5) hiperyiizeyi izerinde (V.5.1) diferansiyel denklem sistemini gergekieyen
g., fonksivonlarinin ve bunlarin birinci mertebeden tirevierinin degerleri veril-
diginde (S) diginda EINSTEIN alan denklemlerini gergekleyen g, gravitasyon potan-
siyellerini tesbit etmek demektir, Buna da alan denklemlerinin digs CAUCHY
problemini g¢ézmek denir.
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Genelligi bozmadan, (S) hiperylzeyinin x% == 0 denklemiyle temsil edildi§i
kabul edilebilir; bu takdirde ¢éziimiini aradifimiz CAUCHY prcbleminin ¢&zii-
mi baslangig degerlerinden itibaren fiziksel bir sistemin nedensel evrimini temsil
edecektir.

x% =<0 ile belirlenen (5) hiperylzeyi lizerinde g, gravitasyon potansiyellerinin
degerlerinin verilmis olmasi (S) ye teget olan g,g,, (i = 1,2,3) tlrevlerinin tesbiti
igin yeterlidir. Su hilde problemimizin baslangig degerleri: g, ile 3,g,, nin
(5) tzerindeki degerlerinden ibdret olacaktir. Amacimiz bu CAUCHY verilerine
dayanarak gravitasyon potansiyellerinin mitedkip kismf tiirevlerinin (§) CAUCHY
ylzeyi Gzerindeki degerlerini tiyin etmektir.

Zamana gore birinct mertebeden daha yiiksek tiirev ihtivi etmemek sartiyla,
g, lerin bitin daha yuksek mertebeden tiirevlerini (§) de tirev almak sidretiyle
elde etmek mimkiindiir. Bu cins yiiksek mertebeden tiirevler yalnizca CAUCHY
degerlerini tiretmek siretiyle kolaylhikla elde edilebilirler. Bu yoldan elde edile-
meyecek olan tiirevler 9,9qg,, = 3°g,./(8x°)? seklindeki, x® dogrultusunda alinan
ve (S) Gzerinde pekaia bir siireksizlik arz edebilecek olan tirevier ile daha yiiksek
mertebeden benzer tiirevlerdir. Bu itibarla (V.5.1) alan denklemierinde biitiin
9,0, g,y seklindeki tiirevieri géz &niline sermekte yarar vardir. Buna gére, ve
Fij, ®; ve Vile de (S) tizerindeki CAUCHY verilerinin fonksiyonu olan ve dola-
yistyla (S) deki degerleri kolaylikla hesaplanabilen bir takim fonksiyonlar géste-
rerek (V.5.1) ifadeleri i, j = 1,2,3 olmak iizere kisaca

Ry = __;_ g% 0.3, gy + Fi; (CAUCHY verileri) = 0 (V.5.2)
Ry = % g7 3,0, 817 + ©sy (CAUCHY verileri) = 0

i (V.5.3)
Rop == ——; g9 0,0, 8i; -+ ¥ (CAUCHY verileri) =10 ]I

seklinde ifide edilebilirler.

g0 sart1 altinda (V.5.2.) ile gésterilen 6 denklemin 9,3, gi; nin (S} CAUCHY
ylizeyi Uzerindeki degerlerini temin edebilecekleri gériilmektedir. Ancak (V.5.
2-3) denklemlerinden hig birinin 3,3, g,, 1 ihtivd etmedigini de kaydetmek gerekir.
Ote yandan dikkat edilmesi gereken bir husus da bu 10 denklemde, tiyin edilecek
3,9, 8y seklinde yalnizca 6 adet bilinmeyen fonksiyon bulundugudur, Bu 10 denk-
lemden bu 6 bilinmeyen fonksiyonun tiyin edilebilmesi igin su hidlde F;;, ®;, ve ¥
fonksiyonlari {§) tizerinde zorunlu olarak belirli bir takim uyumluluk sartiarin
“gerceklemelidirler. Bu uyumluluk sartlar ise BJANCHI 6zdesliklerinden bagka
bir sey degildir. Boylelikle s6z konusu 10 denklemden 4 Ginli elemek ve 943, g leri
tiyin etmek mimkin olur. Ancak 9,9, g,, seklindeki tirevierin (§) lzerindeki
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degerlerinin (V.5.2-3) denkiemlerinden elde edilmesine elbette ki olanak yoktur.
Yalniz simdi gosterecegimiz gibi, (S) Gzerindeki CAUCHY verilerini degistirmeyen
fakat (S) Gzerinde 8,9, g.0=0 olmasin! saglayan bir koordinat dénisiimi yapmak
her zaman miimkiindiir,

Bu amagla, A™x) ile (S) civirinda tanimlanmis 4 fonksiyon géstererek
= x* % (x%)3 AMx™) (V.5.4)

seklinde bir koordinat dénisiimii géz dnine alahm. Bu amaca erigmek igin (V.5.4)
koordinat dénigiimindeki A fonksiyonlarini agikca tiyin etmege ¢alisacagiz.
Bu donisiimin, A" lar ne olursa olsunlar, {§) yi muhafaza edecegi asikirdir
(x° == 0 = x° = 0). Ayrica (S) Uzerinde de

) ax" A pa —a

I = = 9,x =08 ve 3,9,x =0 (v.5.5)

43 axu-

dir. Kezi 3x/9x* ile verilen JACOBI matrisi elemanlarinin
9 [ox*
(aXO)Z aXO

hirig ofmak tizere diger bitin ikinci mertebeden tirevlerinin de (§) tizerinde sifir
olduklari kolayca goriiliir.

) — AMx) (V.5.6)

15 1=1 ax*/ax*[| ¢ 0 oldugundan (V.5.4) ddniisiimu siirekli ve dolayisiyla da
kabul edilebilir bir déniisimdir. Bu dénisimde g , ile bunun (V.5.4) araciligiy-
la dénugmisi olan g,, arasinda
ax* 9x® —

P X V.5.7
ox* ax° Zas ( )

(Y

bagintisi olacaktir. Fakat J JACOBI matrisinin (S) lizerinde, ikinci mertebeden tii-
revier yaklagikligryla tipkt birim matrismis gibi davranmasi dolayisiyla (V.5.5) ve
(V.5.7) den, A== 0 =0 hili harig olmak tzere

Zuv=Eur » 328 =328u » D180 Fur=81 oflus (V-5.8)
bulunur. A = o = 0 hili igin Ise (S) Gzerinde §,9,¢,., yi bir seriye agindirabiliriz:
680 Zuv= 0030 Zu - Zav 009 (8,X%) + Zus D00 (3.9 (V.5.9)

Buradaki son iki terim, p veyd v nin sifir olmas) hili harig, sifirdir. Buna gére
ve (V.5.6) y1 da g&z &niinde bulundurarak (V.5.9) dan
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000811 = 0030 8i; » 99308io= 09080+ Gis A”

- _ (V.5.10)
3690 800 = 0090 8oo + 285 A”
bulunur.
Simdi eger (V.5.4) dénistim formullerindeki A* fonksiyonlarini
1
3090 8io =8 A° Y 3030 8o = Zou A® (v.5.11)

olacak sekilde secersek (V.5.8) e gére (S) iizerinde g,, = g,, oldugundan (V.5.4)
déndsumindn, (V.5.11) sartlarr altinda, (S) de

3090 Luo = 0

olmasini sagladigi gérilir. Boylelikle alan denklemlerine iliskin CAUCHY proble-
minin ¢éziimiinde genelligi bozmadan 9,94 g,, = 0 kabul etmenin mimkin ol-
dugu anlagiimaktadir.

(V.5.11) sistemi 4 adet A® bilinmeyeni ihtivi eden 4 denklemli cebirsel bir
sistemdir; @stelik bu sistemin determinanti da g = det g,, = 0 oldugundan
sistemin bir tek ¢6ziimi vardir.

Boylelikle (S) iizerinde, daima 949, g., =0 olmasini saglayacak sekilde bir koor-
dinat déniisiimii yapman:n mimkiin oldugunu géstermis ve netice olarak da CAUCHY
yiizeyi Gzerindeki CAUCHY verilerinden hareket etmek ve alan denklemlerinden
yararlanmak siretiyle gravitasyon potansiyellerinin ($) Uzerindeki ikinei merte-
beden tiirevlerini tesbit etmis bulunuyoruz. Bu tirevleri tlretmek siretiyle
daha yiiksek mertebeden tirevleri de hesaplamak ve gravitasyon potansiyelleri-
nin (S) diginda zamana gore evrimlerini de TAYLOR serisi aginimlari seklinde be-
lirlemek miumkin olur,

Benzer diisiincelerle ig CAUCHY problemini yani (V.2.15) alan denklemleri-
ne tekaabiil eden CAUCHY problemini de incelemek miimkiindiir. Bu problem ile
ic ve dis CAUCHY problemlerinin g¢éziimlerinin intibak sartlari ve ¢&ziimlerin
tekligi konulari kitabimizin kapsamini astigindan bu hususiarda tamamiayici bil-
giler elde etmek lzere [4-10] numarali referansiara ve Szellikle [6] ve [9] un
sonundaki kaynak listelerine bag vurulmasini Sneririz.

ALISTIRMALAR VE PROBLEMLER

VY.L 1) MAXWELL denklemleri A vektdr potansiyeli cinsinden yazildigin-
da, ) ile akim vektdriinii gostererek
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2 AR
oA, ——2A ), 1)

ox™ 9x°
seklinde olup vektér potansiyeli ayrica

3 aZAB
axoc DZA“_ axof. axﬁ =0 (2)

ozdesligini gergekler. (1) deki 4 denklemin (2) fonksiyonel bagintisi dolayisiyla
bilinmeyen dért A, fonksiyonunu belirlemege yeterli olmadiklarint kaydederek
A keyfi bir fonksiyon olmak lzere

dA

Ale= A
o axa

©)

ile belirlenen bir aydr doniigimii aracilifiyla tanimlanan A’ biyikliklerinin

de MAXWELL denklemlerinin bir ¢&ziim takimini olusturduklarini, yari (1) in
dyar invaryansina sihip oldugunu gdésteriniz.

2) (1) i gergekleyen herhangi bir A, ¢6ziim takim: verildiginde

AN —A L ad
« axa
vaz ederek (1) in
aaAru'. — 0

olacak bigimde bir ¢dziimiiniin bulunabilecegini gdsteriniz ve bu takdirde @ ska-
ler potansiyel fonksiyonunun gergeklemesi gereken diferansiyel denklemi tesis
ediniz.

3) Bu problemin sonuglarini ERGT’ndeki koordinat sartlariyla karsilagtiri-
niz.

V.2. a) RIEMANN uzayinda [J? d’ALEMBERT operatdriiniin ifidesini, b) har-
monik koordinat sartimin g*° metrigi cinsinden agik ifidesini, ve ¢) harmonik
koordinat gartini gergekleyen x* koordinatlarinin gergeklemeleri gereken dife-
ransiyel denklemi tesis ediniz ve bunu gegen problemde skaler potansiyelin ger-
ceklemesi gereken denklemle kargilagtiriniz.

V.3. Kozmolojik sabitin sifirdan farkli oldugu bos uzay hilini géz dniine ala-
rak bunun, A = 0 olmak izere yogunlugu py = c2A/8nG ye egit bir madde da-
gihminin dogurdugu gravitasyon alanina &zdeg bir gravitasyon alaninin varlig
demek oldugunu gosteriniz.
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V.4. NEWTON vyaklagimi gergevesi iginde ve kiiresel koordinatlarda bos
uzay igin gravitasyon potansiyelinin ® = — ¢2Ar?/G ile verilecegini; ve bunun da
c?Ar/3 e esit bir harmonik osilatdr kuvveti imis gibi yorumlanabilecegini gés-
teriniz.

V.5, ki boyutlu RIEMANNGsal bir uzay-zamani tasvir eden en genel metrik
ds? = a(x,t)dt? - b(x, t}dx* 4 2¢(x,t} dx dt

seklindeki yay elemani karesiyle temsil edilebilir. Bunu v = v(x,t) ve A = A(x,1)
olmak iizere

ds? = e2' dt? — e?* dx2

sekline indirgemenin miimkiin oldugunu gésterdikten sonra EINSTEIN alan denk-
lemlerinin bilegenlerini hesaplayarak RICC/ tansériiniin bilesenlerinin esit olduk-
larini belirleyiniz. Enerji-impuls tansériiniin bilegenlerinin degerlerinin bu verilere
dayanarak elde ediniz ve EINSTEIN alan denklemlerinin iki boyutlu uzay-zaman-
daki gravitasyon olaylarini tasvir etmek bakimindan uygun bir genel gergeve olus-
turamiyacagini gdsteriniz.

V.6. Ug boyutlu bir uzay-zamanda EINSTEIN denklemlerini MACH ilkesini
igerdekilerini, yani T,,= 0 igin uzay-zamanin zorunlu olarak en azindan o&klit-
selimsi bir uzay-zamana indirgenecegini gosteriniz.
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VI BO LU M L’expéricnce reste cependant «une norme négative» pour
. I'édification des théories et il est bien certain qu'aucune
expérience cruciale ne peut prouver en droit ni en fait Ja
validité giobale d’ane théorie... Comme toute théorie physiyue,

la Relativité Générale n'a donc pas a étre prouvée. Elle
demande A étre... vérifée.

Marie-Antoinette TONNELAT.

ALAN DENKLEMLERININ SCHWARZSCHILD
COZUMLERI; GENEL ROLATIVITE TEORISININ
DENEY VE GOZLEMLER YOLUYLA SINANMASI

EINSTEiIN’in alan denklemleri lineer olmayan, ikinci mertebeden kism? tii-
revli 10 diferansiyel denklemden ibiret bir sistem olusturmaktadir. Bu sistemin
genel ¢dzimind ingd etmek olanagl yoktur. Ancak ozel hallerde, &zel fizikse! ve
geometrik sartlar altinda sistemin ¢dziimind nisbeten kolay bir sekilde bulmak
miimkiin olur. Bu bélimde homogen ve kiiresel bir kiitlenin dis ve i¢ gravitasyon
alanlarini tasvir eden ds? lerin ifidelerini tesis etmege galisacagiz. Bu sartiar al-
tinda elde ediflen sonuglar meseld Glnegin civirindaki gravitasyon alanini iyi bir
bigimde yansitabileceginden bu bize, ayni zamanda, EINSTEIN alan denklemle-
rinin gravitasyonun klisik alan denkiemleriyle epistemolojik yénden karsilagtiril-
mast olanagini da saglayacaktir.

(V1.1) KURESEL SIMETRI iINVARYANSLI METRIK

Eger g,, metrik tansérit sibit zamanli, uzaysal, dik déniisiimlerde invaryant
kalirsa, bu takdirde, g,, nin kiiresel simetriye sdhip oldugu séylenir. Bu tiir d&-
niglimlerin, E;; ile doéniisim ve aj ile de ters donigim matrisleri elemanlarini
gostermek {izere

0 0f__ e E
= x(=ct), x'=ad xx )
I - k
ay a; = & , A= (VL1.1)
- 3';1 . axk :
;‘=—~—- Gi = —=

bagintilariyla karakterize edildikleri malamdur. Bunlar g boyutlu OKLIT uzayin-
daki rotasyon grubuna izomorf bir grup olustururlar.

$imdi, eger uzay-zaman bir O noktasina gére kiiresel bir simetri arzediyorsa,
A(xz) ve B(x3) ile O yu merkez kabul eden bir kirenin ylzeyindeki iki keyfi

noktay: géstermek lzere bu,
165
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Eu(A) = gu(B) = gu(x3) = gulx3) (VI.1.2)
olacaktir, Daha genel bir bigimde ifide etmek gerekirse, eger bir O noktas) etra-

finda keyfl bir rotasyon yapidiginda yeni g-r:n, bilesenleri tipki g, lerin x* farin
fonksiyonlari olduklari bigimde yeni x* koordinatlarinin fonksiyonu iseler, yini

(X} = 8lx") (VI.1.3)
ise g,, metrik tansdriiniin kiresel simetriye sdhip oldugu séylenir.
‘ z Simdi, t ayni1 kalmak Gzere, kartez-
yen bir {O; x,y,z} referans sisteminde
P(0, 0, r} noktasini géz &niine alalim ve
-y sistemi Oz etrafinda pozitif yénde =/2
- P(0,0,r) radyan déndiirmek siiretiyle yeni bir
X=—y {0;x=—y, y=x,2=2 t=1} re-
- 0O -y ferans sistemine gegelim. Bu takdirde

a® == a,_(o

2] axu
X=y . déndsim matrisinin sifirdan farkh bi-

gekil: VLI lesenlerinin degerleri olarak

al=gl=aq =1 , al=—1 (IV.1.4)

bulunur. Béyle bir dénisimde g, ler de

Euv=0° @ g0 (V .1.5)

seklinde doniigeceginden metrik tansérin doniigmis bilesenleri de

Eoo:gon » fo1=—8o2 - g_02=gol ’ é:)szgo:i}

En=E8xn > En=—8u » u=""8n » (VI.1.6)

§22= gua Eza = E13

—5;33=g33 ’

olacaktir. Ote yandan da bu déniisimde Oz ekseni iizerinde, P noktast igin
X3 = x3
dir. (V1.1.3) dolayisiyla da P noktasinda

Euv = Euv (VL.L7)
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olacagindan A, B, Cve Dile z = rvetnin keyfi bir takim fonksiyonlarini gés-
tererek (VI.1.6) dan kiiresel simetriyi haiz g ,, metrik tansdriinin bilegenlerinin
Oz uzerindeki bir P noktasinda
gu=_gn=—-B(n1) , g3=—A(nY) , g3, =D(rt) , go=C(rt) (VLL8)
ye indirgenecegi kolayhikla saptanir.
Simdi Oz lizerindeki P noktasindan, orijine olan uzakhgi gene r olan, yani
R4y 22=r2=2" (VL1.9)

kiiresi izerindeki keyfi bir Q(x, y, z, t} noktasina gegmek igin

X=bjx,t=t , (,j=123) (V1.1.10)
seklinde bir rotasyon icrid edelim. Burada

ax - = -
, B0=1 , bl=0 , pl=hi="-

ax/ r (VLL.11)

=

- = = = =
2
xX'=x,x*=y,x=2

dir. bl dénisiim matrisi de (VLI1.1) deki gibi b} b =8}, bj= bl diklik baginti-
larini gergeklerler. Bu takdirde
éuv = b; b: 8oo

doéntsim bagintilarindan ve (VE1.11) den yararlanarak g,, metrik tansériniin do-
niismis bilesenleri hesaplanacak olursa

- xi xi
gu=—55s‘i—'(A—B)-r—2'

B (VL.1.12)
_ jor R
gio=20D P g0 = C

bulunur. §imdi de eger
X—=rcosgsin® , y=rsinpsin® , z=rcos

bagintilartyla belirlenen kitresel degiskenlere gegilirse bu takdirde kiiresel simet-
riye sihip metrik tansériin x! =r, x2 =8, x> = ¢, x* = ct ile belirlenen koor-
dinat sistemindeki sifirdan farkl bilegenleri
{llz—A,—g22=—Br2, £33 = — Brsin? 0 (VL1.13)
g§0=D, go=C
sekline girer ve bu koordinat sisteminde ds? nin ifidesi de
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ds? = — A dr?—— Br? (d0* + sin? 8 dg?) + 2D dr.cdt + Cc2dt* (VL.1.14)
olur.

Buradaki A= A(r,t), B == B(r,t), C = C(r,t) ve D = D(r, t) seklindeki dort
keyfi fonksiyonun sayilarint azaltmak igin

r=7.f0) |

0= B_ } (VL.1.15)
P=0

x0 = x° 4 h(r)

seklinde bir koordinat dénuasimi yapalim. Bdyle bir dénlsim 6 ve ¢ degisken-
lerini invaryant biraktigi icin rotasyon simetrisini koruyan bir déniisimdir. Eger
f ve h fonksiyonlar

-d

f2=*—* ve —;—=—--——(f-}- f'“f?) (VI.1.16)
dr

seklinde segilecek olurlarsa, uzunca fakat kolay hesaplardan sonra, E = E(r, t)

ile r ve t nin keyfi bir fonksiyonunu géstererek ds?,
ds? = — E(r, 1) dr* — r¥(d? + sin? dg?) - C(r, 1) (dx°)?
gibi yalnizca iki keyfi fonksiyon ihtivd eden bir ifideye indirgenir. Bunu da,
A=A, t) ve v=v(rt) vaz ederek
ds? = €” (dx%)? — r*(d6? -+ sin? 8 do?) — e* dr2 (V1.1.17)
seklinde yazabiliriz.

Bu sonucu elde etmek Igin yapilmis olan gesitli koordinat déniigiimlerinden
sonra en son koordinatlarin neye delilet etmekte olduklarini ve é&lgiilebilen bii-
ylikliklerle olan iligkilerini agikga ortaya koymak maalesef o kadar kolay bir i
degildir. Bu itibarla bunlari uygularken temkinli olmak gerekir.

(VL1.17) de kullanilan koordinatlara egrilik koordinatlars” adi verilir.
EINSTEIN alan denklemleri bu koordinatlarda miimkiin olan en basit sekli alirlar.

(V1.2) DIS SCHWARZSCHILD ¢OZUMU

gimdi M kutleli kiiresel ve stk@netteki bir cismin olusturdugu statik gravi-
tasyon alanini hesaplamak istiyoruz. Béyle bir gravitasyon alani kaynagina tekaabiil
eden RIEMANNsal uzay-zaman varyetesi de kiiresel simetriyi haiz olacaktir. Buna
goére bodyle bir gravitasyon alaninin metrigi, egrilik koordinatlari cinsinden, (VI.
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1.17) ile verilecektir. (VI.1.17) deki A = A(r, t) ve v = ¥(r, t} fonksiyonlarini belir-
lemek igin de EINSTEIN alan denklemlerinden yararlanacagiz. Ancak, séz konusu
gravitasyon alani statik ofdugundan artik ne A ve ne de v fonksiyonu t ye bagh
olabilir; su hilde b = A(r) ve v=v(r) vaz etmeliyiz. Once gdz o6niine alinan
cismin digindaki gravitasyon alanina tekaabill eden metrigi tesbit edelim. Bilindigi
gibi bu dig ¢bzlime tekaabiil eden alan denklemleri (V.2.16) ile verilmis olup

Rn=0o0,, —a . + I, It —1I" I° =0 (V.2.16)

dan ibrettir. Mitkerrer indisli CHRISTOFFEL sembollerinin (IV.2.11) ile verilmig
olan degerlerini géz &niinde tutarsak (V.2.16) denklemleri

Ruv=3,8(In\/[g))— 8. h— T alnyg)+ 15, =0 (VI21)

sekline girerler. (VL.1.17) metrigine gdre temel metrik tansdr

e’ 0 0 0
0 —e* 0 0
@)=y o _p 0 (v.2.2)
0 0 0 —r?sin?@
ve bunun determinant: da
g=1g.|=-—e"*" rtsin28 (VI1.2.3)
dir. Buna gdre de
nTg =22 4 20nr 4 In|sing) (VL.2.4)

2

olur. Eger bu metrige gére dzdes olarak sifirdan farkli CHRISTOFFEL sembolleri
(IV.2.8) e gbre hesaplanirsa

r i 1 r
r?ﬁ“‘”_l"a"\:':v 3 F(}g—v ev..-J\, 1"111:_—@:&}
2 or 2 2 9r 2
rh=—re™, rh=—rsinfde?, I'h—-1 [ (vi2.5)
r
I'%——sinfcosh, Ff;:—l——, F§’3=cotg9
r

degerleri bulunur. Artik buradan (VL.2.1) alan denklemlerinin &zdes ofarak sifir
olmayan bilegenlerini hesaplayabiliriz. Once Ry bilesenini hesaplayalim:
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0 = Ryg= — 9, T80 3,3(In V[g1) — IS0 3.(nVTgl) + IS, I
mes — Biﬂlm + 0—4F(1)o 81(’”\/'}—') -} 2F60F31

=__(V ev—-}\)_(v ev—l).(v_{_l_[_i)_{_zv_ev—lv

P pi 2 r 2 2
12} lrvw 2\)1
=V
( 2 2 r
yani
’2 rr Id
YD M D (VL.2.6)
2 2 r

olur. §imdi de alan denklemlerinin R;; bilesenini agikga hesaplayalim :
0=R, =—0a, %+ 8,3,(nV|g) — 13, (nVTg)) + I, Ity
=—8,/1u—3,8,(nVTg)— 11 3,(nV1g]) + Iy Iio+ I'ts Iy
- I Mo+ Th 3y
5 (v'+ A’ 2)__)\._’_(v’-|- A 2) w2 o 2

2\ 2 )T AT

yani

—0 (VI.2.7)

olur. (VI.2.7) denklemi (V1.2.6) denkleminden g¢ikarilacak olursa

vV +A=0 | (V1.2.8)
ve bu denklem de integre edilecek olursa, k ile bir sabiti géstermek azere,
v+ A=k (V1.2.9)

bulunur. Bu k sibiti ise sifir olarak segilebilir. Bunu géstermek igin x° yerine x%,e*"2
almak siretiyle yeni bir zaman birimi se¢mis oldugumuzu varsayalim. Bdylece
metrigin (VI.1.17) ifidesinde e’ olacak yerde e'*% olmus olur. (VI.2.9) sonucuna
ise bu, v yerine v + k vaz etmekle yansir. Buradan da
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A== —v (V1.2.10)
olmas: gerektigi bulunur.
gimdi (V01.2.6) dav yerine (VI.2.10) a uygun olarak — A konulursa & = A(r)

fonksiyonu igin

20

MEANIFLZT 0 > (re) =0 (VI.2.11)

denklemi elde edilir. Bu denklemin r ye gére bir kere integrasyonu da
(r.e™) = sdbit (V1.2.12)

sonucunu verir.

gimdi de alan denklemlerinin R,, bilesenini hesaplayalim:
0= R22=—apF§2+ 8zaz(m \/Fﬂ)—rgz ap(m Vv Igl) + F;p o2

= — 9,5+ 8,0,(n\Tg ) — T d(n Vg + T M+ T My 4+ I'5h 5
N i 2 ) a -
—e " —e
2

2
= - (re™) + aa?(l‘n]sinﬁl)—k re_"( -+ —
-+ cotg? 0

Bu ifide, (VI.2.8) géz &niinde tutuldugunda, kolayca
(re™ =1 | (VI.2.13)

ifidesine indirgenir. Bu ise (V1.2.12) nin ayni olup tstelik (VI.2.12) deki sibitin de-
gerini de vermektedir. Bunun integrasyonu, 2m ile bir sibiti géstermek iizere,

re=r—2m

verir. Bdylece Ry, = Ry, = R,, = 0 denklemlerinden yararlanarak ds® nin (VL.1.17)
ile verilen ifidesindeki A = A(r) ve v=v (r) fonksiyonlarini

) — Al =1 — ,22
r
[ (VL.2.14)
el(?') —
| 2m
r

sekiinde tdyin etmis olmaktayiz. Ancak ortada ¢éziimlenmesi gereken bir sorun
kalmaktadir. O da, (VI.2.14) sonucunun, (V1.2.1} alan denklemlerinden yararlan-
mamits oldugumuz diger yedisiyle tutarh olup oimadigidir,
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Séz konusu diger yedi alan denkleminin gergekten de (V1.2.14) sonucuyla tu-
tarli olduklary ayrintili bir sekilde hesap yapildigi zaman gorilir. (Bunun tahkiki
bir alstirma olarak okuyucuya birakilmistir). RICCI tansériniin geri kalan diger
biutiin bilesenleri ise dzdes olarak sifirdir.

Buna gére (VI.1.17) ile verilen yay elemaninin karesi igin artik

2m dr?

ds? = (1 — -) (dx%)2 —

— P(dB? - sin?0dg?)  (VI.2.15)
r  _2m
r

yazabiliriz. Buna SCHWARZSCHILD yay elemani adi verilir.

Gegen bélimde EINSTEIN alan denkiemlerinin, sinirda, nasit NEWTON ve
POISSON denklemlerine indirgendigini gérmis ve dzellikle @ ile kidsik NEWTON
gravitasyon potansiyelini géstererek

2D
oo =1+ p (V.2.10)

bagintisinin gegerliligini tesis etmistik. G6z dnine almis oldugumuz siiklnetteki
M kiitleli kiresel gok cismi igin NEWTON anlamindaki gravitasyon potansiyeli

GM
D= —
r
A A n 2GM
den ibirettir. Su hilde sinir hilde g, = 1 ——— olacaktir, Bunun (V1.2.15}
cr
de (dx")* nin katsayisi ile karsilagtiriimasi
GM
m= — (V12.16)

oldugunu gdstermektedir. m ye merkezi cismin geometrik kiitlesi adi da ve-
rilir. Buna gére, EINSTEIN’in alan denklemlerinin merkezi M kitleli siikiinetteki
bir cisim igin dig ¢éziimiine tekaabiil eden ds® yay elemani karesinin nihal ifidesi

dr2

c2r )

ds* = (1 — 2—G—M) (dx%)? — r(d6? - sin? § do?) —

c2r

sekiine girmis olur.

Buradan kolayca gérilecegi lizere merkezi M kiitlesinden sonsuz uzaklikta,
(V1.2.17) SCHWARZSCHILD metrigi MINKOWSKI metrigine indirgenmektedir. iki
metrik arasindaki fark yalnizea 2GM/c*r teriminin variifindan ileri geldiginden,
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bu farkin biyikidginti somut bir hiligin, meseld merkezi kitlenin Giines olmas:
hilinde ve Ginesten itibiren Arzin uzakhig: kadar bir uzakliktaki bir noktada bu
terimin degerini hesaplamak siiretiyle ortaya koyalim. Buna gére C.G.S. birimle-
ri cinsinden

2GM 2 6,67.1078 x 2.10%
cr  9.10%°x 1,5.10'3

= 1078

bulunur ki bu da, hemen Arz civirinda Glinesin olusturdugu gravitasyon alaninin,
uzay-zamanin geometrisini MINKOWSKI geometrisinden ne buyiklikte saptira-
bildigini g&stermektedir.

Eger r= R, = 2GM/c? ise bu takdirde (VL.2.17) de g, =0 ve g;; = oo olacak-
tir. r nin bu R, degerine SCHWARZSCHILD yarigapt adi verilir. Bu, ola-
gan yildizlar s&z konusu oldugunda gok kigilk bir degeri haizdir. Meseld Giinesin
SCHWARZSCHILD yarigapinin ancak 3 km civirinda oldugu kolayhkla hesaplanir;
bu ise Giinesin iginde yani (VI.2.17) dis ¢&zilimiiniin gegerli olmadig: bir bélgededir.
Ancak, kendi gravitasyon kuvvetlerinin i¢ basinca galebe calmasiyla olaganisti
bir hizla merkezine dogru ¢éken bir yildiz igin yildizin R yarigapt R=R; olabilir.
Bu takdirde de, §(VI.6) da daha yakindan deginecegimiz gibi, yildiz digariya higbir
emisyon yapmayan bir “karagukur” hilinde indirgenmis olur.

Ancak, 1960 da M. KRUSKAL, uzay-zamanin aliskin olmadigimiz bir topolojiyle
donatilmasina géz yumarsak bu takdirde uygun bir koordinat sistemi segmek si-
retiyle SCHWARZSCHILD tekilliinin ortadan kalkacagint kesfetmis ve béylece bu
tekilliin, daha ¢ok, bir koordinat sistemi segimine bagl olarak ortaya ¢iktigint
gostermistir [4a, 15].

(V1.3) i SCHWARZSCHILD ¢BZUMU

Bir &nceki paragrafta incelemis oldufumuz dis SCHWARZSCHILD g¢&ziimii
merkezi ve noktasal M katleli bir cismin disindaki gravitasyon alanini belirleyen
metrigi vermekteydi. Daha gergekgi hillerde, hig siphesiz, merkezi cismi nokta-
sal saymak yerine kiitlesi mesel2 r, yarigaph bir kiire iginde birbigim bir sekilde
dagiimis olarak almak daha dogru olacaktir. Klisik gravitasyon teorisinde kiiresel
bir kiitlenin dis alant biitiin kiitlesi merkezinde toplanmis bir noktaninkine esde-
ger oldugundan kirenin disinda (V1.2.17) dig SCHWARZSCHILD ¢bziimii gene de
gegerli olmaga devam edecektir. Ancak kiiresel kitlenin iginde T,, enerji-impuls
tansdri artik sifirdan farkli olacagindan gravitasyon alanini yansitan metrik de
farkli olacaktir.

Bdyle bir kiiresel madde dagilimi igindeki gravitasyon alanini temsil eden
metrigi EINSTEIN alan denklemlerinden elde etmek, &ncelikle, T,, enerji-impuls
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tansériniin verilmis olmasina baghdir. Bu tansdr, bilindigi gibi, maddenin miruz
kaldigi etkilesmelere bagli olarak ¢=sitli sekillerde ifide clunabilmektedir. Biz bu
paragrafta i¢ gravitasyon alamint incelemek istedigimiz cismin ig¢ yapisinin bir
idea! alaskan semas: aracilifiyla temsil edilebilecegini ve dolayisiyla da T, nln
(V.1.7) deki gibi

T:'\-' = (pcz + P) Uqu — P8 (Vl‘3‘l)

ile verildigini kabul edecegiz. EZer bu ideal akiskanin Ustelik statik oldugunu da
ongdriirsek, bu takdirde akiskanin p yogunlugu ile p skaler basinc yalmizea rad-
yal r koordinatinin fonksiyonu olurlar :

e=elr) ., p=p0)-

Cismin i¢indeki maddenin her noktada stikinette olmasi evrensel dértli hiz
vektdriniun bilesenlerinin (U% 0, 0, 0) seklinde olmasini temin eder. Buna bi-
nien de akigkani olugturan her bir maddi tdnecigin 6z-zamant ile koordinat zama-
ni arasinda

ds? = goo (dx')2 = goy 22 = 1 = g, (U (V1.3.2)
bagintist olacaktir. Buradan hareketle, ayrica,
Up= goall* = g’ = Vg » Ui=0

oldugu kolayca goriliir. Buna gore T,, enerji-impuls tanséri

/ g0 O 0 O C gn Zo2 Sos
0 0 0 0 g 811 B2 &
(T.) = o’ el .
o 0 0 0 820 821 822 823
0 0 ¢ 0 83 831 832 83

sekline girecektir. Ancak §(VIL.1) de de gbsterilmis oldugu gibi kiresel simetriyi
haiz statik bir metrigin en genel sekli (VI.1.17) ile verildiginden T,, nlin kiiresel
simetriyi haiz statik bir akigkan igin ifidesi de

pcle’ 0 0 0

0 pt O 0

(Tu) = 0 0 pr* 0
0 0 C pr2sin?@

(VL.3.3)

sekline indirgenir. Simdi amag, EINSTEIN alan denklemlerinden hareketle, kiirese!
simetriyi haiz statik bir ideal akigkanin igindeki gravitasyon alanini temsil edecak
olan metrikteki €' ve e fonksiyonlarini belirlemektir. Bunun igin (V.2.15) den
hareketle
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8nG 1 _
Ruv= ——y ( Too—— 8T ) (V1.3.4)
c 2

yazilabilecegine dikkati ¢ekelim. (V1.2.2) ile belirienen g,, metrigini gdz dniinde
bulundurarak ve ayrica da UU, == 1, ve g4 =4 olmasi hasebiyle

e T — pc2
T =T=pc’—3p (V1.3.5)

oldugunu da kaydederek (VI.3.4) denklemlerinin sag yanlarinin sifirdan farkh
terimleri

1 e’
Too_“z_ g0 T= _2_ (pc* + 3p)
1 e
Tu—‘"‘z—gn T= '2— (pc* — p)
\ (VI1.3.6}
1 1
Tzz—"z g2 T= EY (pc* —p) r?
T; —_—1——g3 T:-—lu(pcz—p)rzsinzﬂ
D T 2

olur. Ote yandan (VI.3.4) iin sol yan da RICC tansériiniin (VL.2.1) ile verilmis olan
agik ifidesinden §(VI.2) de oldugu gibi kolayca hesaplanir :

r f)\" vlz VI
R Y VM VE Y
. [ 2 T4 a4 s ]
viovAT vE N
R:l - L + ‘Z‘ -
2 4 r ( (VL3.7)
r }\‘fr
R,—=e 1420 201 1
a1 =]

R33 = R22 Sjn2 e

Bu ifidelerde gene v = dv/dr ve A" = dA/dr vaz edilmistir. Bu veriler gergevesi
icinde v ve A fonksiyonlarini belirleyen diferansiyel denklemlerin

” S Y 8nG fpc? |, 3p
e_l —_ .-v— v ———— — e | T — - —_—
[ 2 T Ta T ~\2 732

” A 2 2
e_l[v__g»_+z__2;]:_§‘f£(£__£) L (VL.3.9)
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den ibdret 3 lineer diferansiyel denklemden olusan bir sistem olacag gérifimekte-
dir. Buraya dérdiinci bir denklemin eklenmeyisinin sebebi (V1.3.7) den de gériil-
digi gibi R,; tin, Ry, ile orantih olmas: ve dolayisiyla, farkh bir ¢dziime yol aga-
cak bir denklem olusturmayisidir.

(V1.3.8) denklemlerinin itk ikisi taraf tarafa toplanacak olursa
’ ’ 8 G
et (v T A ) . : (pc? + p) (VL3.9)

4

bulunur. r, p ve p negatif olmayan biiyliklikler oldukiarindan buradan ancak
ve ancak p = p = 0 igin, yani maddenin disinda, A" 4- v" = 0 olabilecegi g&riilmek-
tedir.

(V1.3.8) in son denklemi ile (VI.3.9) dan p ve p yi gekmek miimkiindiir.
Ayrica bir de (VL.3.8) in son iki denklemini birbirlerinden gikarirsak

9_139.‘9 — e _1,__ .}.f_ _.;[._
c? r r r?
8nG 1 1 ’
___ltrpz—-;-—e"?‘(—z-—{- Y ) , (V1.3.10)
C r r r
i . -L . 3:—2- + v’x’ _!_ v’ + X! . -v—'
r? r 4 4 2r 2

bulunur. Buradan, ikinci denklemi r ye gdre tiiretir de ortaya gtkacak olan v*

yi de son denklem araciligiyla elersek
(A AV v’ 4 2 _ ie"‘ v+ A
rt r3 2 r

+

¢t dr r3 | r? r

vﬂ
— =+
;

bulunur. Bu ifidenin (VI.3.9) ile karsilastirilmas:

dp 2 v
= = — (pc? — VL3,
& (ec?+ p) 5 ( _ 1)

sonucunu verir. Bu, zamandan bagimsiz metrik hili igin ideal akiskanlarin temel
bagintisidir.

$imdi (V1.3.10) sistemini en basit hil igin ¢ézmek lzere merkezi kiiresel cis-
min yogunlugunu p= p, = sdbit varsayacagiz. Bu varsayim altinda sistemin ilk
denklemi
8mGp,

— Vet dtet=1—
o2

re

A

seklinde yazilabilir. E§er y = €™ vaz edilirse bu denklem
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, 8nG

diry) =r.y +y=1——-~"2‘}°r2 (VI.3.12)
c
sekline girer. Buna tekaabiil eden sag tarafsiz denklemin genel ¢éziimii, Aile bir
sibiti gostermek izere, y = A/r seklindedir. Ote yandan (VI.3.12) nin bir &zel

¢oziminin de

seklinde oldugu kolayhkla tahkik edilebilir. Buna gére (VI.3.12) nin genel ¢éziimi

Yo G A
32 r

seklindedir. Ancak, metrigin orijinde tekil nokta ihtivd etmemesi igin A = 0 ol-
malidir. Buna gére

2
L (V1.3.13)
81 Gp,
vaz ederek
A rk
e = 1——7{; (VL.3.14)

olur. Ote yandan p =g, 1n sibit oldugu dusiiniilirse (VI1.3.11) ideal akiskanlar
bagintisi

1 d(p + c’pg) __
p =+ c’pg dr

d[In(p + CzPo)]
dr

’
v
2

yazilabilir ve, A ile bir integrasyon sabitini gdstererek, buradan da
p+ Clpp=A. e
ve (VI.3.9) bagintisi dolayisiyla da

e_?‘(v + M ) == S:f(P + c%p,) :-8-§—G—A.e_vlz

r 4

ya da

e, e ( VM ) — sabit (V1.3.15)

r

olur. (VL3.14) i g&z 8niinde tutarak ve bu ifidenin r ye gére tiirevinin de
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)\‘r e—). _ E
. = R2

olduguna isiret ederek (VI.3.15) den v = v(r) fonksiyonunu belirleyecek olan

2
erz] L2V 2 it
r R2/ dr R>

diferansiyel denkiemi elde edilir. A ve B ile biri bu denklemin sag yanindaki si-
bitin fonksiyonu olan bir sabiti, digeri ise bir integrasyon sabitini gdstermek i-
zere, bu diferansiyel denklemin gé’)zij_mﬁ

e A—B A/ 1 — (V1.3.16)

TR

olur. Buna binden de sibit yogunluklu kiiresel bir ideal akiskanin igindeki statik
gravitasyon alanini temsil eden ds? ifidesi (VI.1.16), (VI.3.14) ve (VI.3.15) ya gére

2 2
ds? = (A —B \/1 — 7;—5) (dx®)? — r%(d9? -1~ sin? @ dgp?) — ar 2 (V1.3.17)
] — —
R2
seklindedir.

A ve B yi tdyin etmek igin (VI.3.10) sisteminin ikinci denklemini géz &niine
alahm; (VL.3.15) ve (VL.3.17) aracahgiyla bu denklemden

2
38 .
8nG \/1 R? A

T p = - (V1.3.18)
¢ RZ(A——-B\/l— ‘;_2)

bulunur. Eger makil bir varsayim olarak akiskan kiiresinin dig yiziinde (r=r,
de) basincin sifir oldugu vaz edilirse (VI.3.18) den

r 2
A=3B \/ 1= (VI.3.19)

bulunur. Bu r = r; sinirinda, ayrica, (VI.2.17) dis ¢Szimi ile (VI.3.17) ig ¢dziimil
tutarli olmalidiriar. Buna gore r=r, de

—\2 2 )
evz(A_B\/ —7) =4Bz( _i)=1—?~f—“ﬂ:e—k= —"e i3

bagintisi gegerli olacaktir. Buradan
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4B2=1 = B=+1/2

olmasi gerektigi bulunur. (VI.3.19) dan A ve B nin ayni isdreti haiz olacaklari an-
lagilmaktadir. Buna gére mimkiin iki ¢6ziim

3 2

1} B= % ve A= i»\/l—%z_
o (VL3.21)

2

) B=— v A:-—%—\/l—%—z

degerleriyle verilecektir. Ancak, her iki ¢6ziimiin de ayni metrigi vermekte ol-
duklarina isdret edelim. Buna binden M kitleli, r, yarigapli ve sibit yogunluklu,
kiiresel simetriyi haiz ideal bir akiskan igindeki (ydni r=r, icin) gravitasyon ala-
nint temsil eden i¢ SCHWARZSCHILD ¢dziimiiniin

3 /7 FE g b , dr?
ds? — [—2-\/1 —— \/1 _ﬁ} (dx9)2 — rH(de? + sin? 0 dg?) — ——

] — e

R2

(V1.3.22)

oldugu tesbit edilmis olur.

R? nin (V1.3.13) ile verilen degerini {V1.3.20) ye vaz edersek

2
2GM N 87tGpy S VI S
c?r, 3c? 3

bulunur ki bu da s6z konusu kiirenin kitlesinin tam ifidesinden baska bir sey de-
gildir. Bu sonug ise ig ve dig ¢dzlimlerin r == r; sinirinda tutarh olduklartnin ka-
nitini teskil etmektedir.

Bundan sonraki paragraflarda SCHWARZSCHILD ¢ézimlerinin sonuglarinin
gézlemsel olarak nasil tahkik edilebilecekleri sorununa deginecegiz.

M kiitleli, kiiresel ve sitklinetteki bir cismin disindaki ve igindeki gravitasyon
alanlarinin metrikleri, EINSTEIN alan denklemlerininin tam ¢dziimleri olarak yu-
karida elde edilmis olan (VI.2.17) ve (VI.3.22) SCHWARZSCHILD ¢&ziimleriyle
verilmektedir. E/NSTEIN alan denklemlerinin, M kitleli, kiiresel fakat eksenlerin-
den biri etrdfinda dénen bir cismin disindaki gravitasyon alanini tasvir ve temsil
ediyormus gibi gorinen bir baska tam ¢oéziimi de KERR tarafindan verilmisti
(KERR metrigi} [16]. Ancak bu dis tam ¢6ziimiin, ddnen bir kiirenin i¢ tam ¢&zi-
miyle sinirda tutarh bir bigimde uyusabildigini gostermek mimkin elmamistir
[4<].
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§(X.3) de seyrelmis ve zerrecikleri arasinda gravitasyon etkilesmesinden bag-
ka bir etkilesme bulunmayan bir toz bulutu igin EINSTEIN alan denklemlerinin
TOLMAN tarafindan bulunmus olan bir tam ¢dziimiinl tesis edecegiz.

EINSTEIN alan denklemlerinin tam ¢dziimlerindeki yeni ilerlemeler ve bu
hususta ayrintili bir bibliyografya igin W.KINNERSLEY’in makaalesine basvurula-
bilir [17].

(V1.4) MERKUR'UN PERIHELININ ILERLEMES]

Kiiresel simetrili merkezl bir cismin civarindaki gravitasyon alanini bozma-
yacak kadar kiitlesi thmil edilebilen bir cismin merkezi cisim etrafinda izleyecegi
yoriingenin ne olacagini kisaca incelemek istiyoruz. Bu ayni zamanda, kabaca, Gu-
nesin etrafinda dolanan bir gezegenin yoriingesinin incelenmesi demektir.

Metrigi dis SCHWARZSCHILD ¢oziimiiyle belirlenmis olan bir uzay-zamanda
serbest bir tinecigin mimkiin ydringeleri geodezik ilkesi geregi olarak bu metri-
gin temsil ettifi uzaymn geodezik egrileri olacaktir. Geodezik denklemi (V1.2.15)
ile verilmis olup bu

d?x* e dx* dx’

ds? » s gs"—O (t=0,1,2,3)

seklindedir. CHRISTOFFEL sembolierinin (VI.2.5) ile verilmis olan degerleri géz
oniine alindiginda

dr A [dr\2 _afdo\? an _afde e v dx0\2
— — — —] —r 0 - — | =0 (VL4.1
dsz+ 2 (ds) e (ds) Snve (d ) + (ds) ( )

2 2
d_a. .2._ ﬂ _@ —sinf cos § d ) =0 (VI.42)
ds? r ds ds s
d%p 2 dr do df do
-y 2 2t 2cotgf— = =0 V1.4.3
ds? + r ds ds + & ds ds ( )
d2x® dr dx°®

v — — =20 V1.4.4
ds? * ds ds ( _ )

bulunur. § == &/2 ve dB/ds = 0 baslangig sartlar: altinda, ve artik

d(r? )
ds

= r?sin  cos § 2

seklinde yazacagimiz (VI.4.2) denklemine binden d8/ds nin ve cos® nin sirekli
olarak sifira esit olacag: gorilir. Buna gore séz konusu denklemler de
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» r 2 v 2 v—2A 042

I M (I fdey e _vf_(di =0 (VI.4.5)
ds? 2 \ ds ds 2 ds

2
do 2 dr do _ (V1.4.6)
ds? r s ds

2.0 0 2,0 0

A dd o L X I, (VL4.7)
ds? ds ds ds? ds ds

sekline indirgenmis olurlar. Son iki denklem kolaylkla integre edilirler; Hve k
ile iki integrasyon sibitini gostererek

299 _
ds

x| (VLA4.9)

ds

(VI.4.8)

bulunur. Ayrica metrigin ifidesinden de

o 2 2 2
& di) _el(E’I —efleV 19 (VL.4.10)
ds ds ds

yazilabilir, Bu da geodezik denklemlerinin bir ilkel integralidir. Son iki denklem
arasinda dx%/ds yi eleyip e’ ve e* yerine de SCHWARZSCHILD metrigindeki agik
ifidelerini vaz ederek

(dr )2 L (d_tp )2_ 26M,; [1 L (C’i)’] — K1 (VL4.11)

ds ds cir ds

olur. M ile Gilinegin kiitlesi gdsterilmektedir,

Kiasik gravitasyon teorisinde gezegen igin enerji korunumuyla agisal momen-
tum korunumu, bilindigi gibi,

2 2
L R (di’) —2Ms _ abie (VL4.12)
dt dt r
de Ap:
r2 o = sibit (V1.4.13)
t

denklemleriyle ifide olunurlar. Bunlara (V1.4.8) ve (VI.4.11) arasindaki benzerlik
derhal géze garpacaktir, $imdi (VI.4.8) i (VI.4.11) e yerlestirelim; ve

gL
dr dr dop dr H r

ds do ds_a r? do
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olduguna dikkati g¢ektikten sonra u = 1/r vaz ederek sonucu ¢ ye gore tiire-
telim. Bu takdirde

2 2 (V14.14)

olur. Bu denklem kisik gravitasyon teorisi denkleminden alanlar sibitinin deferi
ve fazladan ikinci bir terim ile farketmektedir. Bunun igin ilk bir yaklagikhik olarak

h? cH?

—_ =g {] —e?) = —— VI.4.15
p My ( ) M, ( }
ve kezi
GM GME
g == 36Mg, = 3GMg, (VL.4.16)
pc? c*H2 '

vaz edelim. € un meseld Merkir igin 1078 mertebesinde oldugu kolayca hesap-
lanir ; buna gére rolativist gravitasyon teorisinde gezegenin yoriinge denklemi
4?
ay +u= L + e pu? (V14.17)
do? p
sekline indirgenmis olur. Bu denklem kldsik gravitasyon teorisindeki y&ringe
denkleminden yalnizca sag yandaki epu® pertirbasyon terimiyle farketmektedir,
(VI.4.17) yi gdzebilmek igin bunun ¢dziminin

u(@) = ufe) + ev(e) + O (V1.4.18)

seklinde oldugunu varsayip ug(p) ve v(p) fonksiyonlarim belirlemege c¢alisalim.
(V1.4.18) i (VL.4.17) ye yerlestirerek

2 2
oy e 9V 4 ey =L 4 £ pu3 -+ O(e?) (VL4.19)
dep? dep? b

1

olur. g cinsinden sifirinct mertebeden terimleri esitleyerek

yani u, = uy{p) nin klisik gravitasyon teorisindeki yoriinge denkleminin ¢dzii-
mii oldugu bulunur. Bu ¢ézimin, A ve & ile iki sibiti gbstererek,

1
U(p) = > + Acos(e + §)

oldugu kolayhkla tahkik olunur. Koordinat eksenlerini uygun segmek siretiyle
her zaman § = 0 yapmak mimkiinddr. Buna binden



PERIHELIN iLERLEMESi ¥ 123

ue(p) == % + Acos o (V1.4.20)

dir. §imdi de (V1.4.19) da g cinsinden birinci mertebeden terimleri esitlersek

2
%’E_i_vﬁpuZ———wf-{ﬁ2;"\(:(:»5(;)—i—pAzcos2
p

2 2
— (; +pi)+2Acoscp—{— ﬁcos]lcp

yazabiliriz. Bu lineer bir diferansiyel denklemdir. Eger simdi

d%v 1 A? 1 A?
eyt =ty
d*v
dq)zz 4 v,=2Acosp = v,=Apsing
d?v, A? pA?

v, ="—cos2p = Vv,=— "“—cos?2
do? 3 P 3 6 P

denklemleri ve ¢ézlimleri dikkate alinirsa, kolaylikla,

pA?

V"_"*Vl‘i‘v:z‘}_vﬁlx(? 5

)—}— A(psmcp—ii cos 29

ve dolayisiyla da
A2
U=uy+ev= (i + f._;_ %—) -+ (Acoscp 6p COS?.qJ) -+ eAgp sin @ (V1.4.21}
P p
oldugu tesbit edilir. Bu ifidedeki son terim peryodik bir terim olmadi§indan geze-
genin y&riingesi Gzerindeki hareketinde gézlenebilecek dlizensizliklerin bu terim-
den ileri gelecegi asikirdir. Eger e«1 igin
cos (p — £p) = cos @ cos gp -+ sin @ sin€p = cos @ - Fpsin

yazilabilecegi gdz &niinde tutufursa (V1.4.21) ¢ézimi

2 2
u:i—}—Acos(cpﬂEQO)-%s( ! Jr—Pi\-—EJi
p P 6

5 cos 2¢ ) (V1.4.22)

seklinde yazilir. Gezegenin kiisik eliptik y&riingesi L -+ Acos g ile temsil edil-

mektedir. Son terim ise gezegenin Glinese olan radyal uzakhginin peryodik degi-
simlerini dile getirmektedir. Bunlar gozlenmesi ¢ok zor dedisimler olduklarindan
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bunlarla ilgilenmeyecegiz. Buna karsilik kosiniisin argimentinde gérilen eo,
zamanla @ arttikga artan ve dolayistyla peryodik olmayan bir pertiirbasyona isiret
etmektedir. $u hilde geregenin Giines etrafindaki yoriinge denklemini

u == 1 + A cos (g — g9) + (e mertebesinden peryodik terimler") (V1.4.23)
P

seklinde yazabiliriz.

Simdi (V1.4.23) ile ortaya c¢ikan peryodik olmayan olayin gezegenin y&riinge-
sinin Glnege en yakin noktasi (perihel noktasi) lzerine nasil tesir ettigini
aragtiralim. Gezegenin Gliinese olan r radyal uzakhg minimum (ya da 1/r=u,
maksimum) oldugu zaman gezegen yd&riingesinin perihel noktasinda bulunur. n ile
bir tamsayiyr géstermek tzere, (V1.4.23) den u nun

@(l — &) = 2mn
oldugu zaman maksimum olacagi gérilmektedir. Buradan yaklasik olarak
@ = 2nn (1 - €)

yazilabilir. Buna gére ardarda iki perihel noktasindan gegis kutup agisinin 2n de-
gil de

Ap=2xr(l 4+ ¢)

kadar degismesi sonucu vukuu bulmaktadir. Buna gore (VI.4.15) i ve (VI.4.16) yi
da géz éniinde tutarak perihelin bir dolanim bagina ilerleme mikdar: olan 8¢ acisi
da, radyan cinsinden,

3GM,,

Sp=2me =2 ———>—
cta(l—e?)

(VL.4.24)

den ibaret olacaktir.

Buna dayanarak meseld Giinege en yakin gezegen olan Merkiriin perihel nok-
tastnin 100 yilda maruz kalacagi ilerleme mikdarini hesaplayalim. Merkiiriin:

yari blytk ekseni : a = 0,387 AB (astronomik birim)
= 0,387 x 149,675.10'1 em = 0,579.103 cm
dismerkezligi e = 0,206
e?== 0,042 ; 1 —e*= 0,958
dolanim siiresi : T = 87,969 Arz giinii

diir. Ayrica Mg == 2.10% grem oldugunu da hesaba katarsak bir tek dolanim sii-
resi sonunda Merkiiriin perihelinin
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3GMy, 2% 3,1416 X 3 X 6,67.1078 x 2.10%
cZa(l — e?) 9.102° % 0,579.1013 % 0,958

= 0.50344.107¢ radyan = 0°,104
kadar ve 100 Arz yili sonunda da

o =127

365,25 100

4372 (VI.4.25)
87,969

kadar ilerlemis olacag anlagilir. Oysa Merkiiriin perihelinin 100 yilda gézlenen iler-
leme mikdari klasik gravitasyon teorisinin 6ngérdiigi mimkin bitlin gergek per-
tiirbasyon etkileri géz 6niinde tutuldugu hilde 437,03 kadar kdkeni agikfanamayan
bir kisim kapsamaktadir [I,2]. Diger taraftan ise gezegeni her tirlG pertir-
basyondan soyutlayarak tasarladigimiz yukaridaki yalin hilde rélativist gravitasyon
teorisi gezegenin perihelinin, sirf Glnesin civarindaki uzay-zamanin geometrik ya-
pisi dolayisiyla, 100 yilda 437,2 kadar ilerleyecegini &ngdrmektedir. Bu desger
kidsik gravitasyon teorisiyle agiklanamamis olan 437,03 liik degerle olaganistii
bir uyum igindedir. Bu bakimdan (VI.4.25) sonucu EINSTEIN"in rélitivist gravitas-
yon teorisinin fiziksel gergegi NEWTON’un klasik gravitasyon tecrisinden daha iyi
bir bigimde yansitmakta oldugunun bir kanitini olusturmaktadir.

(V1.5) ISIGIN GRAVITASYON ALANI TARAFINDAN SAPTIRILMASI

Simdi gene M kiitleli merkez! bir cismin digindaki SCHWARZSCHILD alaninin
1s1gin yayllmasi Gzerine ne gibi bir etkisi olabilecegini ortaya koymak istiyoruz.
Bu itibarla 1511 olusturan fotonlara SCHWARZSCHILD alaninda kendi hallerine ter-
kedilmis serbest tinecikier gézilyle bakacagiz. Buna binden bunlarin hareketleri
bir yandan (V1.4.8) ve (V1.4.14) ile verilmis olan

292 _ (V1.4.8)
ds
2 G
M M L (VL.4.14)
de? c*H? c? r

denklemlerine, diger yandan da sifir uzunluklu geodezik egrilerinin
ds=10 (VL5

ile verilen denklemine uygun olmalidir, (V1.5.1) dolayisiyla (VI.4.8) de H=c ol-
masi gerektigi ve (VI.4.14) in de
d? 3GM
Yy u? (V1.5.2)

2

de? <

ifidesine indirgendigi gorilmektedir. $imdi
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(VL5.3)

vaz edelim. g un biiyiiklik mertebesini belirlemek igin 6nce R, = 2GM/c? ile ve-
rilen ve adina SCHWARZSCHILD yaricap: denilen biyiikligt Gines igin degerlen-
direlim. Kolaylkla, Giines igin R, = 2,96 km bulunur, Bu takdirde & = 3R,/2
olur. $u hilde eger 3GM/c*)u? ile u yu mukaayese edersek, yani (3GM/c*) u=
3R,/2r yi gbz éniinde bulundurursak r» R, olmasindan &tird (VI.5.2) nin sag ya-
nindaki terime kiigiitk bir pertiirbasyon terimi géziiyle bakilabilecegi anlagiimisg
olur. Bu itibarla (VI.5.2) denklemini standart petiirbasyon ydntemleriyle yaklagik
olarak ¢ézmege gabisacagiz. Bunun igin de (VI.5.2) nin

u=uy 4 ev -+ O (VL5.4)
seklindeki bir ¢ézlimlni arastiracagiz. (V1.5.4) i (VL.5.2) ye vaz ederek
2 2
ﬂ'i’—}—uo—l— E(£+v =g u2 4 C(e?) (V1.5.5)
do? do?
bulunur. €2 cinsinden terimleri ihmil edip bu denklemin her iki yanindaki €° ve
e un katsayilarini esitleyerek

d?u

-3;;_’ 4+ uy=0 (V1.5.6)
d?v
Ip'z‘- -+ v = Ug (VL.5.7)

bulunur. Ilk denklemin ¢8ziimii, R ve ¢, ile iki integrasyon parametresini géste-
rerek

1
tol9) = = sin (0 — @)

olur, Koordinat eksenlerini uygun segmek siiretiyle ¢, = 0 yapmak miimkiindr,
Boyle bir koordinat siteminde (VI.5.6) nin genel ¢ézimi

1
— = Uy(p) = L sin o (V1.5.8)
r R

seklindedir. Bu iki yaklagiklikta ve dik kartezyen koordinatlarda, demek ki,

R=rsing=y (V1.5.9)

dir. Bu, hig bir pertiirbasyon olmadiginda is1§in yéringesinin x-eksenine paralel
bir dogru oldugunu gdstermektedir.
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(VL.5.8) i (VI.5.7) ye vaz ederek
d?v 1 1
— t v =ul= —sintpg=—(1—cos2 V1.5.10
o o= g SNl =0 ( ?) ( )
bulunur. Bu diferansiyel denklem kolaylikla ¢oziilir. Eger
v=2584 Ccos 2¢

vaz edip bu (VI.5.10) a tasinir da B ve C tesbit edilirse ¢&dziimiin

Y 3

y= b cos2g (VL.5.11)

seklinde oldugu gdrilir. (VI.5.8) ve (VL.5.11) e binden (VL5.5) in ¢dziimii olarak

3 GM
2 ?R?

u=i - L sing + (1 + —l-—cos 2(p) (VL5.12)
r R 3
ifidesi elde edilmis olur. Bu ifidedeki ikinci terimin varligi 151§in yériingesinin M
kiitleli bir cismin gravitasyon alani iginde dogrudan sapacagina deidlet etmektedir.
M—>0 igin yoriinge bir dogruya gideceginden M = 0 igin de ydriingenin iki asim-
totu haiz olacagl goérilmektedir. Bunlar ¢ =0 ve ¢ = nt degerlerine tekaabiil
eden ve x-eksenine ddet paralel olan dogrulardan ibirettir. Buna gére 6nce g — 0
a tekaabiil eden asimtotu g6z &niine alirsak r—>c0 igin: sin ¢ — a (bk. Jekil: VI.1)
ve cos2¢p—> 1 olur. $u hilde (VL5.12) den de
GM 2GM
=

a=-——
c2R2 R

o
0=2 42
R

olur. Diger taraftan ¢ = 1 ye tekaabiil eden asimtot igin de gene
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2GM
o =—
c’R
olur. Buna gére asimtotlar arasindaki toplam sapma agisi da
4GM
A=]2a|= (VE5.13)
2R

ye esit olur.
Giinesi yalayarak gelen bir 15k igin R =Ry ve M = M, olacagindan 1s1gin
Giinegin gravitasyon alanindaki maksimum sapma a¢isi

A— 4% 6,67.1078 % 2.10%3
9.10°0 % 7.101°

= 0,847.107° radyan = 17,75 (VL.5.14)
olur.

Bu olayin gozlenmesi olduk¢a nizik bir mesele teskil etmektedir. Bunun igin
tam bir Giines tutulmasi (ya da yildizimst bir nesnenin, meseld 3C 279 un Giinesin
diski tarafindan &rtiilmesi) esndsinda Giinegin (ya da 3C 279 un) hemen cvirinin
fotografi alinarak bu, ayni bolgenin alti ay sonra gekilen bir fotografiyla mukaayese
edilir [3]. Fotograf alanindaki yildizlarin gorintiilerinin kaymalarindan hareketle
A degerlendirilir. 1919 dan bu yana yapi!mis olan &lgiimler, ¢ogu 1,77 ila 2* arasin-
daki araliga isibet etmek lzere 1,3” den 2,7" ye kadar degigen ve bu sebeple
de (V1.5.14) degeriyle oldukga tutarh sayilabilecek sonuglar vermistir. Bu da

EINSTEIN'In rolativist gravitasyon teorisinin ikinci denel sinanimini olusturmak-
tadir [4b].

(VL6) GRAVITASYON KOKENLI SPEKTRUM KAYMASI VE

KARAGQUKURLAR
Dis SCHWARZSCHILD metriginin (VL1.2.17) ile verilmis itidesinde (dx%)? nin
katsayisinin (1 —-g%fﬂ) olmasi hasebiyle dx® = ¢ dt nin artik zamant degil, an-
c3r

cak olaylarin zaman igindeki akiglarinin isdretlenmesi bakimindan ise yarayan bir
koordinati temsil edecegi 3sikdrdir. Bu metrige gére orijinden r kadar uzakhkta
vukuu bulan iki olay! eger zaman iginde t ve t + dt sayilariyla isiretlemek miim-
kiinse bunlarin arasinda gegen 6z zaman siiresi, dr == d8 = d¢ = 0 olmak ha-

sebiyle
ds =cdr = \/l —262Mcdt
cr

ile verilecektir. Bu M katleli merkezi cismin ylzeyindeki (r = R) bir noktadan
yayinlanan elektromagnetik bir dalganin bir tepesi efer t, sayisiyla, miiteakip te-
pesi de t, sayisiyla isdretlenebiliyorsa dalganin 6z peryodu
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2GM
T=\/1——C-2—§—.(t2—t1)

den, ve r » R olmak lizere merkezden r uzaklikta siikinetteki bir goézlemcinin
gozleyecegi peryot ise, t vet ile ilk ve miteakip dalga tepesinin gdzlemci ta-
rafindan algilandiklart zamanlara isiret eden sayilar gdésterilmek lzere,

, 26M .
T=\/1—— zr.(tz—tl)

C

den ibiret olacaktir. Ancak gozlemci sibit oldugundan
t—t =t —1

dir. Su hilde A ile yayinlanan dalganin uzunlugunu, A + AX ile de gézlemcinin
algiladig1 dalganin uzunlugunu gésterecek olursak

\/1__sz

- ’ 2
ArA L, TV L ey
A T \/ , _2GM \/ | __2GM
TR AR
ve eger 1 » 7-'%? ise, bu takdirde de yaklagik olarak
c
GM
1—{—ZGEI—|--——=1—]—-(2- (V1.6.2)
c’R c?

bulunur. Buna gére kiiresel simetriyi haiz R yarigaph ve M kitleli bir cisimden
yayinlanan bir elektromagnetik dalga, ® = GM/R ile bu gék cisminin kl&sik an-
lamdaki gravitasyon potansiyelini gostermek iizere,

~el_ oM

Z . —_—
G
c? R

(VL6.3)

mikdarinda gravitasyon kékenli bir kizila kaymaya maruz kalacaktir.
Giineg misal olarak alindiginda AL/A = z; = 0,2.1075 bulunur ki bu, meseld

% = 5000 A ik bir dalgaboyunu haiz bir 1s1nim igin 0,01 A lik bir kizila kayma
demek olup 2di spektroskopik yontemlerle ortaya konuimast son derece zordur.
Ancak, §(I1.3) de de deginmis oldugumuz gibi, MOSSBAUER olayina dayanan ¢ok
hassas bir teknik uygufamak sliretiyle POUND ve REBKA (bk. 11. BOLUM, Ref. {4-5])
gravitasyon kékenli ve (VI.6.3) e uygun bir kizila kaymanin varligini Arzin gra-
vitasyon alant kadar zayif bir alan igin dahi gostermegi bagsarmiglar ve bdylece
EINSTEIN"In rolativist gravitasyon teorisini, bu hal igin dngordiigii teorik degeri
%1 lik bir izafi hatd ile denel olarak tahkik etmiglerdir. Bu da Genel Rélativite
Teorisinin deney yoluyla 3. sinanimin1 olugturmaktadir.
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Yildizimst nesnelerin (YN’lerin) arz ettikleri bliyiik kizila kayma olayinin (bk.
A.Y.OZEMRE; Teorik Fizik Dersleri Cild: 8, Kozmolojiye Girig, IV. Bélim)
gravitasyon kékenli oldugu diistinilmis ise de, siriikledigi sonuglarin derinligine
incelenmesi bu fikrin gergegi bitiiniiyle yansitamiyacagini ortaya koymustur.
Cok yiizeysel bir bigimde soruna yaklasir da meseld 3C 273 yildizims: nesnesini
gdz éniine alacak olursak bunun arz etmekte oldugu kizila kayma AL/A = 0,156

olup ldboratuvarda elde edilen H, gizgisinin 6563 A olmasina karsilik ayni gizgi 3C 273

iin spektrumunda 7586 Ac: e kaymis olarak bulunmaktadir. Eger, timiyle gravi-
tasyon kdkenli bir kizila kayma olarak yorumlanirsa (yani z, = 0,156 = GM’/c*R’
ise) bu, bizi, 3C 273 e Glnesinkinden 75 000 misli bir kitle izife edilmesi hili
ile yaklagiic 9 km lik bir yaricap izife edilmesi hali gibi iki ug hali géz dniine almaya
sevkeder. llk ug¢ hil, yildizin i¢ dinamigi agisindan biiyiik bir dengesizlie sihip
olmasi, diger ug hil de yildizin olaganiistii zayif parlaklugr haiz olmasini igerir. Bu
iki ug hal arasinda kalan herhangi bir ara ¢éziim de bu ya da 6teki mahzurdan arin-
mig degildir. Diger taraftan z = 3 olan yildizimsi nesneler dahi gozienmistir.
Bu durumda eger z yalnizca gravitasyon k&kenli olsaydi z, = 3 = GM/c*R ¢&-
ziiminde (dx%? nin katsayisi

2GM

R

1 —

=1—6<0

c
olurdu. Bunun ne demek olabilecegini sezinlemek igin {VI1.6.1) ifidesine d&nelim
ve bir gdk cismi i¢in 2GM/c* = R olmasi hdlini géz 6niine alalim. Bu takdirde

—Ai) =Zg: Iim —1———1 - 00 (VI.6.4)
A, R 26M \/ 2GM

TN 1=
¢‘R

olacak, ydni bu gék cisminin yayinladigi hig bir radyasyonu ve dolayisiyla da bu gék
cismini gérmek ya da herhangi bir sekilde detekte etmek olanagi kalmayacaktir;
baska bir deyisle, biitiin radyasyonlar bu gék cisminin iginde hapsedilmis olacak-
tir. Kezd bu gok cismi (zerine diisen her tiirli radyasyon hig yansimayacak, yani
arttk bu gdk cismini gérebilmek imkani kalmamis olacaktir. Iste bu &zelligi haiz
gdk cisimlerine karagukur adi verilmektedir.

Bir gok cismi eger bir karagukur ise gézlenemeyeceginden AA/A = 3 olan yil-
diztms: nesnelerin karagukur olmalarina ve dolayisiyla da arz ettikleri kirmiziya
kaymanin da tiimiiyle gravitasyon k&kenli olmasina imkén yoktur.

Bir gk cisminin evriminin bir karagukur hilinde son bulmasi, g&k cisminin
merkezindeki zincirleme termoniikleer reaksiyonlarin iyice azalmasi ya da aruk
vukuu bulamamasi sebebiyle basing gradyentinin gravitasyon kuvvetlerini denge-
leyememesi sonucu ortaya gikar. Nitekim bu takdirde gék cismi kendi agirhig:
altinda hizla merkezine dogru ¢éker. Buna gravitasyon c¢okiintiisii ad: verilir.
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Bu ¢&kiintli esnisinda gk cisminin yarigapi hizla kiiglilerek R, — 2GM/c? degerine
erisebilir. Bu takdirde gék cismi bir karagukur olur. Bir karagukur gok kiigitk bir
hacim igine olaganiisti mikdarda maddenin stkismasi sonucu olusur. Bu sikisma
kuvvetleri o kadar biyiiktir ki bunlarin etkisi altinda atomlardaki elektroniar
cekirdeklerin iizerine diigserek protonlart nétronlara déniistiririer, Bu itibarla
karagukurlar ayni zamanda nétron yildizlaridir da.

Bir gdk cisminin gravitasyon ¢okiintiisine u§ramast dolayisiyla olaganiistil
bir enerji de agiga ¢ikar. Bunun sebebi gravitasyonun etkisinin r azaldikga 1/r?
gibi artmasidir. Eger miruz kaldigi gravitasyon ¢ékiintlsiiyle yarigapi kiglltp de
sonunda bir karagukur olacak olan g&k cisminin homogen bir kiire seklinde ol-
dugu varsayifacak olursa klasik potansiyel teorisine gére bu, bitiin M kiitlesi mer-
kezinde toplanmis olarak da telikki edilebilecektir; su hilde bu gék cismi Gizerin-
deki m kiitleli bir tinecife tesir eden gravitasyon kuvveti

GMm
R2

K=—

olup bu
GMm
m=T
potansiye!l fonksiyonundan tiiremektedir. Gravitasyon ¢dkiintiisii esndsinda agiga

¢ikan enerji iste butiin M kiitlesini olusturan m kiitleli tineciklere tekaabiil eden
toplam potansiyel enerjiden baska bir sey degildir. Bu ise

2
Uy = % (V1.6.6)

dir. Ancak gok cismi karagukur oldugunda

2GM

R=Ry=—

olacagindan bu son iki bagintidan, agiga ¢ikmis olan enerjinin

E e Uyl = ,_;ﬁ Mc? (VL6.5)

oldugu yini gék cisminin siikiinet enerjisiyle aynr mertebede bir enerji oldugu
anlagtimaktadir,

Gravitasyon ¢okiintiist hilinde gék cisminin M kitlesi ile i¢inde bulundugu
V hacmi arasinda (VI.6.5) e binden
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v 3
V=i—7\:R3:—HﬁE 2GM
3 3\ ¢
bagintisi olacagindan gék cisminin yogunlugu da
3¢t _10%

— -3

p = < G = M g.cm (V1.6.7)
olur. Simdi biri Giines mertebesinde (Mg = 2.10°3 gram) ofan bir yildizin, digeri
ise 108 M = 2.10* gram mertebesinde kiitlesi olan bir galaksi nivesinin gravi-
tasyon ¢okintlisiine ugradiklan takdirde yogunluklarinin ne mertebede olacagini
(VI.6.7) den belirleyelim. Bu takdirde yildizin erisecegi yogunlugun p = 2,5.101°
ton/cm® ve galaksi niivesininkinin ise p = 2,5 g/cm*® olacagi bulunur. Bu sonug
hi¢ siiphesiz, galaksi niivelerinin gravitasyon g¢&kiintiisiine ugramalarinin bir yil-
dizin buna miruz kalmasindan gok daha fazla imkan dahilinde oldugunu telkin et-
mektedir. M 82 gibi patlama hélindeki galaksilerin, SEYFERT tipi galaksilerin, rad-
yogalaksilerin ve hattd yildizimsi nesnelerin kékeninde belki de b&yle bir meka-
nizma yatmaktadir. Bununfa ilgili olarak bir de, gravitasyon ¢okiintlsiine ugramis
bir cisme bagl bir gdzlemci igin bu ¢ékiintiinlin sonlu bir zaman aralifinda vukuu
bulmasina kargthk bu olayin cisme bagh olmayan bir gézlemci igin sonsuz bir za-
man araliginda vukuu buldugu gésterilmistir. (Karacukurlar igin bk. [5-8]).

Bir gék cisminin gravitasyon kuvvetinin, cismin digina hig bir radyasyon ¢ik-
mayacak kadar blyuk clabilecegi hilinin karagukurlarin gagdas anlayis ¢ergevesi
icinde incelenmesinden ¢cok &nce itk defa 1799 da LAPLACE tarafindan incelenmis
oldugunu da kaydedelim [9-10].

(VL7) ISIGIN SCHWARZSCHILD ALANINDAN GECIi$ SURESI;
RADAR YANKILARI TESTI

SCHWARZSCHILD alaniyla ilgili bir bagka problem de 151in (ya da daha genel
olarak elektromagnetik dalgalarin) iki nokta arasindaki uzakhig katetmesi igin ge-
¢en zaman siiresinin tesbiti problemidir, Bir gravitasyon alani uzay-zamanin diiz
OKLiTse!l bir varyete degil de egriligi haiz RIEMANNGsal bir varyete olmasini ge-
rektirdiginden 151g1n iki nokta arasini katetmesi igin geg¢en zaman siiresi, gravitas-
yon alant olmasa, ayni noktalarin arasini katetmesi igin gegecek olan zaman si-
resinden daha uzun olacakur. Bu olay ilk defa 1964 de SHAPIRO tarafindan &ngé-
rilmistir {11].

Simdi bir sinyalin 8§ == /2 diizlemi iginde ve Giinesin ylizeyinden R kadar u-
zakliktan gectigini varsayalim (bk. Sekil: VI.2). Bu sinyalin y&riingesi x-eksenine
hemen hemen paralel olsun. Buna gére Sekil: V1.2 den R == rsin¢ oldugu gériil-

mektedir. Isigin ydringe denklemi ds = 0 oldugundan dig SCHWARZSCHILD yay
elemani karesinin ifidesinden
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0= (1 —ZiM) cde— I 24g2 (V1.7.1)
c°r

olacaktir. Diger taraftan belirli bir sinyal igin r sin ¢ = R = sdbit olacagindan bu-
radan diferansiyel alarak

d
drsing-t+recospdp=0 = d(p::-—-tg(p—r
r
veyi
2 2 ¢ip2 2 2 2
do? = tg2p LS RN G L R g (VI.7.2)
re r?{l —sin?g@)} r? rr—R*
olur. (VI.7.1) ve (V1.7.2) arasinda d¢? elenirse neticede
| 2GMR?
dr? R2 dr? c?r3
C2 dtzz 5 + = drz
M z 2
1U_ZGM (P — R?) 1_ILG (1____R_ 1_TZGM\
c’r ctr rt cir j
(V1.7.3)

bulunur. (VI.7.3) iin karekdkiini almak ve elde edilen ifideyi GM/c? nin ikinci mer-
tebeli terimlerine kadar agmak siretiyle

2 2
carm S (1AM GO 7
C

c2r c?r3

bulunur.

Venis ile Arz eger Sekil: V1.2 de gésterilmis oldugu gibi dst konjonksiyon
durumuna yakn iseler r_ ile Arzin radyal uzakhigmni, r ile de Veniisiinkini g&ste-
relim. (VI.7.4) ifidesini r==Rden r == r_ya ve sonra da r == Rden r = r, ye ka-
dar integre eder de sonuglari toplarsak, Arzdan Veniise yollanan bir elektremag-
netik sinyalin (meseld bir radar puilsunun) katedecegi toplam yol olarak

(ct)yg + (), =T = (V2 —RE 4 \/2—R?) +

4 XM !n}{;[\/?:ﬁ% r,,] [\/r—z”—“ﬁ% r,,]g—

c?

GM [\/ r2—R? 12— R?
- [E=EL )

2
< r, r,

(VL7.5)
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bulunur, Bu ifidenin sagindaki ilk terim, uzay-zamanin OKLiTse! olmas: hilinde,
sinyalin katedecegi toplam yolu vermekedir; ikinci ve lglincli terimlerse rdlativist
farka deldlet etmektedirler.

Simdi gene ust konjonksiyona ¢ok yakin bir durumda iken Arzdan Veniise
gdnderilen radar pulsunun Gilnese teget olmasi sinir hilini gbz &niine alip bu se-
fer bu radar pufusunun Veniisiin ylizeyinde yansimasiyla Arza dénmesi hilini
inceleyelim. Buna gdre pulsun katedecegi toplam yol ¢t =2 ct den ibaret olacak-
tir. Ayrica artik R de Giinesin yarigap olarak alinacagindan bu, r, ve r, nin éniinde
rahatlikla ihm3tl edilebilir. Buna gére radar pulsunun Arzdan Veniise gidip yansi-

*J’

Sekil : IV.2.

yarak tekrar Arza dénmesi sonucy ortaya gikacak olan rélitivite kdkenli gecikme
olarak

A-c=i§1—2(\/r3-—R2—|—\/r§—R2)€=

C

4GM

c3

(!n Araly 1) (V1.7.6)
R2

ifidesi elde edilir. G&z &niine alinan hil igin ise, gecikme siiresi olarak

Av— 4x6,67.1078x2.10% n 4x%1,08.1013x1,5.101
27.10% 49.10%
bulunur. Gergekten de bu deger 9, 5 lik bir hatd pay: ile gdzlenmis olup bu da

EINSTEIN’in ralativist gravitasyon teorisinin ddrdiincli denel tahkikini teskil et-
mektedir [12-14].

— 1) = 200 ps

ALISTIRMALAR YE PROBLEMLER

VI1.I. Geometrik dzellikleri tipki bir dig SCHWARZSCHILD alaninin oriji-
ninden gegen (uzaysal) bir diizleminki gibi olan d&nel bir yiizeyin ifddesini tesis
ediniz.
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V9.2, a=a(x'} ve B=B(x') olmak lizere , metrigi
ds? = e2= (dx%)? 4 2 (dx!)? + (dx?)? + (dx3)?
ile verilen bir uzay-zamanda RIEMANN-CHRISTOFFEL tansériinin,
a'—afB +a?=0
olmasi hilinde, sifir olacagini gdsteriniz,

Ayrica, a ve b ile iki sibiti g&stererek, efer
1
a=—2—!n(a+bx1)=—B

ise uzayin OKLIiTsel olacagini kanitlayiniz.
Vi3. A>0, B>0, C>0 ve D >0 olmak iizere
ds? = A (dx%)2 — B (dx1)? — C (dx%)? — D (dx?)
seklindeki bir metrige tekaabiil eden CHRISTOFFEL sembollerini ve A = 0 olmak
Uzere alan denklemlerini hesaplayiniz.

V1.4. Ne gibi bir enerji-impuls tansdrinin
ds? = ¢? dt? — e*® (dx* + dy? 4 dz?)
seklindeki bir uzay-zamana tekaabill edecegini hesaplayiniz.

VL5. SCHWARZSCHILD yay elemanint dyle bir koordinat sisteminde ifade
ediniz ki do? = dx® 4 dy? + dz? = dr? + r? df2 + r?sin20 do? olmak lizere

ds? = A(r) (dx%)% — B(r) do?
olsun (izotropik ya da esydnsel koordinat sistemi).

VI.6. SCHWARZSCHILD metrigi igin \/;_g yi ve bunun tekil noktalarini
hesaplayiniz.

VL7. SCHWARZSCHILD yay elemanini kozmolojik sibitin sifirdan farklt ol-
dugu hil igin ¢dzip A nin Merkiriin perihelinin hareketine katkisini tartiginiz.

V1.8. V.Bolimde bir ilk yaklasikhikta ve zayif gravitasyon alanlar1 g6z éni-
ne alindifinda klasik anlamda kuvvetin F* = — 3, (c?g,,/2) ile verildigi tesbit edil-
misti [bk. (V.2.9)]. Bu kavramdan hareketle ideal bir akiskandan olugan homogen
bir kiire igindeki bir test tinecigi lizerindeki kuvvetin yaklagik ifidesini tesis edip
tarusiniz.
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VL9. 3a) e"‘zl—zm(r) oldugunu géz 6niinde tutarak
r
1 1 A 1 8nG
——2m()) = —— | — =
L @) (rz r) ==

yazitabilecegini ve dolayisiyla, r = 0 da m = 0 almak sartiyla, m(r) nin r yarigaph

kiire iginde
n G 4
m(r)mj dm =—-—f4‘n:rzpdr
2
0 0

seklinde ifade edilebilecegini gdsteriniz.

b) Bu sonugtan yararlanarak ve (V1.3.10) denklemleri araciligiyla basincin r ye
gére tiirevinin ifidesini tesis ediniz (TOLMAN-OPPENHEIMER-VOLKOFF denklemi).
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VII. BOLU M Onlar O'nun Ilminden ancak O’nun istedigi

kadarim kusatahilirler,
KUR’AN (I1; 255)

GRAVITASYON
RADYASYONU

(VILI) ZAYIF GRAVITASYON ALANLARI YAKLASIKLIGI

Gegen boliimde incelemis oldugumuz ig ve dis SCHWARZSCHILD c¢éziimleri
GRT’nin alan denklemlerinin tam ¢oziimleriydiler. Ancak, bu alan denklemleri-
nin lineer olmamalary dolayisiyla, baska tam g&ziimlerin elde edilmesi olaganistii
gli¢ bir matematik problem tegkil etmektedir. Biz bu paragrafta alan denklemle-
rinin ¢6ziimiine bir pertiirbasyon yéntemiyle yaklagsmay: deneyecek ve bu yoldan
elde edilen ¢6zimlerin &zelliklerini ortaya koyacagiz.

Bir pertiirbasyon yénteminin uygulanabilmesi igin, géz énine aldigimiz gra-
vitasyon alaninin gok zayif bir alan oldugunu ve T, enerji-impuls tansdriiniin
temsil ettigi madde ve enerji dagiliminin sebep oldugu g,, RIEMANNsal metri-
ginin de 1,, MINKOSWSKI metriginden, |7,,] < |n,,| olmak {zere, ancak

Gov— TNy = Yuv (veyd : g% — ™ = — ¢*) (Vi1.1.1)

kadar fark ettigini kabul edecegiz. Buna gére v, ler, biitiin ikinci mertebeden ifi-
deleri ihmal edilebilen ve p ile v indislerine gére simetrik olan tansérel biyiik-
luklerdir. Uzay-zamanin geometrik temelinde MINKOWSKI metrigi oldugunu ve
ortaya ¢ikan gravitasyon etkilerinin ise bu metrigin birinci mertebeden sonsuz
kiigiik pertirbasyonlarimi olusturduklarint kabul ettigimizden v,, tansérintn in-
disleri Gizerindeki buitiin islemler de tabiidir ki hep n,, MINKOWSK] teme! tanséri
aracithigryla olacaktir. Buna gére

7 =1" 1., }

; (VIL.1.2)
Y =7Y,=1" Yu

dir. Buna binden g,,= m,, + v, alanina tekaabil eden ikinci cins CHRISTOFFEL
sembolleri ile RICC/ tansdriiniin ifidelerinin ise

i38
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1
F:v = “2“1 T]kp (auyﬁ‘-‘ + aV‘Y;AD - aQ'Y'J.V) +O('Yz) (VII.1.3)
Ruv = avr;:u - alrav + O(Yz) (VII.I.4)

sekillerine indirgenmis olacaklari kolaylikla saptamr, ikinci mertebeden terimler
ihmil edilerek de bu son iki ifaideden

Ruv = avF:u"_aAF;v

1
__2"'_ [ avau. T]?‘p Ylp— avap Tllp Youn— a?gau T]M va + (T]?‘p 8?«89) Yuv :|

1

- 0 027, + — | 8.9y i_aualyi]
g

2

2y — [(a 8, 7' ——Stauaw)—k(avawz——%azavan)}

[

1 1 1 1 A
E_Dzyuv_?augal (7:—"{8:7)%_78\0381 (Y;—Tsa'}')z
(VIL1.5)

bagintis: elde edilir. Bu ifidede eger sag yandaki 2. ve 3. terimler sifir olmus olsa-
lardi bu takdirde alan denklemleri olarak elimizde

1 8nG 1
?’ Dzyuv:Rgv__—— o (Ty,v""“TT]uy T) (VII.I.G)

gibi zarif bir ifide kalmis olacaktr.

Alan denklemlerinin ¢dziimiinde 10 adet g,, yi tiyin ederken 4 serbestlik
derecemiz oldugunu ve bundan dogan belirsizligin de denklemlerin &zel bir koor-
dinat sisteminde ¢dziilmesiyle ortadan kaldirilabilecegini § (VI.3) den bilmekteyiz.
Buna binien de zay!f gravitasyon alanlari ¢oziimiinde koordinat sarti olarak

al('y;—-—;‘—Sz'y)=0, (c=0,1,2,3) (VIL.1.7)
vaz etmemiz iyi bir segim olacaktir; ¢linkii bu 4 denklem ¢dziimdeki belirsizligin
ortadan kaldiriimasina yetecegi gibi alan denklemlerinin (VIL.1.6) sekline indirgen-
mesini de saglayacaktir.

Simdi (VIL.1.7) koordinat sartinin neye delilet ettigini anlamak {izere &nce
(VI1.1.7) denklemlerinin 11** ile garpildikiarinda bozulmayacaklarina dikkati ge-
kelim. Buna gére
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) c 1
0=n5"81("/3~———527)= 1’ (a?c.«g— ?ady)

1 . 1 .
= 7’0’”‘ @373 3a7) = - 1% (3.7% + 3,72 — 3,7

arnl 1 ao
== 1] * ? T Tla (aaYRG + aJ\'Yom'_ ac‘Y:z}\) i

= re - (VI11.1.8)

olacaktir. Bu sonug (VIL1.7) koordinat sartinin §(V.3) de ithdl edilmis olan harmo-

nik ya da izoterm koordinat sarti diye bilinen koordinat sartina denk oldugunu

gostermektedir. Buna gére harmonik koordinatlarda problemimize tekaabil eden
RICCI tansorii de

1
Roy=— 0% Yo (VIL1.9)
seklinde lineerlestirilmis olmaktadir. Bu ifideden hareketle R skaler egriligi igin

R=1""R,, = —12— 2y (VIL1.10)

yazilabileceginden alan denklemleri de

1 1 1 87G
Ruvwa—nuvR—:—-i-—-DE(T“V—E—T]HV’Y):—'C_“' TIJ.\’ (VII-I.}.I)
ya da
v — L) e 287G (VIL1.12)
v 2 v ct v

sekline girmis olurlar. Bu denklem, elektrodinamikte gecikmis potansiyellerie il-
gili olarak karsilasilan genellestirilmis POISSON denklemi cinsinden lineer bir
denklemdir. (VIL.1.12) nin ¢dzimiiniin,

1 ..

<p"’:=y:——2— 8y (VIL.1.13)

i Tf(r';t—m———lr“':—l—)
PP = — < d3r’ (VIL1.14)
Yoot lr—r’|

vaz ederek,
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seklinde oldugu gosterilir [1,2]. @ biyiklikleri zayif gravitasyon alanini temsil
eden y,, lere (VIL.1.13) aracihfiyla bagli olduklarindan, (VIL.1.14) ifadesi, T* kay-
nak fonksiyonlar: tarafindan Gretilen gravitasyonel pertiirbasyonun ¢ 151k hiziyla
yayilmasini yansittigr seklinde yorumlanir. Gravitasyonel pertiirbasyonun tipki
elektromagnetik radyasyonlarin gergekledikleri bir yayilma denklemine denk bir
denklem uyarinca yayilmasi ¢ogu kere bir gravitasyon radyasyonundan séz e-
dilmesine sebep olmaktadir.

$imdi gravitasyon pertiirbasyonuna sebep olan madde kaynaginin T¢=pc? U*U,

seklindeki bir enerji-impuls tanséri araciligiyla temsil edilebildigini ve bu tansériin
de kdsegensel oldugunu varsayalim. Buna gére (VIIL.1.13) ve (VII.1.14) aracihigiyla

4G fff|r[1ur|d3’
= Y+4fof|ri]r| &3’

4G

ve buradan da

paal
le 3y’ (VI1.1.15)

[r—r"]
bulunur. [...], ile, késeli parantez igindeki ifidenin zamana baghliinmn

r—r'
g r—=r]
4

seklinde olduguna isiret ediimektedir.

(VIL.1.15) ifadesinden statik y&ni zamana bagh olmayan kaynaklar igin

2G p(r’) ,

olacag anlagilir. Bu takdirde (1.1.10) ile (VIL.1.16) karsilastirifacak olursa, g6z &nii-
ne almis oldufumuz zayif gravitasyon pertiirbasyonunu temsil eden y% biyiklik-
leri ile klasik @ NEWTON gravitasyon potansiyeli arasinda

20
vg-—"—v}=—v§-——--—v3"-§-
ve kezd
20 20
'Yoo:“c’i s YTn=Yn="Yn= ;{

bagintilari bulundugu gérilitr. Bu sonuglara gore zayif gravitasyon alanlari igin
metrik
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ds? = (1 + Zc—cf ) (dx0)? — (1 — 3‘1’) [(dx!)? + (dx®)% + (dx3)?] | (VILL.17)

c?

seklinde olacaktir.

(Vil.2) DUZLEM GRAVITASYON DALGALARI [3-4]
Simdi maddenin disinda gravitasyon pertiirbasyonlarinin (VIL.1.9) ve (V.2.16)

ya goére
Oy =20 (VIL2.1}

denkleminin ¢dziimleri olduklarina igiret ettikten sonra bu dalga denkleminin
1
3.1, — 5 hr= 0 (VIL1.7)

koordinat sartlarina uyan diizlem dalga ¢6zimiiniin &zelliklerini aragtirmak is-
tiyoruz.

(VI1.2.1) denkleminin diizlem gravitasyon dalgast seklindeki genel ¢éziimii
Y,,(x% X1, X2, x%) = A, exp (ik,x") + AY, exp (— ik,x") (VIL.2.2)
seklindeki dzel ¢éziimlerin bir lineer kombinezonu olmahdir. (V11.2.2) nin (VIL.2.1)
dalga denkleminin bir ¢ézimi olabilmesi igin
k,k*=0 (VII1.2.3)

ve (VIL1.7) koordinat sartina uyulmasi igin de

k, A, = —;—.— k, Ai (VIL.2.4)

bagintifarinin gegerli olmalari gerektigi kolaylikla gérilir. Buna gére gravitasyon
dalgalarina tekaabiil eden do&rtlli dalga vektdriiniin stk cinsinden bir vektér ol-
dugu anlagtimaktadir.

Y. lerin simetrik olmalari A, lerin de simetrik olmasi sonucunu dogurur.
4 % 4 seklindeki bir matris aracilifiyla temsii olunan simetrik bir matris genellik-
le 10 bagimsiz degiskene sdhiptir, A,, s6z konusu oldugunda, (VIL.2.4) bagintilars
dolayisiyla, bu sayi 6 ya indirgenmektedir. Ancak A , tansériniin yalnizca 2 bileseni
fizik yoninden anlamli serbestlik derecelerine tekaabiil etmektedirler. Bunu
gosterebilmek igin &nce, £ ile, 3.,&" en gok y,, mertebesinde olacak sekilde bir
parametrik vektéril gdstermek Uzere,

X = x™ = x4 (0 xL, X2, x%) (VIL.2.5)
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seklinde genel bir koordinat déniisimii yapalim. Metrik tansériin bu yeni koor-
dinat sistemindeki ifidesi

g™ — g 9.x" 9.x"
dir; ancak, dogrudan doZruya hesap yapmakia kolayca goérilecegi iizere
gy =" —y" (VIL2.6)
yazilabilecefinden yeni koordinat sistemindeki v™ ler igin
Y =y — 1 9, — 1™ 8,

ifidesi elde edilir. $u hilde eger v,, ler (VIL2.1) in g6zimleri iseler, g, = e'n,,
ler 3,8« 1 olacak sekilde x* koordinatiarinin keyfi fonksiyonlari olmak izere

Y, = Yuv— 0uE — .8, (V11.2.7)

ler de ayni denklemin bir bagka ¢&ziim{i olacaklardir. Alan denklemlerinin bu &-
zelligine @yar invaryansi adi verilir,

Simdi (VI1.2.5) koordinat déniisiimini, &= €"(x% x!, x%, x7) leri
" = iB* exp (ik,x") — iB¥ exp (-~ ik,x") (VI1.2.8)

sekline segerek yapugimizi disinelim. Bu takdirde zayif gravitasycn alaninin met-
rigi de

By =T T Y => &, =T +7,
sekline dénigmiis olacaktir. (VI1.2.8) | (VII.2.7) ye vaz ettifimizde
Y= (Au -+ kB, -+ k,B,) exp (i x™ + (A -+ kB, - kB ¥ exp (~— ik,x")
= oF,, exp (ikx"} + o7, exp (— ik,x") (V11.2.9)

bulunur. Gravitasyon dalgast, bu yeni bigimiyle dahi, (VII.1.7) ile veriimis olan ko-
ordinat sartint gerceklemektedir. Buna binien keyfl dért adet B, parametresinin
varligina ragmen A,, lerile

&, = A, + kB, + kB, (VI1.2.10)

lerin ayni bir fiziksel hile tekaabill etmekte olacaklar: anlagiimaktadir, Bundan
stiirti de (VIL.2.3) ve {VIL.2.4) i gergekleyen A, lerden ancak 6 — 4 = 2 si fizik
ydniinden anlamlidir. Bu da ziten gdstermek istedigimiz sonugtur.

Simdi de dalga yayilim vektérini

Kl—k2=0 , KB=k"=k>0 (VIL.2.1)1
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se¢mek siretiyle 4z ler yéniinde ilerleyen bir gravitasyon dalgas: gz 6niine ala-
[rm. (V11.2.11) verileri gergevesi iginde {(VI1.2.4) araciligiyla

Ay + Ay =Ap +Ap=0
1
A33 + Aoa = A03 —Aoo = ? (An + Azz -+ A33 — Aoo)

olmast gerektigi tesbit edilir. Buradan hareketle de A, ve A,, yi diger 6 adet A
cinsinden belirlemek mimkin olur :

1
A =—Ay s Ap=—Ayn, Ay=— —2“ (Asy + Age) s App=—A, (VIL2.12)

A,, niin bu 6 bagimsiz bileseni (V11.2.5) gibi bir koordinat dénistimiinde (VII.2.10)
ifideleri gibi degiseceklerdir :
A= An = Apy l
Mls _ A13 '|— kBI M23 = A23 -—}— sz (VI].2.13)
3y = Ay; + 2k8, A go = Agy— 2kB, J

Su hilde bu bagimsiz 6 bilesenden ancak ikisinin A}, ile A,, nin mutlak bir fiziksel
anlami haiz olduklari, yani yapilan kcordinat déniisiminde sekil ve dederlerinin
invaryant kaldigr gorilmektedir. Nitekim

Al Ay, A Ago

B, = = 13 B, — —73, By = — 3 B -9 VIL2.14
! k 2 k 3 2k 2k ( )

segmek slretiyle o7, , of,, ve &7, =— &7, hirig bitin &7, bilesenlerini sifir
kilmak miimkiindiir, Buna gére .o7,, matrisinin izinin sifir oldugu ve, bir matrisin
izinin tekil olmayan doniisimlerde invaryant kalmasindan &tiirti de, A, nitn izi-
nin de sifir oldugu ortaya ¢ikmaktadir,

Ayrica B parametrelerine (VIL.2.14) degerleri verilmesiyle ortaya ¢ikan du-
rum da, (VIL.2.13) araciifiyla, A;; ve A, nin nigin mutlak bir anlami haiz olduk!a-
rin1 daha belirgin bir bigimde sergilemektedir.

A, tansorinin bilegenleri arasindaki farkhhgi daha da iyi ortaya koyabilmek
amaciyla géz éniine alinan koordinat sistemini z-ekseni etrafinda bir § acist kadar
bir rotasyona tdbi tutalim. Rotasyon tansériini ©,, ile gbsterirsek bunun bili-
senleri

B! = cos ®% =sin§
B! = —sin ®7 = cos (VIL2.15)
8] =0)=1 diger @ =0
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dan ibiret olacak ve ®,, ye gére k, invaryant kalacagindan (yéni @: k, =k, ola-
cagindan) bu rotasyon A, yi

oy, =0, 07 A, (VIL.2.16)

ya ddnlstlirecektir. Kisaltmak lizere

Ai =A,FiA,=—A,FiA, (VIL.2.17)

B, =A, FiA,=—A, +=iA, (VI1.2.18)
vaz edilecek olursa miitekaabil dénismis ifideleri

. =exp(x=2i0) A,

%, —=exp(Xxib)B, (VIL2.19)

33 =Asz 5 A gy = Agg
sekline sokmak miimkiin olur.

Genellikie belirii bir eksen etrafinda 0 kadar bir rotasyona tibi tutularak
donistiirtlen bir dizlem dalga eger

¥ = ey (VI1.2.20)
seklini alirsa bu takdirde séz konusu dalganin helezonfuk derecesi h dir denir,

Boylelikle bir diizlem gravitasyon dalgasinin, helezonluk derecesi 2 olan
A, kisimiari ile helezonluk derecesi 3= 1 olan B, kisimlarina ve bir de helezon-
tuk dereceleri sifir olan A;; ve Ay, kisimiarina ayrilabildigini géstermis olmaktayiz.
Ancak yukarida da géstermis oldugumuz gibi, helezonluk dereceleri 0 ve =1
olan kistmlari uygun bir koordinat sistemi segimiyle daima ortadan kaldirmak
mimkindr. Bu itibarla fizik acisindan anlamli bilegsenler helezonluk dereceleri - 2
olanlard:r. A, lere de helezonluk genlikleri ad: verilir.

A, tansérii ise poldrizasyon tansérii diye isimlendiriimektedir. h hele-
zonluk derecesi ayni zamanda dalganin spinini de gdsterir. Bu duruma gore gra-
vitasyonun, spini 2 olan dalgalarla yayildig: séylenebilir.

(VI1.3) KORESEL SiMETRIiLi, ZAMANA BAGLI GRAVITASYON
ALANLARI: BIRKHOFF TEOREMI

§ (VI1.2) de kilresel simetriyi haiz M eylemsizlik kitleli bir cismin digindaki
statik gravitasyon alanini incelemistik. $imdi ise boyle bir cismin digindaki zamane
bagh gravitasyon alanini incelemek istiyoruz.
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Bu itibarla R,,= 0 seklindeki alan denklemlerini ¢dzmek fizere §(V.1) de,
simdi géz oniine aldifimiz hal igin tesis ettifimiz ds? ifidesine dénelim:

ds? = ' (dx°)* — r2 (dB* + sin20 dep?) — e dr2, (VIL3.1)

Buna dayanarak ve (VI.2.1) formiilt aracilifiyla RICCI tansériiniin bilegenleri ko-

laylikla hesaplanir. 3f/or = f” ve 3f/3x° = f kisaltmalarini yaparak alan denklemleri
icin

’2 o’ ! '.- v v _.
0=R00=%%(v”+v Ay +2”)e‘“"——[l +M]§ (VIL3.2)

2 2 r 2

1 w2 2\ - X()L-——-%;) .
0—R, = LG e V2 MV WL Gtk § RS RV R B
i 2§(v+2 2 r)+[+ 2 ]e % ( )

R _ 2° . A o= 2

0 =R, =—22 —___(re ) — ——(In]sin@|)—re? -

- 267" — cotg? 8 (VIL3.4)
0 =R, — % (VI1.3.5)
0 =R, =Ry, =R, =R, =R, (VIL3.6)

ifadeleri bulunur.

(VIL.3.5) den A = A(r), yani A nin zamana bagh olmayip yalnizca r nin fonksi-
yonu oldugu sonucu gikmaktadir. A = 0 olmasi dolayisiyla (VI11.3.2) ve (VIL.3.3)
denklemleri

v’ —_ — =10
+ 2 2 + r
vi2OAY 2N
v —_ — =20
T 2 2 r

ifidelerine indirgenir. Buradan ise
AM4+v =0

bulunur. A = A(r) oldugu goz éniinde tutulur ve f(x% ile de bir integrasyon sébiti
gosterilirse (VIL3.7) den r ye gére integral alarak

— A(r) = v(x%r) — f(x%) (VI11.3.8)

olur. Ancak eger x degiskeni yerine
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x0
X0 = f exp[—f(x%),2] dx°

0
déniisiimi aracilifiyla ithil edilen x° degiskeni alinacak olursa (VI1.3.8) deki in~
tegrasyon sabiti sifir olarak alinabilir. Buna gére (VIL3.8) ifidesi de

— A1) = v(x°, r)
sekline indirgenmis olur. Fakat A = A(r) seklinde oldugundan bu fonksiyonel denk-
lemden, v nin '
v = (r)

seklinde yalnizca r ye bagh olmasi gerektigi ve dolayisiyla da

— A(r) = v(r) (VI1.3.9)
sonucu gtkar.

(VIL3.7) dolayisiyla (VIL.3.4) den de
(re ) =1
ya da —2M ile bir integrasyon sabitini gdstererek

M
e =eW=1]—"— (VI1.3.10)

r
oldugu sonucu ¢ikar. Problemin bundan sonraki kismi §(V1.2) de dis SCHWARZ-
SCHILD ¢dziimiinii tesis ederken M nin tdyininde izlenen adimlara gére kolaylikla
¢ozilir ve neticede M kitleli, kiiresel simetriyi haiz bir cismin digindaki zamana

bagh gravitasyon alanina tekaabil eden metrigin, aslinda,

2
ds2 — 1 —2M (o — 2 (42 - sin®0 dg®) — — 90— | (vii3.11)
ey | _2GM
c*r

ile verilen, bilesenleri zamandan bagimsiz dis SCHWARZSCHILD metriginden
bagka bir sey olmadig belirlenmis olur. $u hdlde : bog uzayda kiiresel simet-

riyi haiz bir gravitasyon alam zorunlu olarak statiktir ve metrigi de dis
SCHWRAZSCHILD metrigidir.

BIRKHOFF (1884-1944) teoremi diye bilinen bu sonuca gdre meseld kiresel
simetriyi haiz bir gok cismi radyal yénde peryodik olarak ve kiitlesi degismeden
genisleyip daraliyor olsa, cismin igindeki gravitasyon alaninin zamana bagh ola-
rak degismesine karsilik cismin disina hig bir gravitasyon radyasyonu vukuu bul-
mayacak demektir.
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BIRKHOFF teoreminin daha genel ve matematik yoniinden daha tam bir ispat
W.B.BONNOR tarafindan verilmistir [3].

ALISTIRMALAR VE PROBLEMLER

VIL1. Zayif gravitasyon alanlari yaklagikhiinda alan denklemierinin ¢dzimi
sonucu elde edilen metrigi goz 6ninde tutarak, gravitasyon alamini doguran et-
kenin m kitleli ve R yarigapl bir cisim olmasi hilinde

1) bu gravitasyon alanindaki 151k hizinin, r ile cisme olan radyal uzakli gos-
tererek

V,=c (1 _ZG‘")

c3r
oldugunu gdsteriniz;
2) bu metrife gére dolanim bagtna perihel noktasinin ilerlemesinin

gq,=2-n;_ET_
cla(l — &%)
radyan; ve

3) 1sigin s6z konusu cismin yakinindan gegerken miruz kaldigi maksimum
sapmanin mikdarinin da
__ 4Gm

c’R

A=|2a]

olacagini gosteriniz.
Buldugunuz bu degerleri SCHWARZSCHILD ¢éziimiininkilerle karsilastirimz.
VIl.2. Elektrodinamikte vektdrel potansiyelin
%A, =0
dalga denklemini ve
3,A" =0

LORENTZ dyar sartimi gergekledigini gz 6nilinde tutarak dizlem elektromag-
netik dalgalarin spinlerinin 1 oldugunu gésteriniz.
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(VII.]) GEODEZIKTEN SAPMA VE JIROSKOP TESTI

GRT cergevesi icinde 6nemli bir arastirma alani da teori tarafindan biri gra-
vitasyon alanindaki bir jiroskopun dénme ekseninin dogrultusunun maruz kalacagr
degisimdir. Digeri ise gegen bdéliimde hig degilse teorik olarak var oldukiarim
tesbit ettigimiz gravitasyon dalgalarinin somut bir bicimde deteksiyonudur.

Bu paragrafta incelemek istedigimiz gravitasyon alaninin bir jiroskopun dé&n-
me ekseni lzerindeki etkisi daha 1919 da j.A. SCHOUTEN tarafindan &ngériilmiis
[1] ve ilk defa da Arzin kendisi igin 1921 de A.D.FOKKER tarafindan hesaplanmis-
tir {2]. FOKKER, bir jiroskop gibi kabul edilebilecek olan Arzin dénme ekseninin
Giinegin gravitasyon alaninda yillik 07,019 lik fazladan bir presesyona tibi olmasi
gerektigini ve bunun, m{tad presesyonun aksine, eger Arz milkkemmel bir kire ol-
sayds bile gene de mevcld olmaga devam edecegini géstermistir.

Arzin kendi ddnme ekseni etrafindaki hareketiyle siiriikienen bir jiroskopun
davraniginin teorisi ise itk defa 1960 da L.I.SCHIFF tarafindan yapiimistir [3]. Klisik
NEWTON mekanigine gére boyle bir jiroskopun kendi ddnme ekseninin yéniiniin,
siirtinmeden ve yapisal simetrisizliklerden sarf-t nazar edilirse, sabit (!) yridizlarin
belirledikleri eylemsizlik sisteminde invaryant kalmasi gerekmektedir. Halbuki
Genel ve Ozel Rolitivite Teorilerine gére jiroskopun dénme ekseni ¢ etkiden
otird bir presesyon arz edecektir. Bu etkiler kisaca séyle 6zetlenebilirler :

a) Jiroskopun Arzin kendi ekseni etrafindaki rotasyonuyla siiriiklenmesi es-
nisinda ekseninin ydniinin, bir vektdrin bir gravitasyon alanindaki paralel Ste-
fenmesi kuralina uygun olarak bir davranisi bulunacaktir. Béyle bir gravitasyon
alaninda RIEMANN-CHRISTOFFEL tansdriiniin sifirdan fark! olmast sebebiyle (IV.
2.34) ifadesine binden, Arz kendi ekseni etrafinda tam bir devir yaptigi zaman ji-
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roskopun dénme ekseninin y&ni bir devir &nceki y&niyle gakisik olmayacaktir.
Bu etkive geodezikten sapma etkisi ya da geodeziksel presesycn olayi adi
verilmektedir.

b) Rotasyon hilindeki bir kiitlenin yakininda her eylemsizlik sistemi, kiitle-
nin haiz oldugu agisal hizin kiigiik bir kesri kadar bir hizla siiriiklenir. Buna LENSE
-THIRRING etkisi ya da presesyonu denir [4, 5].

) Gravitasyon alanindan sarf-t nazar edilse bile bu sefer de @RT’nin sonug-
larmna goére Arz lzerindeki bir jiroskopun dénme ekseni THOMAS presesyo-
nuna [6, 7] miruz kalacaktir.

Arz lzerinde ekvatorda bulunan ve dénme ekseni de Arzinkine dik olan bir
jiroskop igin Ug olayin herbirinin yilhk etkilerinin yaklagik oclarak 07,4 lik aynt bir
degere esit oldugu hesaplanmistir. Arz etrafinda dolanan yapay bir uyduya yik-
lenmis bir jiroskop géz dniine alindiginda ilk iki olayin etkileri ¢ok daha kigik
olmakta; lstelik b&yle bir uydudaki jiroskopun dénme ekseni THOMAS preses-
yonuna tibl olmaktadir [8].

Simdi geodeziksel presesyon olayini incelemek {izere Arzin etrafinda dairesel
bir yériinge lizerinde dolanan bir jiroskop gbz éniine alacagiz. Bu takdirde m ile Ar-
zin kiitlesini géstererek ve Arzin civarindaki gravitasyon alaninin dadis SCHWARZ-
SCHILD metrigi ile temsil edilecegini gdz 8niinde tutarak (V1.4.8) ve (V1.4.9) denk-
lemleri

;’i =8 H= sy (VIILLI)
s r
0
ddi _ ke = —-’_‘ﬁ; (k — sabit) (VIIL1.2)
S 1—
c*r

sekline girerler. Ayrica yapay uydunuri yériingesinin dairesel olmasi sebebiyle
dr/ds = dr/dp = 0 clacagindan (V1.4.10) ve (VI.4.14) denklemleri de

2 2G
p_2em\ e g 26m (VITL1.3)
ckrj r* 2r
1 Gm 3Gm 1
— = — VIIL.1.4
r c2H? ™ cz r? . ( )

den ibdret olurlar. Bu son iki ifideden H ve k nin degerleri kolaylikla tesbit edilir
ve



152 » GRT'NiN DIiGER TESTLERI

G ,_26m
c? c?r
H — ——5Em e R — (VIII1.1.5)

] —

3Gm
& ==

bulunur. Buna gére uydunun ve dolayisiyla da jiroskopun Arz etrafinda x® koordi-

natina gére Q) agisal hizi
d dp d
= D \/ (VIIL.1.6)
dx? ds dx° c?r?

olur. Uydunun ydériinge dizleminin 8 = =/2 ile belirlendigini varsayarsak, haiz
oldugu dortlii hrz vektdriinin de

_ 1
3Gm
\/1 oo
dan ibiret olacagi kolaylikla tesbit edilir. Ote yandan bir geodezik egrisi iize-
rinde paralel 8telenmeye tibi N° gibi bir vektérin (1V.2.18) e binfen
dN? d '
+ N0 (VII1.1.8)

ds Y ds

(1, 0, 0, Q) (VIL1.1.7)

denklemini gergekleyecegini bilmekteyiz, §imdi uydunun tasidi§i jiroskopun dén-
me eksenini N° vektdriiyle gésterelim ve bu vektdrin uydunun hizina dik bir
sekilde yonlenmis oldugu hali yani
d
g N U =g, N* dx 0 (VIIL1.9)
s
hilint géz &nine alalim.

(VI11.1.8) denklemleri agik¢a yazilirlarsa, pn == Gm/c* vaz ederek,

dN® o 1
—t 2. ———— NW° =20 (VIH.I.IO)
ds oy _2U-

1
dN (1 ) Noye — ( _%_i{) rNUP=0 (VIIL.1.11)
r
sz
=20 (VIII.1.12)
dN3 Niys3
— =0 (VII1.1.13)
ds r

olur. Burada (VII1.1.12) ifidesi hemen integre edilebilir ve N2 = sdfit bulunur.
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Ote yandan (VIIL1.9) ile verilmis olan jiroskopun ekseninin, ySriingesi iizerin-
de haiz oldugu hiz vektériine dik olmasi sartindan

2
N QP LSV (VIIL1.14)

(=)

oldugu bulunur. (VIIL1.14) ifidesi (VIII.1.10) ve (VI1.1.13) ¢ yerlestirildiginde bu
son iki ifidenin dzdes olduklar: gézlenir; aynt ifadeyi (VIIL.1.11) yerlestirmekle de
dN? QrN3

=" (VIIL.1.15)
A

bulunur, (VIIL.1.13) ifadesi ise, (VIIL.1.7) ye binden U3 = QU° oldugu géz &niinde
tutularak yeniden yazilirsa

?d (rN*) + QUONT =0 (VII.1.16)
s

olur. (VIIL1.15) ve (VIIL.1.16) denklemlerinin ¢&ziiminin
UON! = sin Qs
rN? = cos Qs

ile verildigi kolaylikla tahkik edilebilir. Bu ¢dziim N! ve N3 {in N2 nin etrafinda
Q = deo/dx? acisal hiziyla bir presesyona miaruz kaldikiarina isiret etmektedir.

Ote yandan uydu ve dolayisiyla tasidid) jiroskop U°Q ya esit bir agisal hizla
devretmektedirler. Bu itibarla jiroskopun eylemsizlik eksenleri de, pozitif ¢ ler
yoniinde, (U — ) agisal hiziyla sonsuzdaki eylemsizlik eksenlerine nazaran
bir rotasyona tibf olacakiardir. Buna gore jiroskopun eksenlerinin dénme peryo-
du efer T ile gdsterilirse agisal hizin == 2x/T olmasina karsilik uydunun agisal
hizi: U°Q > Q oldugundan, aynt T zamaninda uydunun eksenlerinin siipiirecegi
agl da 2w den blyiik olacaktir. Aradaki agI farki, radyan cinsinden, 8¢ ile goste-
rilirse ve 8¢ « 1 olmak izere

1_ 0 ueQ zuon(l_ag)

= = ve 1
T 2 T 27 -+ 8¢ 2 2

olmak gerekir. Buradan da

Ep=12mn (1 — 515_) = 2T (1 — \/1 —BE) = 3m _ 3mom (VIIL.1.17)

r c2r

bulunur.
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rel alanlarin etkilerine bagli) diipediiz arizi bir raslanti olabilir. Bu arizf raslantilar
probabilite teorisi araciliiyla ve telekomiinikasyon mithendisliginin standart baz
yontemlerini uygulayarak bir bilgisayar eleyebilmektedir [10].

WEBER 1969 dan itibaren her iki detektdriinde de yiiksek genlikli pulslar ara-
sinda o kadar ¢ok koensidans olayi gézlemis bulunmaktadir ki bunlarin drizi ras-
lantilar olmalari ihtim3li olaganisti kigiktiir. Bunlarin gravitasyon dalgalarindan
baska etkenlerin eseri olabilecekleri ihtimilini sinamak Uzere tdbi tutulduklart
sayisiz testlerin sonucu, bu koensidanslarin kékeninde o zamana kadar bilinen et-
kenlerin hi¢ birinin bulunmadigina hitkmedilmesine yo! agtifindan WEBER, b&yle-
likle gravitasyon dalgalarinin etkilerinin ilk defa gézienmis olduguna hikmetmigtir.
Ancak, bu etkiyi dogurdugu kabul edilen gravitasyon dalgalarini Gireten kdkenin
eksiksiz idantifikasyonu ayri bir sorun teskil etmektedir. Gravitasyon dalgalar:
detektdriniin teorisi (bk., meseld, [11 - 14]), boyle bir detektériin farkh dogrul-
tulardan gelen ve farkli poldrizasyonu haiz gravitasyon dalgalari igin farkli duyar-
lihg haiz olacagint ve bu duyarliligin antene dik olarak gelen dalgalar igin mak-
simuma erisecegini &ngérmektedir. Eger 0 dalganin gelis dogrultusu ile antenin
normali arasindaki agiyt gosterirse duyarliligin 6 ya baghliginin cos?8 ile o-
rantili olacagi gésterilmigtir. Buna gére antenin duyarhligi her ne kadar gelen dal-
ganin dogrultusuna ¢ok keskin bir baghlik arz etmemekteyse de yeteri kadar u-
zun bir siire sirekli gézlem yapmak siretiyle bu 6zellikten yararlanarak gravitas-
yon dalgalarinin kaynaginin yeri hakkinda bir bilgi elde etmek mimkiin olabile-
cektir. Eger bu kaynak yayginhgr bakimindan sinirli ve de Giines sisteminin digin-
da bulunan bir kaynaksa bu takdirde ayni dogrultuda y&nlendirilmis detektérler
tarafindan kaydedilen sinyallerin siddetlerinin yarim yi1ldiz giinliik
bir peryotla degismesi beklenecektir. Nitekim her biri stirekli olarak
6 ay siirmiis olan dért bagimsiz gézlem dizisi sonuglar gergekten de koensidansli
pulslarin siddetlerinin yarim yildiz ginlik bir peryotla degismekte olduklarini
ve bu defisimin Galaksimizin merkezindeki bir muhtemel kaynakla tutarli oldugu
ortaya konmus bulunmaktadir.

Bu pulslar eger gergekten de gravitasyon dalgalarinin sebep oldugu pulslar
ise bu takdirde Af=0,1 Hz lik bir frekans bandi iginde, gelen gravitasyon rad-
yasyonunun ortalama akisinin 0,1 erg/cm?® san mertebesinde olmasi gerekecegi de
tesbit edilmistir. Ote yandan Galaksimizin merkezinin Arzdan yaklagik olarak
2,5.1022 ¢cm uzakta oldugu géz dniinde tutulacak olursa sz konusu frekans arali-
ginda gézlenen bu 0,1 erg/cm? san lik radyasyon akisi, Galaksimizin yaklagik olarak

2
Mc

yil

- (EE) = 8.10%erg/san = 0,013
dt Af=0,1

Ik bir enerji kaybina ugradigina deldlet etmektedir. Bu ise yaklagik olarak
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dE) _ 1000 M=zc?
dt Jiop N yil

hik bir toplam enerji kaybina delalet eder. Buradan, ve Galaksimizin kiitlesinin 10!
Mg mertebesinde oldufu gdz &ninde tutularak batin Galaksinin 108 yida ti-
kenmesi gerektigi sonucu ortaya gikmaktadir. Bu durumda, ve eger gozlenenler
yalnizca gravitasyon dalgalarinin etkisi ise, WEBER ya Galaksinin gravitasyon rad-
yasyonunun en biyik kisminin nesredildii frekansin Gzerine tesidifen dismius
ya da akil almaz derecede kudretli bir yeni enerji kaynag! kesfetmis bulunmaktadir,

Béyle bir enerji kaynaginin timiyle termoniikleer k&kenli olamiyacag) dsikar-
dir; zird termontkleer enerji sitklinet kitlesinin ancak 90,1 lik bir etkenlikle ener-
jiye dénismesini isermektedir. Ote yandan REES, RUFFINi ve WHEELER gravitas-
yon dalgalarinin {remesine kéken olabilecek: birbiri etrafinda dénen ¢ift yildiz
sistemleri, kendi ekseni etrafinda dénen nétron yildizlar), atar yildizlar (pulsar’
lar), bir karagukurun etrafinda dolanan bir gék cismi, SCHWARZSCHILD tipi bir
karagukura radyal dogrultuda diisen bir gék cismi gibi kozmik bazi olaylari géz
dniine alarak bunlardan &tirii iireyen gravitasyon radyasyonunun 1000 pc ve
10 000 pc uzakhiktaki akisini gesitli parametre degerieri igin hesaplamiglardir
([13], s.136-141). Bu hesaplar WEBER’in detekte etmis oldugu sinyallerin, bazi
hallerde, yukarida siralanmig olan kozmik olaylardan bazilarinda yayinlanabilecek
gravitasyon radyasyonuyla tutarh olduklarini gdstermistir.

Ayrica HAWKING, agisal momentumu olmayan fakat aymi M kiitlesine sihip
iki g&k cisminden birinin gravitasyon ¢okiintisi safhasinda iken digerini yaka-
lamasi hilinde agifa gtkacak olan gravitasyon radyasyonunun st stntrinm (2 —/ 2)M
olacagint yani bu héilde kiitlenin enerjiye déniismesi etkenliginin 9460 civa-
rinda olacagini gostermistir [15]. Bu, termoniikleer kdkenli déniiglimiinkinden
600 misli daha yiiksek bir etkenlik demektir.

Ote yandan SCIAMA, FIELD ve REES ister gravitasyon radyasyonuyla olsun
isterse bagka bir mekanizma araciliryla olsun sik@net enerjisinden kaybin Ga-
laksinin genislemesine yol agacagina isiret ederek hidrojenin 21 e¢m lik ¢izgisi (ize-
rine yapilan galismalarin bdyle bir geniglemege deldlet edebilecek sonuglar vermis
oldugunu kaydetmigler ve Giinesin yakinindaki yildizlarin hareketierinden Galak-
sinin son 10° senedeki gravitasyon radyasyonu negri igin {st sinirin ancak 200 M c?
mertebesinde olabilecegi sonucuna varmiglardir [16]. Bu sonugla WEBER’inki ara-
rasindaki uyusmazhk bu enerji meselesi aydinliga kavusuncaya kadar gravitasyon
dalgalari hakkindaki biigilerimizin tam sayilmamasi gerektigini telkin etmektedir.

Gravitasyon dalgalarinin deteksiyonu igin WEBER’in grubundan bagka hilen
A.B.D. nde 3 ayri grup, Moskova’da bir, Roma Universitesinde bir, Bati Almanya’-
da MAX PLANCK Enstitiisiinde bir ve Ingilterede bagka bir grup farkl deteksiyon
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diizenleri gergeklestirerek gézlemler yapmak lizere galismaktadirlar. §imdilik ya-
pilacak en iyi sey biitiin bu gruplarin, yapacaklari gdzlemler ve &lgimler sonunda,
gravitasyon dalgalarinin gergekten de gézlenmis oldugu hususunda bir kanaat bir-
ligine varmalarini beklemekten ibirettir,

ALISTIRMALAR VE PROBLEMLER

VIILI. M kiitleli ve R yarigaph kiiresel bir merkezi cismin etrafinda r yari-
caph dairesel bir yériingeyi haiz olarak dolanan bir uydu géz &niine aliniyor. Bu
takdirde uydunun zamaninin merkezi cismin zamanina oraninin, p == GM/c? ol-
mak Gzere, ilk yaklagiklikta

ds 3w, 8
ds, 2r R

ile verilecegini gdsteriniz.

Merkezt cisim Arz ise ve uydu da Arz yiizeyini yalayarak dolaniyorsa bu ora-
nin degeri ne olur? Bu oran ne zaman 1 e esit olur?
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IX_ BO LUM Non neva, sed nove.

Lédtin atasozii

VARYASYON FORMALIZMI VE
KORUNUM KAANUNLARI

(1X.1) GENELROLATIVITE TECRISININ ALAN DENXLEMLERININ
BiR VARYASYON ILKESINDEN GIKARTILMASI

Bu paragrafta GRT’nin (V.5.15) ile verilmis olan

1 8=G
uv'—?guv R= —_7 pr

R

seklindeki alan denklemlerinin, biri yalmzca geometriye bagh

SgﬁTng\/—gd“x=—-—~ fR\/—gd“x (IX.1.1)
o Q

167G

seklindeki bir S_ aksiyonu ile, digeri de

LB = La(g“v * aoﬁguv)

seklinde yalnizca metrik tansdriin bilesenleri ile bunlarin birinci mertebeden tii-
revlerine baglt olan skaler bir LAGRANGE yogunlugu aracilifryla tanimlanan

5. — L f L V=g d* (1X.1.2)
<
Q
seklindeki bir S, aksiyonunun toplaminin stasyoner olmasi sartinin sonucu ola-
rak da, yani

55 == 85, + 85, =0 = R,,—

1
E gu.‘i R T — _C_4. T{.W
olarak da yorumlanabileceklerini gostermek istiyoruz.

159
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Gerek (IX.1.1) deki gerekse (IX.1.2) deki integraller dért boyutlu dx hacim
elemani izerinden alinmis dért kath integrallerdir. g, lerin kendilerinin ve ti-
revlerinin varyasyonlarinin da £ iginde keyfi fakat Q0 yr simirlandiran I hiper-
ylzeyi lizerinde sifir olduklarini kabul edecegiz. Buna gére S =S 4 S  aksiyo-
nunun stasyoner olmasi

c3
16®G

8§ = 85, + 85, :( )SfR\/:—gd“x—|—85a=0 (1X.1.3)
(9]

demek olacaktir. Once &S, varyasyonunu gdz dniine alalim; R=R,, g" oldugun-

dan
55 = (< SfR\/:g_rd“x
g 167G
Q

C

3 . —_—
- —— f [&R,, ¢ V—g -+ R, 8(" V= g)] d*x (X.1.4)
0

167

yazilabilir.

Bu ifaidede ortaya cikan R,, ve \/— g izerindeki varyasyonlari ayri ayri he-
saplamak lizere &nce (IV.2.19) a gére RY _ RIEMANN-CHRISTOFFEL egrilik tansé-
riniin ifadesinin

R: =—8,1% +a,It — I, I% + 7 I

A G

olmasi dolayisiyla 6RY ~nin da
8Ry = — 0,87, ) + 881, )y — oI, I, — I, &I’ +
+ &I, s +r; 8re (1X.1.5)

A - TV

ile verilecegine dikkati gekelim. Ayrica (IV.1.11) dolayistyla CHRISTOFFEL sembol-
ferinin tansér vasfina sihip olmadiklarim biliyoruz. Ancak eger I' larin I"' 4+ &I
seklindeki artiglarinin bir koordinat dénisiimiinde nasil degistiklerini arastirirsak,
(IV.1.11) araaligiyla, bu dénigim kuralinin

A v -
5Ty, = ore 859X 9%
[-3:1 AV axvz axﬁ axu
seklinde 3. mertebeden bir tansériin déniisiim kuralint yansitmakta oldugu tesbit
edilir. $u hilde I" larin tansér olmamalarina karsilik 81" larin tansdér olduklari
ve dolayistyla da bunlarin, meseld
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VBI¥) = ,(8I%) -+ I 8I7 — I7 81" — T 8I*  (IX.1.6)

seklindeki mutlak tirevlerinin bir anlami oldugu anlagilmis olur. (IX.1.6) gibi ifa-
delerden 9,(37.) seklindeki terimlerin deferleri cekilip de (IX.1.5) e vaz edi-
lirse, sonunda

SR = V,(8T%)—V,(8T*) (IX.1.7)

bulunur. Bu ifidede (. ile ¢ indisleri Gzerinden biizilme yapip geri kalan in-
disleri de yeniden isimlendirerek

8R,, = VV(SF:T) — V.(8I) (IX.1.8)
seklindeki PALATINI denklemi elde edilmis olur [1].

Simdi g = det g,, Gzerindeki varyasyonu hesaplayalim:

ag
og = 80y
g - 2.0 "

diir. Ancak &te yandan da bir kare matrisin determinantinin degeri, A* ile p-
nincl satir v-niincti sOtina tekaabiil eden elemanin kofaktériini gdstermek
tzere, bilindigi gibi
g=) A"g,
n
seklinde bir acilim olarak yazilabilmektedir. Buradan

ag — AI-W
aguv

ve kofaktdriin tanimi dolayisiyla da

og py

= 88
98w

vya da g,g" = 4 dzdeslifinden &g,, 8" + g, 6g" = 0 yazlabilmesi dolayisiyla

6g =g 6g,, =—g8un 08" (IX.1.9)

ve buradan da

Y T 1 A - (=3 F
(" V—g)=8¢"V—g —— £ V— 283" (IX.1.9)

olur. (IX.1.8) ve (IX.1.9) sonuglarina gére (1X.1.4) ifidesi artik
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3 4 < y T B
5= (g )} f 966750 = Vg a1 V=g o5
161G

Q
+f|:Ruv_“%guvR:|\/:—gSgwd4xg
0

3
:( ; )éf Volg" 8l — g™ 8T) V—g d*

16wG
2
+ f [Rm—- % Zuv RJ V— g 8g* d'x % (1X.1.10)
2

sekline girmis olur. Buradaki g* &8I, —g" 8I"’ blyukligi kontravaryant bir vek-

térdiir. Buna (IV.2.14) formiliini uygulayarak (IX.1.10) un sag yanindaki ilk integ-
ralin nihal sekli igin

= f V(g 81— g 81 ,) V—g d'
Q

- f 8.([g" 8T, — g 8T'] \/— g) d'x (IX.1.11)
o

yazilir. Bu son integrant ise bir vektdriin diverjansidir. GAUSS formili aracithgiyla,
) hacmi Gzerinden alinan bu integrali Q yi sinirlandiran X hiperylzeyi Gzerin-
den alinan Gg¢ kath bir integrale doéniistirmek miimkiindGr. Ancak, metrik tan-
sériin gerek bilegenlerinin gerekse bu bilesenlerin tiirevlerinin varyasyonlarinin
X hiperyiizeyi lzerinde sifir olduklari kabul edilmis oldugundan/ = O olacagi
da anlagilmis olur. Buna gére de 85, varyasyonu

3 e
85,=— f [Ru» -—‘;” Zuy R] V—g 8" d' (IX.1.12)
2

167G

den ib3ret olur.

$imdi 5 aksiyonunun varyasyonunu inceleyelim :

I~ " uy
55, $% _‘5’_(&:\'_5_“5)_53“ 4 a(L";/u, 2 s(ggu) dx  (IX.1.13)
dJg P} 98 X
ax*

dir, Bu ifidedeki integrantin ikinci terimi



ALAN DENKLEMLERI ICiN VARYASYON ILKESi x 163

L, V—8) a(ag““) — 8 (3 3lV—29)

a(ﬁg ) ax* 9x a(aga)
ax* X

— g d 3(L,vV—2g)

ax® a(ag )
ax®

seklinde de ifide edilebilir. (IX.1.14) in sagindaki ilk terim bir vekt&riin diverjanss
oldugundan (IX.1.13) de buna tekaabiil eden integral gene GAUSS formiili araci-
ligiyfa, X% hiperylizeyi Uzerinden alinmis bir integrale dénistirilebiiir. Ancak
gerek g lerin gerekse 3,g"" lerin X Gizerinde sifir olmalari dolayisiyla bu integral
de sifir olacakur. Buna binden de g5, varyasyonu

as — i. a(La \/:E) — a a(La \/:;"_g‘) aguv d4x (le 15)
a c aguv BX“‘ a(aguv) .1,

ax”

(IX.1.14)

£

den ibdret olmus olur. Buradaki integrantta késeli parantez icindeki ifidenin ikin-
ci mertebeden bir tansér oldugu asikdrdir, Bu itibarla biz de, T, ile ikinci mer-
tebeden bir tansérit géstermek Uzere,

B(La\/_—_.—g)_ ad a(le_g) “;—]-——Tvvré
ag™ = (ag‘“ ) 2

(1X.1.16)

ax™

vaz edecegiz. Bu takdirde (I1X.1.16), (IX.1.15), (IX.1.12) ve (IX.1.3) U gbz &niinde
tutarak S alsiyonunun stasyoner olmast igin

3 PR
Ssﬁf% ‘ [Ruv—'l_guvR]+E!-Tuv{\/—gsgmd“xzo
Cc
2

167G 2

olmas) gerektigi bulunur. Buradan da, &g lerin g% lerin Q igindeki keyfi
degisimlerini temsil etmeleri 6zelligi dolayisiyla,

c? 1 1
Ryy— — g, R| 4 — T, =0
167:6[“ 2 & ]Tzc g

olmas: gerektigi va da

1 8nG
Rm____z_ngﬁ_.T T (1X.1.17)

C

ifidesi bulunur ki bu da (V.2.15) ile veriimis olan EINSTEIN alan denklemlerinin
aynidir.
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Sg' aksiyonunun varyasyonunu hesaplarken dikkat, eger, buna iliskin Lg LAG-
RANGE yogunlugu iizerinde toplanirsa S, aksiyonunun varyasyonunu hesaplarken
izlemis oldugumuz ydntem araciligiyla, ve (IX.1.12) yi de gdz &niinde tutarak,

Z—f AL vmg) 3l V—g) 5™ dx
axo: (ag:-iV)
d

Ox&

o 1 —
_ R.— L o R|VZg8e" dix
16%[{“ > 8 ]\/ g 8¢

ya da
a(Lg \{,ﬂ’:?g-:) g a(Lg \/-‘__g) . ct _‘_I__ —
og”  ox*  _og"|  16nG R g.R|V—g (1X.1.18)
(o)

oldufu sonucuna varilir.

Boylelikle Genel Rélativite Teorisinin LAGRANGE formalizmine gére formi-
lisyonunu takdim etmis olmaktayiz. Teorinin bir de HAMILTON formalizmine gére
formiile edilmesi, gravitasyon alanlarinin kuvantalastirilmast problemi y&niinden
6énem arz eder. Ancak bu tir bir formiilasyon, bir takim getrefil kavramsal ve for-
mel giglikleri igcerdiginden, derslerimizin kapsami disinda kalmaktadir [2].

(1X.2) GRAVITASYON ALANININ ENER}i-IMPULS
DUZMECE-TANSORU
Ozel Rélitivite Teorisinde enerji-impuls tansériiniin diverjansi, bilindigi gibi
8,7)=0 (1X.2.1)

bagintisint gergeklemekte olup enerji ve impulsun korunum kaanunlarini elde
etmek igin de (IX.2.1} i ¢ uzay koordinati {izerinden yani adi anlamdaki V hacmi
lizerinden integre etmek yeterlidir. Buna gére

._a._ 0 43 ____f aTl aTL:: aTi d3x
3x° fTud X = (axl + 9x2 + 7x3
v v

ya da sagdaki integrali de GAUSS formila aracihgiyla V yi sinirlandiran X yiizeyi
tzerinden ahinmig iki kath bir integrale dénistirmek siretiyle,

3 - 9T, , aTi  aT:
s [ == [ (ax‘ +5d g P =— [ Tidz  (X22)
4 =

V
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olur. Buna gére belirli bir V hacmindaki enerji degisimi bunu srmirlandiran X yi-
zeyinden V ye giren enerji-impuls akisina baglanmaktadir,

Ancak durum, metrigin MINKOWSKI metriginden farkli oldugu hillerde ta-
mamen degisiktir. Bu takdirde enerji-impuls tansori, (IX.2.1) yerine, artik

V,T! =0 (IX.2.3)

bagintisini gergekler. Iki indisine gére biiziilme islemine tabi tutulmus olan CHARIS-
TOFFEL sembollerinin {(1V.2.11) ile verilen ifidesi aracihifiyla, ikinci mertebeden
T, gibi simetrik bir tansériin diverjansinin

v I v 1 aga B
VI, =——3(Tuy—g)— — —==T X.2.4)
V—g v 2 9x ( g

seklinde yazilabilecegi kolaylikla gosterilebilir. Bu ifddenin ilk terimi &dl maini-
daki tiirev alma islemine gére bir diverjansur. Eger ikinci terim de

1 98up 7as I v e
— = ey Bt/ IX.2.5
5 o o= V=9 (IX.2.5)
seklinde, 4di manidaki tirev alma islemine gdre bir diverjans gibi if2de edilebil-
seydi bu takdirde (1X.2.4) ve (IX.2.3) den

VT, =3,[Th+ 1)/ —gl=0 (1X.2.6)

olacakti, Bu ise (IX.2.2) ifidesindeki islemlerin rahatlikla, fakat artik MINKOWSKI
uzayi igin degil de RIEMANN uzayi igin yapilmasimi ve bunun sonucu olarak da gra-
vitasyon alaninin korunum kaanunfarinin tesisini miimkidn kilar. Ancak sunu be-
lirtmek gerekir ki (IX.2.5) ifadesi t;, yi tek bir sekilde tiyin etmek igin yeterli
degildir. Kezi ayni ifidenin sol yanm bir tansér olmadigindan ¢; niin kendisi de
bir tansér degildir. t, ancak ozel bazi ddniislim gruplarina gdre tansér gibi dav-
ranir. Bu itibarla t! ye enerji-impuls diizmece-tansdrii adt veriiir.

Simdi

« — . — allv—g) ag™

i —g =85 L,N—g — (‘g/gm 2) o (1X.2.7)
3
(ax“‘)

bagintisi aracihifiyla bir w5 buyikligi tammlayalim. Bu takdirde
=y dV—g) B [ ouV—g |ag” _ a,v—g) 3%
au(TB _g)_ axa axm a(zig.i’ axﬂ a(gg—ut axﬂ-axﬁ
\9x" ) ax" )

(1X.2.8)
olur. Ancak,
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A V—8) _ 3, V—g) 8" al,V—p _%"
ax® ag" ax® a(?_g_““) ax* gx*

ax®

oldugundan (IX.2.7) ifidesi, (1X.1.18) i ve (IX.1.17) yi de géz &niinde tutarak

8. V=8 = o, V=8 8 al,y—p ]| ag” _

og"” axt ofETy | ax
ax*
ct 1 — 98" 1 — g™
- R,— ~—g.R|lV—g—==— — T \— IX.2.9
16nG[u 5 8 ] v > TV g (IX29)
olur. (IX.2.4) U de géz &éniinde bulundurarak bu son ifideden
3.I(Ts + T5)V—gl =0 (IX.2.10)

bulunur ki bu, (IX.2.6) ile kargilastirildiginda enerji-impuls diizmece-tanséri igin

o o B(L ) ag“"
ty =05 L, — o (1X.2.11)
&
X
yazilabilecegini gésterir; ya da L, = (c*/16m G)R oldugundan t; igin
167G x aR ag™
ty = &8s R—
C4 B aﬂ a Qgi\i aXB (IX.Z.IZ)
ax” I

ifidesi elde edilmis olur.

Bu miinisebetle, gravitasyon enerjisi icin hem a) diger enerji sekillerine ildve
edildiinde toplam enerjinin korunumunu mimkiin kilacak, hem de b) belirli,
¢ boyutlu bir hacim iginde belirli bir anda mevciid bulunan enerjiyi koordinat sis-
teminden bagimsiz olacak sekilde bir ifide elde etmenin mimkin olamadigint da
kaydedelim. Yani, daha agik bir deyimle, gravitasyon enerjisini
belirli bir yere inhisar ettirmek imkansizdr,
Bu hususta yapilabilecek en iyi sey a) sartini gergekleyen fakat b) sartini gergek-
leyemeyen enerji-impuls dizmece-tansérinii kullanmaktir. Boylelikle, gravitas-
yon enerjisi hakkinda, hattd bazi &zel hallerde bayag: kesin bir vasfi haiz olabilen
yaklasik bir bilgi elde etmemiz miimkin olur.

Simdi 15 = t; olmak iizere (IX.2.10) ifadesinden hareketle (IX.2.2) ye ben-
zer sekilde
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ax°

9 f 70+ €8] Y=g d’ =
V

=_..f _z;jc—f[(Ti+ti‘) V=121 d3x=-—f(r,j+t;) V=gds;  (IX.2.13)
4 =

yazabiliriz. V—cw icin eger ikinci integral yakinsak ise ve istelik eger I yi-
zeyini kateden aki da sifira gidiyorsa (IX.2.13) den

a $F )= — [ - [Tty =)l dox =
'ax_o(f[Tu-l-tu]\/—gdx)—- pw [(Th + ) V—g)]d%x =0

Vo0 Voo

olacagi cihetle

P f (T0 4+ 10) /= g d’x = sabit (1X.2.14)
C

ifideleri zamandan bagimsiz olarak korunmus clurlar. Ancak tg niin genellikle
tansdr vasfina sdhip olmamasi P, nin degerinin segilen koordinat sistemine bagh
olmasi sonucunu dogurur. Bununla ilgili somut bir érnek igin [3] numaral refe-
ransa bakiniz. Ayrica GRT’ndeki korunum kaanunlari ile ilgili ayrintili daha genis
bilgi i¢in de [4] numarali referansa bag vurulabilir.

ALISTIRMALAR VE PROBLEMLER

1X.1. Klasik gravitasyon teorisinde bos uzaydaki gravitasyon alanini veren
V2P= 0 seklindeki LAPLACE denkleminin, V ile kapali X yiizeyinin siniwrladigi bir
hacmi géstermek ve ® nin varyasyonunun da X izerinde sifir oldugunu kabul
etmek sartiyla

85=28 f (grad ®)?d3x =0
v

seklindeki bir varyasyon ilkesi aracihgiyla da elde edilebilecegini gosteriniz,

IX.2. A kozmolojik sabitini de ihtivi eden GRT alan denklemlerini bir
varyasyon ilkesi araciligiyla tesis ediniz.
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X. BOLUM

GENEL ROLATIVITE TEORISINDE
HAREKET DENKLEMLERiI VE ALAN
DENKLEMLERININ TOLMAN ¢O6ZUMU

Bu boliimde iki ayr1 mesele lizerine egilecek ve 6nce Genel Rolativite Teori-
sinde hareket denklemlerinin, ayrica bir postiilit olarak vaz edilmelerine llizum
kalmaksizin, bu teorinin alan denklemlerinin bir sonucu olarak elde edilebildikleri
hallere deginecegiz, Deginecegimiz ikinci mesele ise Genel Rélativite Teorisinin
alan denklemlerinin, TOLMAN ¢6zimi denilen ve Szellikle son yillarda homogen
olmayan kozmoloji problemlerinde &nem kazanmis olan bir kesin ¢éziimiinin elde
edilmesi olacaktir.

(X.1) HAREKET DENKLEMLERI

Bilindigi gibi gerek klasik gravitasyon teorisinde gerekse elektromagnetik
alan teorisinde alan denklemlieri, yainizca, maddi cisimlerin arasindaki belirli bir
tip etkilegmeyi tasvir ederfer ama alanin cisimler iizerindeki dinamik etkisini ek-
siksiz olarak yansitmaya da yetmezler. Bu eksikligi gidermek {izere, alamin her bir
cisim lizerindeki dinamik etkisini temsil eden kuvvet yogunlugunun ifidesi alan
denklemlerinden bagimsiz olarak ayrica vaz edilir. Bilindigi gibi gravitasyonun
klasik alan teorisinde ® gravitasyon potansiyelini veren POISSON denklemi ya-
ninda ayrica

k= —pgrad @

seklinde kuvvet yogunlugunu ifide eden ayri bir denklem, ve elektromagnetik
alan teorisinde de MAXWELL alan denklemleri yaninda ayrica

k:q(E+-1'~><B)
C

seklindeki LORENTZ kuvvetini ifide eden ayri bir denklem vaz edilmektedir.

EINSTEIN’In GRT’nde ise alan denklemlerine ek olarak, tansér vasfina sihip
bir kuvvet yogunlugunun varhigini kabul etmek miimkiin degildir. Bunun sebebi
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de esdegerlik ilkesi gerefince gravitasyon kuvvetlerinin yerel olarak eylemsizlik
kuvvetleri imis gibi kabul edilebilmeleri ve eylemsizlk kuvvetlerinin de uygun
koordinat déniisimit aracihgiyla elenebilmeleridir. Bu sebepten de GRT’nin alan
denklemlerini kuvvet denklemi yerine daha farkli tipte bir denklemle tamamlamak
gerekmis ve bu amagla gravitasyon alanintn yalnizca geometrik olarak tasvir edi-
lebilmesi keyfiyeti de geodeziksel hareket kaanfinunun ayr: bir aksiyom olarak
vaz edilmesine yol agmistir. Ancak, geodeziksel hareket kaan{inunun mevcid gra-
vitasyon alanini bozmayacak kadar kiigiik test tinecikleri igin gegerli oldugu 3si-
kirdir. Eger, kiitleleri aynt mertebede olan sonlu yayginhig: haiz iki cisim géz &ni-
ne alinirsa gravitasyon alani bunlarin her birinin iginde ihmal edilemeyecek kadar
dnemli farkhiliklar arz edecektir. Bundan &tiiri de her iki cismin de sanki birer test
tinecigi imis gibi kabul edilebilecekleri bir temel gravitasyon alani tanimlamak
imkani yoktur. Bu ise, geodeziksel hareket kaaniinunun, test tinecigi diginda son-
lu yayginligi haiz cisimlere, yani gergek gok-cisim probleminin ¢déziimiine, siiphe
gotiirmez bir gekilde uygulanamiyacagimi gdstermektedir.

Bu durum karsisinda, klasik alan teorilerindeki gibi alan denklemlerinden
ayri olarak vaz edilecek yerde, cisimlerin genel hareket kaanunlarinin GRT’nde
bizzat alan denklemlerinden gikartilip gikartilamiyacaklari arastiritmigtir. Geodezik-
sel hareket kaanQinunu ayrt bir aksiyom olarak vaz etmeksizin, test tineciklerinin
hareketinin GRT’nin alan denklemlerinden hareketle incelenmasi hususundaki
ilk tesebbis, EINSTEIN ile GROMMER’in 1927 de yapmis olduklari ortak bir gahs-
madir [1]. Bu ¢alismada kiitleli bir cismin diginda olugan gravitasyon alanindaki
bir tekil noktanin (bir sengiildritenin) hareketinin, ilk mertebeden yaklagiklik-
ta, dis alanin bir geodezigi boyunca vukuu bulacagr gdsterilmistir. 1938 de ise
EINSTEIN, INFELD ve HOFFMANN kiiresel simetriyi haiz agir cisimlerin, etkisi al-
tinda bulunduklar gravitasyon alaninin noktasal tekil kaynaklari gibi telakki
edilebileceklerini kabul ederek bunlarin hareket kaanunlarini da gravitasyon alan
denklemlerinden ¢ikartmay! basarmiglardir [2, 3]. Cisimlerin gravitasyon alan:-
nin tekil noktalari olarak kabul edilmeleri, enerji-impuls tansériintin gekli igin her-
hangi bir segim yapmay! &nlediginden &tird, uygun bir kabul teskil etmektedir,
EINSTEIN-INFELD-HOFFMANN"In gelistirmis olduklari yéntem (EIH Y&éntemi)
g, lerin 1/c parametresi cinsinden kuvvet serilerine agiimasi esdsina dayanmak-
tadir. Alan denklemleri boylelikle n =1, 2, 3,... olmak (zere 1/¢" nin farkli mer-
tebeden denklemlerine ayrigsmaktadiriar. Bunlarin integrasyonuna ise en alt merte-
bedeki denklemden baglanmaktadir. Birbirlerine kuple olan bu gesitli mertebeden
denklemierden (n 4 1)-inci mertebeden olanlarin integre edilebilirlik gartlarinin,
m=n olmak lizere, m-ninci mertebeden alan biiyikliikleri iginde ihtivd edildikleri
tesbit edilmigtir. Bu integre edilebilirlik sartlari da her bir cismi kusatan iki boyutlu
yizeyler lizerinden alinmis integraller cinsinden ifide olunmaktadiriar. (n + 1)-inci
mertebeden denklemlerin integre edilebilirlik sarti n-ninci mertebeden yaklagik-
hik igin cisimlerin hareket denklemlerini tesbit etmektedir.
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EiH ysntemine gére n = 2 mertebesinde elde edilen sonug klasik NEWTON
hareket kaanunlarinin aynidir, Bir hayli uzun hesaplardan sonra n = 4 mertebesin-
deki yaklasikhga tekaabil eden hareket denklemlerini gtkartmak mimkin clmus
ve bu sonucu gift yildiz sistemlerine uygulayan H.P.ROBERTSON da yildizlarin bir-
birlerine en yakin olduklari periastron noktasinin hareketini inceleyerek GRT’nin
iki (noktasal olmayan) cisim problemini ¢ézmis ve periastron noktasinin hareke-
tindeki rélativist etkiyi incelemistir [4]. Buna tekaabiil eden periastron ilerlemesi,
perihel ilerlemesinin bir genellestirmesi olarak karsimiza gikmaktadir.

EiH y&dntemi oldukea kiigiik cisimlere uygulanabilmektedir. Bundan baska,
ydntemin dayandigi gok uzun hesaplar simdiye kadar bunun ancak kiresel simetriye
sahip cisimlere uygulanabilmesini mamkiin kitmustir,

V.FOCK’un gelistirmis oldugu ikinci bir yontemde ise [5, 6] cisimlerin igini
ideal sivi modeline g&re tavsir eden bir enerji-impuls tansérii géz dniine alinmakta
ve gravitasyon alanintn hem cismin diginda, hem de iginde zayif oldugu kabul edil-
mektedir. Bu yéntemde denklemlerin integre edilebilirlik sartlar

VT =0 (X.1.1)

seklindeki korunum kaaniinuna siki sikiya bagh bulunmakta ve her bir cismin hacmi
tizerinden (X.I.1) in integrali aracihiiyla ifide edilmektedirler. Bu y&ntemin sis-
tematik bir gekilde (X.1.1) bagintisindan yararlanmasi, hareket denklemlerinin
alan denklemlerinden ctkartimasinin EIH ydntemine gére ¢ok daha basit olmast so-
nucunu dogurmaktadir. FOCK yéntemi ile EIH yénteminin sonuglari kiiresel si-
metrili cisimler i¢in aynidir. Ancak FOCK ydntemi, agisal momentuma sihip ci-
simlerin hareket denklemierini de alan denklemierinden hareketle ¢ikartmaga
miisait oldugundan EiH y&ntemine gére daha istiindiir [6, 7]. A.PAPAPETROU’nun
da bu ydénteme zarif katkilari olmustur [8 - 10], &yle ki bu yéntem gimdi baz
miielliflerc e FOCK-PAPAPETROU yintemi diye isimlendirilmekeedir [I1].

EiM yonteminde hareket denklemlerinin G, :Rm—ing ile verilen
EINSTEIN tanséri aracihgiyla tanimlanmalarina karsifik FOCK-PAPAPETROU y&n-
teminde bunlar T,, enerji-impuls tansdrit aracihigiyla tanimlanmaktadiriar. Bu ta-
nimlar arasinda belirli bir viis’atte bir sentezi INFELD’in 1954 deki bir calismasinda
bulmak mimkindiir [12]. Bu g¢aligmada cisimler gene gravitasyon alaninin tekil
noktalars olarak telikki edilmekte, ancak bu tekil noktalar enerji-impuls tansériiniin
ifidesine DIRAC’in § distriblisyonlari araciligiyla

TV —g =D mi(t) 8(r — E) 3, oL

A=1

seklinde yansimaktadirlar,
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GRT’nde hareket denklemleri meselesi 1960 da INFELD ve PLEBANSKI'nin ya-
yinfadiklari bir kitapta melliflerin yeni orijinal katkilariyla birlikte biitlin ayrinti-
lariyla ortaya serilmis bulunmaktadir ~13].

GRT’nde hareket denklemleri konusuna bitin ayrintitariyla deginmek ders-
lerimizin kapsami disinda kaldigindan asagidaki paragrafta LEVI-CIVITA’nin (1873-
-1942) bir calismasindan esinlenerek, birbirleriyle gravitasyon etkilesmesinden bag-
ka bir sekilde etkilesmeyen test tineciklerinin olusturduklari gok disitk yogunluk-
fu bir toz bulutu géz &niine alindiginda birer test tinecigi gibi telikki edilebilecek
olan toz zerreciklerinin hareket denkiemlerinin alan denklemlerinden nasil ¢ikar-
tilabilecegini gdsterecegiz.

(X.2) LEVI-CIVITA YONTEMI [14-15]

Bilindigi gibi seyrelmis ve zerrecikleri arasinda gravitasyon etkilegmesin-
den bagka bir etkilesme bulunmayan bir toz bulutu

T = p, 2 U (X.2.1)

seklindeki bir enerji-impuls tansérii aracithifiyla tasvir edilebilmektedir. Gravi-
tasyon alant denklemlerine binden enerji-impuls tansériniin  diverjanst sifir
oldugundan (X.2.1) den

VT2 = [V (0oU)] U” + o(U'VUY) = [Vi{p U] UM - ppA* =0 (X.2.2)
butunur. Burada, kolaylik olmak iizere, A* = U'V,U* vaz edilmis bulunmaktadir.
Ayrica da, bilindigi gibi, dértli hiz vektéri

Uy, = = FN gre =1 (X.2.3)

bagintisini gergeklemektedir. Bunu s parametresine gére tiiretecek olursak, is-
ter adi manida isterse mutlak tiirev alinmis olsun, sonug sifir olacaktir:

U U= [V(LPUH] U =2[U (VU] U, = 0 (X.2.4)
(X.2.4) ile (X.2.2) yi karsilagtirirsak U, ile A* nin birbirlerine dik olduklari,
yani
AU, =0 (X.2.5)
oldugu gorilur. Simdi {(X.2.2) vi U, ile garpar ve p ler lizerinden toplam yapar-
sak (X.2.5) i de g&z &niinde tutarak
[V, UM URU, + p AU, = V (p,U") = 0 (X.2.6)

oldugu yani pU' impuls yogunluunun korundugu anlasilmis olur. Ancak,
(X.2.6) ile (X.2.2) nin karsilastirilmasi daha da ilging bir sonucu, p,A* vektdrii-
niin Szdes olarak sifir oldugu sonucunu ortaya ¢tkarmaktadir :
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oA = poU" VU = poU" (3,U% -+ T2 UY) = 0. (X.2.7)

U" dortla vektdrd toz bulutunun bir akim gizgisini temsil eder. Eger bir
toz zerrecifinin koordinatlari x* ise, U" = dx'/ds yazilabilir ve béylelikle ({.2.7)
denklemi de zerrecigin hareketi igin bir bag sarti ifide eder. Bu denklem artik

dx* _ [(dx* w dx* dx’
- ay — |+ I v = 0:
po[ds (ds) * ds ds]

ya da, p, = 0 olan noktalar igin, ydni toz zerrelerinin y&riingeleri igin,

dzx“_]_ r dx* dx’

ds? “_J; E__

(X.2.8)

sekline girer ki bu da géz &niine alinan toz zerreciginin, gravitasyon alaninin ge-
odezik egrisi boyunca hareket edecegini ifide eden hareket denkleminden baska
bir sey degildir.

Boylelikle gravitasyon alan denklemlerinin toz zerreciklerinden olusan sey-
relmis bir bulutun elemanlar: icin tek bir hareket denklemini igerdigini tesbit
etmis bulunmaktayiz.

Bu paragrafi kapatirken son bir hususa daha deginmek istiyoruz. GRT’nde
hareket denklemlerinin alan denklemlerinden gikartilabilmesi bu denkiemlerin
lineer olmamalarinin dogal bir sonucudur. Nitekim gerek klisik gravitasyon
teorisinin gerekse elektromagnetik alan teorisinin alan denklemleri lineer ol-
duklarindan bu teorilerde hareket denklemlerini alan denklemlerinden gikartma
imkdnt bulunmamakta ve buniari alan denklemlerine iliveten fakat onlardan
bagimsiz bir bicimde vaz etmek zorunlu olmaktadir.

(X.3) BIiR TOZ BULUTU MODELI IGIN TOIMAN ¢OZUMU

Bu paragrafta, gecen paragrafin sonuglarindan da yararlanarak, ¢ok seyrelmis
ve zerrecikleri arasinda gravitasyon etkilegmesinden bagka bir etkilesme bulun-
mayan, kiiresel simetriyi haiz bir toz bulutu igin EINSTEIN alan denklemlerinin
dnce TOLMAN [16] tarafindan bulunmus olan bir tam ¢éziimini tesis etmek isti-
yoruz. Béyle bir ¢dzim &zellikle Kozmolojide, galaksi kiimelerini bir toz bulutu

gibi kabul eden bir modelin gelistirilmesi ve incelenmesinde &nem tagimaktadir
[17-20].

Bunun igin &nce kiiresel simetri invaryanshi metrigin (V1.1.14) ile verilmis
olan
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ds? = — A dr2 — Br2(d0? + sin20 dg?) + 2D dr dx® + C (dx®2  (X.3.1)
seklindeki genel ifidesini géz oniine alalim. Burada
A=A x%, B=B(r,x%, C==C(x%, D=D(x9

ile dort keyft fonksiyon gosterilmektedir. Bunlarin sayifarini azaltmak Gzere, ve
h = h(r) ile de yalnizca r ye bagh bir fonksiyonu gdstererek,

X0 = x® 4+ h(r), dx°= dx® + dh(r)
seklinde bir degisken déntsimi yapalim. Eger h(r) fonksiyonu

dh:——gﬂdr
C

olacak sekilde segilirse
r2 B(r, x°) == r2B(r, x® -+ h(r)) = R¥{r, x°
C(x%) = 7(x")

DZ
At = = eun)
Cc

vaz ederek {X.3.1) ifddesi artik
ds? = v (dx®)? — e dr2 — R? (d9? + sin?0 do?) (X.3.2)
sekline girmis olur.

Toz bulutunun evrimini tasvir etmek lzere problemi, kolaylk saglayacak
bir koordinat sisteminde inceleyecegiz. Bulutun ¢ok seyrelmis bir gaz gibi kabul
edilmesi, toz zerrelerinin birbirleriyle garpismadan hareket etmeleri demektir.
§(X.2) ye binden, bu toz zerrelerinin yériingelerinin geodezik egrileri olacagini
biliyoruz. Su halde birbirleriyle garpismadan hareket eden bu toz zerrelerinin
geodezik egrileri birbirleriyle higarakesit noktasi bulunmayan zamansal egrilerden
olusan tek parametreli bir kongriians meydana getireceklerdir. Bu takdirde éyle
bir {x"} koordinat sistemi ithdl etmek mimkiin olur ki bu kongriiansi olugturan
egriler x® = ct koordinatinin parametrik gizgilerinden ib&ret olsun. Yani geo-
dezik egrileri Gzerinde r= 0 — ¢ = sdbit olur. Boyle bir koordinat sistemine
eshareketli koordinat sistemi adi verilir. Su hilde t parametresinin degerleri,
séz konusu kongriiansa dik 3 boyutlu uzaysal bir hiperylizey ailesi belirler. Buna
goére bir toz zerresinin dortli hiz vektériniin bilegsenleri

U* = (U°, 0, 0, 0)

dan, ve geodezik denklemi de
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S
T =0 (X.3.3)

dan ibiret olur. Bu denklemden

=0, (=123 (X.3.4)
oldugu kolayca tesbit edilir. {X.3.4) &zdesligi ise
d
i?g = 0 = gﬂ() = 'Y(xo)
ax!

sonucunu siirikler, Eger bir de
V 7(x%) dx® = (dx®) = c dt

seklinde yeni bir zaman koordinati ithdl edilirse artik (X.3.2) metrigi

ds? = c? dt? — e*dr? — R? (d§? + sin? 9 dg?) (X.3.5)

sekline girmis olur.
Boylelikle de, g,, = 1 vaz edilmis olmasinin sonucu
UV=(1,0,0,0=U,, U'U, =

olacagl ve (X.3.3) iin A == 0 bileseninin de &zdes olarak gergeklenecegi anlasil-
mig olur. Su hélde T,, enerji-impuls tansériiniin bilesenleri de

Tp=¢gc , Ty=0 (X.3.6)
dan ibdrettir.
Simdi eger (X.3.5) metrigini ve 8 _1 3 oldugunu da géz &niinde tu-
o0x9 ¢ gt

tarak EINSTEIN tansériiniin sifirdan farkii bilesenlerini hesaplarsak basit fakat
biraz uzunca hesaplardan sonra

1 — » ’ r r 1 I B 1 .2
Goozﬁe“[ZRR —l—Rz—RRU-]—EE[?RRH-F?R -l-l] (X.3.7)
1 1 e 1 - R"2
G“_—-_.Ei-eu[—cz-zRR—l— :Z—Rz—'_l]__i; (X.3.8)

1

Gyp = e [—— RR* + Y RR* p.'] -+ 1

e [4R R + 2R3 4+ R¥u2 + 2R Rp.] (X.3.9)
("

Gy, = _Ic__ [2&'_ R'p,] (X.3.10)



176 ¥ GRT'nde HAREKET DENKLEMLERI

bulunur. Burada, her zaman oldugu gibi gene (") ile r ye gére ve ("} ile de t ye gére
kism? tlrevier gosterilmektedir.

Enerji-impuls tansériiniin bilesenlerinin(X.3.6) ile verilen degerlerini de géz
oniinde tutarak

G,y=—1x (Tw —_— %ﬁ - T)

alan denklemlerinin bilesenleri kolaylikla hesaplanabilir ve (X.3.7), (X.3.8) ve
(X.3.10) a tekaabiil etmek izere, sirasiyla,

e~#(2RR” 4- R2— RR’") — iz (RRjy + R? 4 ¢?) oz 4"‘—26 oR? (X.3.11)
C C
B .. .
e—z(ZRR—|—R2—i— ) —R2 =10 (X.3.12)
C
2R — Ry = 0 (X.3.13)

ifadeleri bulunur. G,, = 0 a tekaabiil eden denklemin ise (X.3.12) ve {(X.3.13) {in
bir sonucu oldugu kolayhkla tahkik edilebilir. Bu itibarla da G,, = 0 a tekaabdil
eden denklemden sarf-i nazar edilebilir.

Simdi (X.3.5) metriginden hareketle r = sdbit kiliresinin dis ylizeyinin 4nR?
olacagi kolayca gdriilebilir, Bu ise R"> 0 olmasini gerektirir. Bu da R nin bir gesit
uzaklik olarak yorumlanabilmesini mimkiin kilar. Bu huslisu géz &niinde tutarak
(X.3.13) {4 kisaca

9 2mR —p=0
at

seklinde de yazmak mimkindir. Bu denklemin x° a gére integrasyonu, 2 E(r)/c?
ile keyft bir fonksiyonu géstererek,

2 InR — g = ;n(1_£(’))
2
seklindedir., Buradan da

R(rt)
14 2E0)

2

aulr.x®) —

(X.3.14)
C

bulunur. (X.3.5) metriginin isdretinin degismemesi igin ise
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2E(r) c?

14+—2>0 = Er) > — - (X.3.15)

¢
olmasi gerekecegi gérilmektedir.

Buna gére (X.3.5) ile verilen yay elemaninin karesi de

2
ds? = ¢ dt? — REwY

2E(r)

14+ =2

C

dr? — RY(r,t) [d02 + sin28do?] | (X.3.16)

sekline girmis olur.

gimdi (X.3.12) denklemini ele alalim. Bu, R s 0 igin,
% (RR2 —2ER) = 0 (X.3.17)

seklinde de yazilabilir. Bunun integrasyonu ise, G M(r}/2 ile keyft bir fonksiyonu
gostererek,

R GM©)

2 R(r,t)

= E(r) (X.3.18)

verir. Ote yandan (X.3.18) i ve bu ifidenin r ye gore kismi tiirevinin ifidesini
{X.3.14) ile birlikte (X.3.11} e vaz edersek sonunda

r

":, — 4mp R? (X.3.19)

bulunur.

(X.3.18) denkleminin E = E(r) fonksiyonunun pozitif, sifir ya da negatif ol-
mast hallerine tekaabiil eden c¢&ziimleri BONNOR [21] ve PERISSON [22] ta-
rafindan bulunmustur. Bu ¢dzimler bir u parametresi araciligiyla

L. E(r) > 0 igin :
_ GM(r) i
R(r,u) = SEn ) {(ch u—1) l
G M(r)
[2 E(n]"*

(X.3.20)

t— To{r) = (shu—1) l



178 » GTR'nin HAREKET DENKLEMLERI

II. E(r) = Oigin :

R(r,t) = [% M(r) ]”3 [t — Ty ()73 (X.3.21)
IT. E(r) << Oigin :
L G M(r) . J
R(r,u) = 2ED (1 — cos u)
¢ M) (X.3.22)
=T = i @ |

seklinde ifide edilirler. Goruldigil lizere bu ¢dziimler T (r) gibi yeni bir keyfi
fonksiyonun daha ortaya gikmasina yol agmaktadirlar.

Simdi tekrar (X.3.18) e doénecek olursak E(r) = 0 olmasinin, R—>e igin

R =0 olmasini siiriikledigini gériiriiz. NEWTONsal noksa mekaniginde bu, pa-
rabolik hareket diye isimlendirilen bir o&zellige tekaabil etmektedir. Eger

E(r) > 0 ise, toz zerreleri gene R==o a erisebilirler ama R=w da Ry 0
olur; bu da hiperbolik hareket &zelligini yansitmaktadir. Buna kargilik eger

E(r) < 0 ise toz zerresi, R hizinin degisecegi

GM

Rbtax = —

" E
ile verilen maksimum bir uzaklifa erisir ve bu noktaya kadar genisleyerek sii-
riiklenmis olan toz bulutu da bu noktadan baglayarak artik buzilmeye baglar.
Bu da eliptik hareket diye isimlendirilen bir 8zelligi yansitmaktadir.

gimdi (X.3.16) ile verilen TOLMAN metrigindeki R(r,t), M(r), E(r) ve Ty(r)
fonksiyonlarinin fiziksel anlamlarint kavramaga galisalim.

BONDI 1947 de, TOLMAN metrigi géz 6niine alindiginda r = 0 orijininde
bulunan bir elektromagnetik isinim kaynaginin {r, 6, ) noktasinda bulunan bir
gozlemci tarafindan t dninda &lgiilen U isima glictiniin (yani goriinen kadirinin)

U— C
(1 + 2)?R*(¢,r)

ile verilecegini g&stermistir [23]. Burada C ile yalnizca kaynagin yayinladif
istma glciine y@ni mutiak kadirine bagh bir sibit gésteriimektedir. z = AA/)\
olup bu, kaynagin yaymladigi ssinimin miruz kaldigy DOPPLER olay: ile gravi-
tasyon kékenli kizila kaymanin toplam etkilerinin 8lgisidir. R(r,t) fonksiyonuna
parlakhik uzakhg adi verilir. Parlakhik uzakhiginin geometrik olarak

(X.3.23)
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R (r t) ;
Efa (X.3.24)

ile tanimlanan metrik uzakhktan genellikle farkh olacag: ve her iki buyuklik
arasinda &zdesligin de ancak E(r) = 0 olmasi hilinde gergekiesecegi 3sikirdir.

Ote yandan belirli bir t 4ninda, belirli bir hacimdaki toplam kiitle, dV,, ile
ds? nin ifidesinden gikartilan metrik hactm elemanini géstermek izere, p dV,,
nin o hacim Gzerinden integralidir. (X.3.16) metrigine gére

av, R'(r,1)

I:m

dir. Bu takdirde M, = f g dV,, ye de metrik kiitle diyecegiz.

V

dr. R(r,t) 4@ . R(r,t) sin 8 do (X.3.25)

Simdi rile r4dr noktalart arasindaki parlakhk uzakliginin
R(r 4 dr, )y — R(r,t) = R'(r,1)

den ibiret olacagina isiret edelim. Bu sonugtan yararlanarak, ve radyal uzakhk
yerine metrik uzaklik alacak yerde parlaklik uzakligint vaz ederek

dV, = R'(r,t)dr. R(r,t)d0 . R(r,t) sin 8 do (X.3.26)

seklinde bir de parlaklik hacmt tanimlayalim. Buna gére de M, :f pd¥p

1Z
parlakhik kiitlesi teldkki olunacaktir. Eger merkezi orijinde olan ve yizeyi r

radyal koordinatini haiz noktalardan gegen bir kiirenin igindeki parlaklik kitle-
si hesaplanirsa, (X.3.18) i de géz oniinde bulundurarak,

r b1 P
M, = f dr f 40 j do p(r,t) R(r,t) R¥(r,t) sin 0
0 0
— 4x f o(r,9) R'(r,) RX(r,t)dr = M(r) (X.3.27)

0

bulunur. Yani (X.3.17) diferansiyel denkleminin integrasyonuyla ortaya gikan
M(r) fonksiyonu radya! r koordinath bir kiirenin igindeki parlaklik kiitlesi
olarak yorumlanabilmektedir. Bu r koordinati eshareketli bir koordinat oldugun-
dan bdylece tamimlanan parlaklik kitlesinin zamana bagh olmamasi dogaldir,



180 ¥ GRT'nin HAREKET DENXLEMLEKI

Parlaklik kiitlesinin metrik kiitleye ancak E{r)=0 igin esit olabilecegi de kolayca
gorilmektedir.

Bu yorumdan sonra efer (X.3.18) ifidesine ddnecek olursak bu denklemdeki
ilk terimin birim kitle basina parlakhl kinetik enerjisi, ikinci terimin ise gene
birim kiitle basina parlakirk potansiyel enerjisi ve nihdyet bu ikisinin toplami
olan E(r) nin de birim kiitle basina parlakhk toplam enerjisi olarak teldkki
6Iunabilecegini ve {X.3.18) in de bir gesit enerji korunumu ilkesi olarak yorum-
lanabilecegi aniagthr.

Son oclarak T,(r) tonksiyonunun neyi temsil ettigini gérmek lzere t = Tyr)
hiperylizeyini goéz &niine alahim. Bu takdirde (X.3.20) ve (X.3.22) ifadelerinden

Rrig=T,("N) =0 = RRZ=10,
bulunur; ve bu ifide de (X.3.19) a vaz edilirse
p(rt=Ty(r)) =

elde edilir. Bu sonuglar t == T (r) hiperylizeyinin tekil bir yiizey oldugunu gés-
termektedir.

Problemin baginda vaz etmis oldugumuz kiresel simetri sarti yalnizca radyal
hareketlere musaade etmekte oldugundan eger toz bulutunu olugturan zerreler-
den birinin hareketini ge¢mise dogru izlersek T (r) nin, r radyal koordinatin
haiz zerrenin bu tekil yiizeyden gectigi an1 gésterdigini géririiz. Burada dikkat
edilecek olan husus, toz bulutunu olusturan bitiin zerrelerin ayni bir anda sz
konusu tekil ylizeyden ge¢mis olmadiklar:, ancak ayni bir r ye tekaabiil eden kire
tzerindekilerin gegmiste ayni bir t = T,(r) aninda bu tekil hiperyizeyi katetmig
olduklari keyfiyetidir. Buna gore zerreciklerin belirli bir anda bu tekil ylizeyi geg-
tikten sonra olusturduklart bulut genisleyecek demektir. Bitiin toz zerrelerinin
bu tekil yizeyden disari firlamalari bir gesit karagukurlarin tersine tekaabiil
eden bir goriintudir. Bu benzetime dayanarak, gdz 6niine alinan bu hil i¢in séz
konusu tekil ytzeyin bir akgukur oldugundan séz edilir.
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XI Bé L U M Fluctuat nec mergitur, ..

BRANS-DICKE TiPI
SKALER-TANSOREL
GRAVITASYON TEORILERI

(X1.1) SKALER-TANSOREL BiR GRAVITASYON TEORISININ
MOTIVASYONU

BRANS ve DICKE, MACH ilkesini EINSTEIN teorisindekinden cok daha belir-
gin bir bigimde temele yerlestirmek sliretiyle nasil bir rélativist gravitasyon te-
orisi ingd edilebilecegini arastirmslardir [1 - 4].

§(V.1) de de deginmis oldugumuz gibi MACH ilkesi EINSTEIN teorisinin alan
denklemlerinin vaz’inda yol gésterici bir rol oynamistir. Buna ragmen EINSTEIN
teorisi MACH ilkesini tiimiiyle kapsayamamaktadir. Bunun sebebi ise BERKE-
LEY [5] ve MACH’dan [6] esinlenen EINSTEIN"in, herhangi bir cismin eylemsizligi-
nin Evrendeki tim kitle dagilimina bagh oldugu fikrini benimsemis olmasina
ragmen, bu bagliligin seklini ya da basgka bir deyimle bir cisim ile Evrendeki diger
butin cisimler arasinda mevciid olmast ve eylemsizligi dogurmasi umulan etki-
lesmenin cinsini agikga belirtememis, formiile edememis olmasinda aranmaldir.

BRANS ve DICKE’ye gore bir cismin eylemsizlik kiitlesi, bu cisim ile ¢ gibi
evrensel bir skaler alan arasindaki etkilesmeyi temsil eden bir &lgiidiir. Boyle
bir telikki MACH ilkesiyle gelisik degildir. Ancak, bir cismin eylemsizlik kitlesi
cisim ile ¢ skaler alani arasindaki etkilegsmeyi yansittigindan, buradan, temel
tineciklerin eylemsizlik kitlelerinin mutlaka sibit olmalari gerekmedigi ve ¢ ye
bagl olacaklari sonucu gikar. Ote yandan ise temel taneciklerin kitleleri sidece
Gmjr? seklindeki gravitasyonel ivmeleri 6lgmek sliretiyle degerlendirilebildigin-
den buradan da G gravitasyon sibitinin de Evrenin kiitle yoguniuguna bagh ol-
mast gereken skaler bir ¢ alaninin ortalama degerine bagl olmasi gerektigi yani
G sibitinin mutiak anfamda bir sibit olamiyacag: ortaya gikmaktadir.

MACH ilkesini tecrik bir temele oturtmak ilizere SCIAMA’nin ele aldig: bir
modelden {7, 8] hareket edilecek olursa, Evrenin R yarigaph kiiresel bir kabuk-
ta toplandifi varsayillan M kitiesine nazaran yaptigi vy ivmeli bir hareket dola-
yisiyla, m kiitleli bir cismin iizerinde hisil olan K; eylemsiziik kuvvetinin

182
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GM
Kg~ R ™ (XL1.1)

ile verilecegi sonucu qikartilmaktadir (bk. [3],5.126). Eger

GM
AP XI.1.2
R ( )

olacak olursa (X1.1.1) denklemi malim
Kg = my
denklemi ile uyusacaktir. (XI.1.2) bagintisi

1 M

— —— X1.1.3

G c?R ( )
seklinde de ifade edilebilir. Bu bagintinin sekli 1/G nin, Evrenin ortalama p yo-
gunfugunu kaynak olarak kabul eden

Vg~ £ (XI.1.4)
C

seklinde POISSON tipi bir denklem aracihigtyla belirlenen ¢ gibi bir alanla &z-
des kilinabileceini telkin eder bigimdedir. Nitekim bu denklem igin

M
¢ c?R

dsikar bir ¢dziim olusturmaktadir. ¢ yi her zaman
1
Cpo= G

olacak sekilde normalize etmek de mimkindiir. (XI.1.4) denkleminin en basit
ve kovaryant bir bigimde dért boyutlu uzay-zaman hiline genellestirilmis sekli,
) ile yeni bir kuplaj sabitini ve T ile de yalnizca maddeye tekaabil eden ener-
ji-impuls tansérini gostermek {zere

A

4 1
D =—T. (X1.1.5)

diir. Bu denkfem MACH ilkesinin ontolojik temeli olan ¢ alaninin madde tarafin-
dan nasil hdsil edildigini yansitmaktadir.

Bu sonuglari géz &niinde tutan BRANS ve DICKE, MACH ilkesini genis bir bi-
simde igeren bir gravitasyon teorisinin alan denklemlerinin, G = 1/¢ vaz et-
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mek ve @, ile de gravitasyon alaninin kaynagindaki skaler ¢ alanina tekaabiil
eden enerji-umpuls tansorini gostermek {izere,

' 1 8n
Ruv—“*z— g!“ R = ;;g (Tuw + (DLW) (XI.1.6)
olmasi gerektigini ileri sirmislerdir.

Boylece bu teori gravitasyon alaninin tek bir tansér yerine bir T, + @, tan-
sérit ve bir de ¢ skaleri aracthfiyla iretildigini temel varsayim olarak kabul
eden skaler-tansérel bir gravitasyon teorisi niteligindedir.

(X1.2) ALAN DENKLEMLERI

Esdegerlik ilkesinin gegerliligini teorilerinde de muhafaza etmek isteyen
BRANS ve DICKE test tanecikleri ile fotonlarin hareket denklemlerinin ¢ alanina
degil de yalnizca g,, lere bagh olmasini kabul etmislerdir. Buna gére madde ile
gravitasyon arasindaki enerji alis verigi tipk: EINSTEIN teorisinde olduju gibi

VT, =0T+ [, T/ —1 T /=0 (XL.2.1)
denklemiyle tasvir olunmaktadir. Bu takdirde (XI.1.6) nin her iki yanini ¢ ile
garptiktan sonra bunun kovaryant diverjanst alinirsa, bir yandan (XI.1.6) nin sol

yaninin diverjansinin dzdes olarak sifir otmasi ézelliginden diger yandan da (XI.
2.1) bagintisi dolayisiyla

8
R: — 1 &R . 9, = — — V, 0" (X1.2.2)
2 ct

bagintis: elde edilir. Bu baginti @* yii elde etmek igin yeterlidir. Bunun igin ¢

nin kendisi ve tiirevleri araciliiyla ingd edilebilen en genel ikinci mertebeden
simetrik tansorin

DOF = A(¢) 0" 0,¢ + B(¢) &2 0.0 979
+ C(¢) 8%8,¢ + D(¢) 8 % (X1.2.3)

seklinde olacagina dikkati ¢ekelim. Buradan hareketle, ve Usli ifadelerle ¢ ye
gére alinmis tirevleri gostererek,

V.2, = [A{$)} + B' ()] (3°0) (8.¢) (8.9)
+ [Ald) + D'(#)] (3,9) (%)
+ [A(@) + 2 B(¢) + C'($)] (8", ¢) (3.9)

+ D{(¢) 8,(13%¢) + C(¢) I*.9) (X1.2.4)
bulunur. §imdi (1V.2.26) y1 géz oniinde bulundurarak
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(3.6) RS = 3,(0%) — O%0.9) (X1.2.5)

yazilabilece§ine; ve ayrica da (XI.1.5) i de gz &niinde bulundurarak da (XI.1.6)
dan
81:

c*

—— quﬁ + [A(¢) + 4 B(¢)] (3°9) (3.9) +

4 [C() -+ 4 D) 0% | (X1.2.6)

elde edilebilecegine dikkati gektikten sonra (XI.2.2) nin sol yaminin (XI.2.5) ve
(X1.2.6) ifadelerinin 1s1ginda

(R‘: --%-stR) 8.9 = a,(0%¢) — [O%(3.¢) —
~ @9 ; [ 1C(g) - 4 D(¢)] (¢ + [A) + 4 B()] (2°6) (3,9)
(X1.2.7)

bulunur. (X1.2.4) ile (X1[.2.7) ifadeleri (XI1.2.2) ye yerlestirilirse katsayilarin egit-
ligi ilkesinden A, B, C, D ile bunlarin ¢ ye gére tirevleri arasinda

4a\

—— % p9)
—1=—"T qg)
ct
-2 [% @)+ 400 | = =T @ oy | 0
+48(8)] = — "= [A($) + B ()]
0= A() +28(¢) + C'(9) |
bagintilarinin mevcld olmasi gerektigi kolayhkla tesbit edilir. Simdi
1 3
0 = e — —
Ac? 2
ya da
A= 2 (X1.2.9)
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vaz etmek shretiyle A ya baglh yem bir kupldj sabiti tanimlanarak (XI.2.8) in ye-
gine ¢ozimlinin

wet wet
A(p) = % , B(¢)__16n¢

. o (X1.2.10)
() = i D(¢)=—§; J

oldugu bulunur. Boylece (XI.1.5) ve (X1.2.2) alan denklemleri de, (X1.2.9) ve (XI.
2.10) bagintilar1 dolayisiyla

8w

Y L o XI1.2.1
Lo 3+ 2w) ¢ ( )
1 8 I [+
R‘”_E—gMR:—c“qﬁ Tuvmg[aaqs Zguvaqua(,b]
— E [auav(i) —Buv D2¢] (XI.2.12)

sekline biirintirler. BRANS-DICKE tipi skaler-tansérel alan teorilerinde, bir geo-
metrik blyikitik olan g,, temel tansdriiniin bilesenlerini gene gravitasyon po-
tansiyelleri olarak yorumlamak mimkiin ise de ¢ ye tekaabil eden geometrik
hig bir buyikliik yoktur. Bu teorilerde, EINSTEIN"in Genel Rélitivite Teorisinde
oldugu gibi fizi§in ayni derecede geometrilestirilmis oldugundan artik séz edile-
mez. Bu durum, skaler-tansérel alan teorilerinin Genel Rélativite Teorisine naza-
ran estetik yéniinden ncksan olduklarm ortaya koymaktadir.

BRANS-DICKE teorisinin (XI1.2.12) ile verilen alan denklemlerinin
s_f ¢R+~ Lyt E}ad)aatbg”é\/:-gd“x

ile verilen bir aksiyon integralinin varyasyonunun sifir kilinmasiyla ifide edilen
bir varyasyon ilkesi aracilifiyla da elde edilebilecegi gosterilir (85 =0 hesabinin
ayrintilari igin bk. [9])

Eger ww»1 olursa

[£3)
ve
cof XL L 1
¢$<¢>—r0(m) G+O(m)

olacaktir. Buradan hareketle w » 1 hilinde (XI.2.12) igin
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1 8nG 1
R,——g .R=——F+T,+0|—

2 ct w
yazilabilir., Buradan da w—e igin BRANS-DICKE teorisinin alan denklemlerinin
EINSTEIN teorisinin alan denklemlerine indirgenecegi gérilmektedir,

Burada, ayrica, 1963 de FEZA GURSEY tarafindan teklif edilmis ve motivas-
yonu da tipki BRANS-DICKE’ninki gibi MACH ilkesinin kesin bir matematik for-
malizme kavusturulmasi olan fakat daha ¢ok kozmolojik bir kavramsal gergeve-
den kaynaklanan bir skaier-tanstrel teorinin varligina isiret etmek istiyoruz.
Bizzat GURSEY’in gésterdigi gibi bu teori, eylemsizlik sistemlerinde, BRANS-DICKE
tipi teorilerin w == 6 ya tekaabiil eden &zel bir hili gibi teldkki olunabiimektedir
{28].

(X1.3) TEORININ GOZLEMLERLE KARSILASTIRILMAS!

BRANS-DICKE teorisinden, gézlemlerle kargilastirifabilecek sonuglar cikarti-
labilmesi igin: 1) (XI.2.12) alan denklemlerini, tipki SCHWARZSCHILD metrigi
icin oldugu gibi merkezi, kiiresel ve hareketsiz bir cismin kendi civarinda hasil
ettifi esydnil ve statik gravitasyon alani hili igin ¢dzmek; ve 2) bdylece elde
edilen metrigin Ginese uygulanmasiyla: a) Merkirin perihe!l noktasinin preses-
yonunun, b) isigin Giinesin gravitasyon alanindaki maksimum sapmasinin, ¢) za-
man araliklarinin Glnesin gravitasyon alaninda uzamasinin (gravitasyon kokenli
spektrum kaymasinin), ve d} 1sigin Giinesin gravitasyon alanindan gegis siiresinin
bu teoriye gdre haiz olacaklari degerleri hesaplamak gereklidir. Bu degerlerin
goézlenenlerle ve EINSTEIN teorisinin &ngdrmiis oldukiariyla karstastiriimasi
ise BRANS-DICKE teorisi ile EINSTEIN teorisinden hangisinin gercegi daha iyi
yansittigina 151k tutacaktir.

Burada, BRANS-DICKE teorisinden hareketle merkezl ve kiiresel bir cismin
gravitasyon alanina tekaabiil eden metrigin ve bu metrikten de hareketle yukarida
s6zll edilen dort teste iliskin teorik deferlerin nasil elde edildiklerinin ayrintila-
rina girmeyecegiz. Yalnizca bu sonuglarin, EDDINGTON, [10], ROBERTSON [11]
ve SCHIFF [12, 13] tarafindan 6ngériilmiis ve BAIERLEIN [14], NORDTVEDT [15],
WILL [16] ve WILL ve NORDTVEDT [17] tarafindan gelistiriimis olan parametreli
NEWTO N-sonrasi formalizmi (PNS formalizmi) diye bilinen bir yéntem ara-
cihi§iyla elde edilmis olduklarini da kaydedelim [18, 19]. Gravitasyonun Diger
Ralativist Teorileri'ne deginecegimiz XII. Bélimde PNS formalizminin mahiyeti
hakkinda da bilgi verilecektir.

Simdi bu dért test ile ilgili olarak BRANS-DICKE teorisinin Sngdrdigi teorik
sonuglart vermeden &nce Merkiirin perihel ncktasinin, §{1.2) de agiklanmis ol-
dugu vechile, gézlenen presesyon mikdarinin gercegi yansitip yansitmadigi hak-
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kinda DICKE’rin ileri stirmiis oldugu siipheye dikkati g¢ekmek istiyoruz. DICKE,
Giinesin basiklifinin yani Ginegin ekvator diizlemine tekaabil eden gapi ile, ku-
tuplarin birlestiren ¢apr arasindaki farkin gergekte bilinen degerinden belki de
daha buytik olabilecegini ileri sirmistir. Bu basikhk deZeri 18%1-1902 arasinda
Gdtringen’de yapilmis gok hassas dlgimler sonucu (0,36 + 0,78).107° olarak belir-
lenmis bulunmaktadir. DICKE ve arkadaslar ise bu siiphelerini tahkik etmek {ze-
re 1966 da yaptiklart bir dizi 8lgim sonucu Giinesin basikhg igin (5,00,7).1075
degerini bulmusiardir [20, 21]. Giinesin bu basikligimin ise Merkiirin hareketi
{izerinde fazladan bir pertiirbasyon icrd edecegi ve bu pertirbasyonun Merkiire,
fazladan, ylzyilda 3,4” lik bir presesyon verecegi hesaplanmistir. Bu géz &niinde
tutulacak olursa Merkiiriin klasik NEWTON gravitasyon teorisiyle agtklanamiyan
presesyonu, sidece, ylizyilda 39,71" ye indirgenmektedir. Bu defer EINSTEIN
teorisinin 6ngdrdigl teorik deferden 9 8 kadar daha dusiiktir. Fakat BRANS
-DICKE teorisinde Merkiiriin perihelinin dolanim bagina presesyonu

6nGM 3w -4 3w -4
So) . — S — (50).. [ > X1.3.1
(59)a0 cfa{l — e?) (3m—{- 6) ( tP)E(%o—i— 6) ( )

ile verildiginden bu deger, w kuplij sibitinin degerinin
= 64 (X1.3.2)

olmasi halinde BRANS ve DICKE’nin &ngérditkleri bir deger olur [22]. Ancak, Gi-
nesin DICKE’nin tesbit ettigini sandigi kadar bir basikhiga sihip olmasi halinde, dig
ylzey tabakastnin yaklasik 25 ginde bir devir olarak gézlenen rotasyon hizina
karsilik Gilnesin i¢inin bir ya da iki ginde bir devirlik bir rotasyon hizina sihip
olmast gerekecegi hesaplanmisur. Bu her iki rotasyon hizi arasindaki farki agikla-
yabilmek iizere DICKE, Giinesin ¢ok ayrintili ve girift bir modelini gelistirmek zo-
runda kaimistir [23, 21]. Ancak, WEINBERG’in ifidesine gére [24] bdyle bir Gii-
nes modelinin dinamik bakimdan kararli oldugu kesin degildir.

Apayri bir mesele de, Giinesin gériinen yilizeyi DICKE’nin tesbit ettigi kadar
basik olsa bile, bunun Giinesin igindeki kiitle dagilim: ve Giinesin gravitasyon
alani hakkinda ne ifide edebilecegi hususudur. DICKE, kurdugu Giines modelinde,
Ginesin gézlenen yiizeyinin Gilinegin gravitasyon alaninin bir espotansiyel yuzeyi
ile gakistigint varsaymistir. Giinesin igindeki kiitle dagilimini bilmedigimizden
bu varsayim gercegi, pekild, yansitmiyor da olabilir.

DICKE’nir teklif ettigi Giines modeliyle ilgili olarak ortaya ¢tkan bu ve bunlara
benzer meseleler, yalnizca Merkiiriin perihelinin presesyonuna dayanarak BRANS
-DICKE teorisinin EINSTEIN teorisine tercih edilmesi hususunda fizikgileri biyiik
bir temkine sevketmis ve her iki teori arasinda kesin bir tercihin ancak diger test-
lerin sonuglarini da gézden gegirdikten sonra yapilabilecegi kanaatini pekigtirmigtir.
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Glinesin gravitasyon alanindan gegen bir 151gin miruz kalacag: A maksimum
sapma mikdari igin BRANS-DICKE teorisi

4GM®(2m~|—3 4 (2m+3
Ry \2w -+ 4 "\ 2w+ 4

degerini ngdrmektedir. BRANS-DICKE teorisinde w kupl3j sibiti igin kabul edilen
(X1.3.2) degeri géz 6niinde tutuldugunda

Agp = 1,64 < Ag = 1,75

bulunur. Ancak bu test, her iki teori arasinda kesin bir tercih yapilabilmesi i¢in
misait degildir. Zird bu sapma igin gesitli gdzlemlerde tesbit edilen degerier
1,3" ila 2,77 arasinda dagilmakta clup gézlem verilerinin gogu da 1,7" ild 2” ara-
sindaki aralikta toplanmaktadirfar [25].

Gravitasyon k&kenli spektrum kaymasi da, her jki teori arasinda bir tefrik
ve tercih unsuru olamamaktadir; zird gravitasyonun bitlin metrik teorileri bu clay
icin ayni teorik deferi dngdrmektedirler.

Geriye kalan en son Gmit, 1s1gin Giinesin gravitasyon alanindan gegis siiresinin
Slcililmesinin her iki teori arasinda kesin ve nihaf bir tercih kriteri olusturabilmesi
imididir. Bu minisebetle iki cins deney yapilmistir. Pasif deneyler Arzdan, ist
konjonksiyon durumunda bulunan Veniise ya da Merkiire elektromagnetik puls-
far génderip bunlarin Giinesin gravitasyon alanini gegip sz konusu gezegende
yansidiktan sonra tekrar Arza dénmelerini kaydedip gidis-déniis strelerini tes-
bitten ibarettir. Aktif denilen deneylerde ise génderilen elektromagnetik puls-
lari yansitan bir gezegenin ylizi dedil fakat bir uzay aracina bu ig igin yerlegtirilmis
olan elektronik bir diizendir. Pasif deneylerin mahzilru gezegenin yiziindeki enge-
belerin hisil ettifi pertirbasyonlar ve yansiyan pulslarin zayifligidir. Aktif deney-
lerin mahzlru da Giines riizgir: ve Giinesin radyasyon alanindaki dalgalanmalar
dolayisiyla uzay aractnin hareketinin méaruz kaldigr pertiirbasyonlardir.

Butin bu deneyler, PNS formalizmi gergevesi icinde bir kiitlenin olusturdugu
uzay-zaman egriliginin bir gesit &lglisii olan y parametresinden hareketle (1-4-7v)/2
biyakligina dlgmeye yéneliktir. EINSTEIN teorisinde y = 1 ve dolayistyla (1--7v)/2
= 1; BRANS-DICKE teorisinde de v = (w-+ 1)/(w +2) = 0,88 ve (1 - v)/2 =
= 0,94 tir. 1969 dan 1972 ye kadar yapilmis olan pasif deneylerin temin ettigi
degerlerin agirliklt ortalamasinin

—;— (1 - y) = 0,99 = 0,03

oldugu tesbit edilmistir [26]. MARINER VI ve MARINER VIl uzay araglariyla yapilan
iki aktif deneyde ise
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y 1,02 + 0,05

1
2 ( ") 1,00 = 0,04

sonuglari elde edilmistir.

En son olarak 1975 de R.ASRAMEK ve E.B.FOMALONT’u A.B.D.nde Green
Bank’daki Ulusal Radycastronomi Rasathdnesinin biyiik interferometresi araci-
ligiyla ve olaganistll uygun gdzlem sartlarinda gergeklestirmis olduklar, bu gibi
dlgimler igin olagantsti duyarl saydabilecek bir Slgim de

é_ (14 v) = 1,00 = 0,01

vermis [27]. Bu sonuglar, EINSTEIN teorisiyle w == 6,4 icin BRANS-DICKE tipi skaler
-tansérel teoriler arasinda, EINSTEIN teorisi lehinde bir tercih igin yeterli gériil-
mektedir.

Son bir husus olarak, deney verilerine gére gravitasyonun skaler-tansérel
teorileri arasinda kupl3j sabitinin w = 6,4 degerine tekaabil eden BRANS-DICKE
teorisinin gergegi EINSTEIN teorisinden daha iyi yansitamadigina hikmetmemize
ragmen bunun, biitiin skaler-tansérel gravitasyon teorilerinin mutlak olarak yan-
Its olduklarina ve EINSTEIN teorisinin de mutlak olarak gercegi yansittigina hik-
metmek anlamina gelmedigine de isiret etmek istiyoruz. Nitekim gézlem ve
Slgtimlerimiz, simdilik, w nin gok mu biiylik yoksa sonsuz mu oldugu hususunda
kesin bir yargiya varmamiz igin geregi kadar duyarli degildirler. EINSTEIN teorisi
ise skaler-tansérel gravitasyon teorisinin ancak w—>< igin sinir hili olarak telakki
edilebilmektedir.

REFERANSLAR

[1] C.H.BRANS, R.H.DICKE, Phys. Rev., 124, 925, (1961).
[2] R.H.DICKE, Phys.Rev., 125, 2163, (1962).

[3] R.H.DICKE, The many faces of Mach, Gravitation and Relativity (ed.H.
Y.CHIU, W.F. HOFFMANN); W.A.Benjamin, inc.; New York, Amsterdam;
s. 121-141; (1964).

[4] R.H.DICKE, The significance for the solar system of time-varying gravita-
tion, a.g.e., s. 142-174.

[S] BERKELEY, The Principles of Human Knowledge; A.Brown and Sons,
London; (1937).

[6] E.MACH, The Science of Mechanics; 5th english ed.; La Salle, Hll.; 1. B&-
lim; (1942).



REFERANSLAR x 191

[7]
(8]
[°]

[10]

{1t]
[12]

[13]
[14]
[15]
[16]
[17]
(18]

[19]

[20]
[21]

[22]
[23]
[24]
[25]
[26]

(7]
28]

D.SC AMA, M.N.RAS., 113, 34-42; (1953).
A.Y.OZEMRE, bu kitap, XII. Baliim.

R.J.ADLER, M.].BAZIN, M.SCHIFFER, Introduction to General Relativity;
2. baski; Mc Graw Hill Book Comp.; 5.381-383; (1975).

A.S.EDDINGTON, The Mathematical Theory of Relativity; Cambridge
University Press, London; (1922).

H.P.ROBERTSON, Space Age Astronomy (ed. A.J.DEUTSC, W.B.KLEM-
PERER); s5.228; (1962).

L.L.SCHIFF, Relativity Theory and Astrophysics, Relativity and Cosmology
(ed.).EHLERS), Providence, R.l.; (1967).

L.I.SCHIFF, Proc.Nat.Acad.Sci., 46, 871, (1960).

R.BAIERLEIN, Phys.Rev., 182, 1275, (1967).

K.NORDTVEDT Jr., Phys.Rev., 169, 1017, (1968).

C.M.WILL, Astrophys.]., 163, 611, (1971).

C.M.WILL, K.NORDTVEDT, jr., Astrophys. j., 177, 757, (1972).

C.M.WILL, The theoretical tools of experimental gravitation, Experimental
Gravitation, (ed.B.BERTOTTi) ; Academic Press; New York, London ;
5.1-110 ; s.1-110; (1974).

S.WEINBERG, Gravitation and Cosmology-Priniples and Applications
of the General Theory of Relativity; John Wiley and Sons Inc; New
York, London, Sydney, Toronto; s.244-248; (1972).

R.H.DICKE, H.M.GOLDENBERG, Phys.Rev.Letters, 18, 313, (1967).

R.H.DIiCKE, Relativity and Solar Oblateness, Experimental Gravitation,
s. 200-234.

S.WEINBERG, a.g.e., 5.197.
R.H.DICKE, Astrophys.J., 159, 1, (1970).
S.WEINBERG, a.g.e., s. 200.
S.WEINBERG, a.g.e., 5.192-194.

J.LEQUEUX, La Relativité Générale Verifiée, La Recherche, 4, 5.482-483,
(1973).

La Recherche, 6, 5.657, (1975).
F.GURSEY, Ann. of Phys., 24, 211-242, (1963).



X” BOLUM Se non & vero, & bene trovato!

DIGER
GRAVITASYON
TEORILERI

(XIiLI) GRAVITASYON TEORILERININ GEGERLILIK OLCUTLERI

Epistemolojik géris agisindan, mevcld gravitasyon teorilerinin gegerlilikle-
rinin Slgitlerini
1) i¢-tutarhilik,

2) tamlik, ya da kendi kendine yeterlilik,
3) deney ve gozlemlerle uyumluluk

olarak vaz etmek uygundur.

Bir teorinin ig-tutarlilifa sihip olmast demek, birbirleriyle mantiksal ya da
fizikse! agidan gelisik olan sonuglara yol agmamasi demektir. Gravitasyon teorileri
arasinda ig-tutarsizhga sship bir teori olarak, II. Bélimde, KUSTAANHEIMO’nun
teorisini gormistiik. Bu teorinin 1s1gin dalgalardan olustugu kabul edildiinde gra-
vitasyon kokenli kizila kayma igin &ngérdigi deger, fotonlar sdz konusu oldugun-
da éngdérdigi digerden farkli idi. Ig-tutarliliktan yoksun bir bagka gravitasyon teo-
risi de BIRKHOFF’unkidir. Genell Bolimde deginmis oldugumuz gibi BIRKHOFF
teorisi farkl iki cesit hareket denklemine yol agmaktadtr.

fg-tutarhlii olmayan gravitasyon teorilerine ii¢ &érnek daha vermek mim-
kiindar. Bunlardan biri HUSEYIN YILMAZ"in 1958 tarihli teorisidir [1]; bu teo-
riye gore, ayni bir dinamik sisteme alan denklemlerinin ¢6ziimii olarak o! adet
g, tekaabiil ettirilebilecegi OZEMRE tarafindan gésterilmistir [2]. Diger teori
gene H.YILMAZ in, fakat 1971 tarihli teorisidir [3]; bu teoride uzay-zamanin metri-
gini tansdr alanlari cinsinden veren denklem integre edilebilir bir diferansiyel
denklem degildir [4a]. Son érnek ise FIERZ ve PAULPnin 1939 da yaptiklari spini
2 olan tineciklerin (gravitonlarin) alan teorisidir [5, 6]; bu teorinin alan denklem-
lerinin biitiin cisimlerin LORENTZ referans sitemlerinde yalnizca dogrular boyun-

192
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ca hareket etmelerini icermesine kargihk ayni teorinin hareket denkiemleri,
gravitasyon alanlarinin cisimlerin hareketlerinin yéringelerini dogrusal y&rin-
gelerden saptiracagini éngérmektedir.

Tam olmayan gravitasyon teorilerine de, LORENTZ-invaryansh gravitasyon
teorilerini gézden gegirdigimizde deginmistik. II. Bélimde vermis oldugumuz
tanim uyarinca HOYLE ve NARLIKAR'in teorisi de tam sayilamiyacak olan bir
teoridir [7, 8]. Bu teori Evrenin BOND/{ ve GOLD tarafindan ileri siirilmis olan
duragan hal teorisina temel olmak iizere insd edilmis olup, EINSTEIN denklem-
lerini

1
Rw—-—;—-gu,R =—xT

wy -+ Cuv
seklinde, ikinci mertebeden simetrik bir tansérel C,, yaratim alaninin ithiliyle

degistirmektedir, Ancak, teori, bu C-alaninin tinecik yaratma hizini veren bir
denklemi igermediginden eksik bir teoridir.

Gravitasyonun rolativist teorilerini a) metrik teoriler, ve b) metrik olmayan
teoriler diye de siniflandirmak mimkindGr. Metrik bir gravitasyon teorisi: 1) te-
melindeki uzay-zaman varyetesinin bir metrikle donatilmis oldugu, ve 2) bu met-
rigin de esdegerlik ilkesine uydugu bir teoridir. I1. Bélimde BELIFANTE-SWIHART
teorisinin metrik olmayan bir gravitasyon teorisine &rnek oldugunu g&rdiktd.
Metrik gravitasyon teorilerini birbirlerinden farkli kilan yalnizeca metrigin olusum
kaanGnudur. Genel Rélativite Teorisinde metrik, dogrudan dogruya, maddesel
enerji-impuls tansdrli ve gravitasyon kdkenli olmayan diger alanlar aracihigiyla
Gretilir. P.JORDAN'in teorisinin &zel bir hili olan ve X]. Bdlimde incelemis ol-
dugumuz BRANS-DICKE teorisinde madde, ve gravitasyon kdkenli olmayan diger
alanlar &nce skaler bir ¢ alani yaratmakta ve sonra bu ¢ alani, bu sefer, maddeyle
ve diger alanlarla etkileserek tansérel gravitasyon alanini, yani metrigi dogurmak-
tadir. Cok daha doimbagli bir metrik teori ise W.T.NI tarafindan tasarlanmistir.
[10]. Bu teori &klitselimsi bir 1, metrigi ile evrensel bir zaman kcordinati ihti-
vi etmekte olup, Snce, madde ve gravitasyon kokenii olmayan diger alanlaria
etkileserek skaler bir ¢ alaninin dogmasina sebep olmaktadir; sonra da 7, ev-
rensel zaman ve skaler ¢ alam ile birlikte egdeferlik ilkesinin gecerliligini sagla-
yan g,, metrigini dogurmaktadirlar,

Metrik bir teori olmayan ve sonuglari bakimindan, bugiinidn teknolojik imkan-
lar1 gergevesinde, Genel Rélitivite Teorisinin denel sonuglarindan farkhilik gés-
termeyen gravitasyon teorisi E.CARTAN’in burulmali iligkisel bir uzay-zaman cer-
cevesi iginde kurmus oldugu teoridir [11-13].

Bu durumda, CARTAN (1869-1915) teorisinden sarf-r nazar edilirse, aslinda
Genel Rélitivite Teorisine ciddi rakip clabilecek teorilerin hepsi de metrik gravi-
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tasyon teorileridir. Bunlarin deney ve gozlemler kargisinda bir karsilastiriimasini
yapmak lzere XI. Bdlimde s6z konusu etmis oldugumuz parametreli NEW-
TON-sonras) formalizmi (PNS formalizmi} hakkinda ek bilgi edinelim.

(XI1.2) PNS FORMALIZMi [4,6b, 14, 15]

Bugiinki teknolojiyle Genel Rélativite Teorisinin denel oflarak sinanmasi hep
Gineg Sisteminin sintrlan iginde olmustur. Bu itibarla metrik gravitasyon teorileri
arasinda bir tercih igin en uygun bélge gene Gines Sistemi olacaktir. Hilbuki
Gines Sistemindeki gravitasyon alani

S:- |= I NEWTONsal potansiyel | < 1076
c

gibi zayif bir degere sihip olup bu bdlgedeki gekim alanini Greten madde de ¢ok
yavas hareket etmektedir; sistemin kiitle merkezine gére bir cismin hizinin kare-~
sinin ¢* ye orani ise

v <1077

¢z~

mertebesindedir, Bu durum EINSTEIN denklemlerinde zayif alan ve yavas hareket
yaklagikliklarinin yapilmasina misaittir. Buna gére eger NEWTONsal potansiyel,
hiz, yogunluk, basing, enerji-impuls tansérii ve &zgiil ig enerji gibt buyuklikler
parametrik bir bigimde serilere agilirlarsa béyle bir zayif alan + yavas hareket
agthmi: 1) sifirinci mertebede; bos, oklitselimsi uzay-zamani, 2) birinci mertebe-
de: Gines Sisteminin NEWTONsal tasvirini, ve 3) ikinci mertebede ise bu
NEWTONsal tasvire eklenen NEWTON-sonrasi diizeltmeleri verir. Bu son kademe-
de ifideler v, B, a;, @y a3, §. Ty G5. T, diye gosterilen 9 parametre ihtiva
ederler. Bunlara NEWTON-sonrast yaklasim parametreleri adi verilir.
Metrik tansdriin, enerji-impuls tansériniin ve hareket denklemlerinin bile-
senlerinin agtk ifidelerini bu parametreler cinsinden agikga ifide etmek kaa-
bildir [4b]. Ayrica bu parametrelerin fiziksel olarak neye delilet ettiklerini yo-
rumlamak da mimkindir, Buna gére

vy : birim kitlenin dogurdugu uzay egriliginin bir dlglsidir;

B : gravitasyen alaninin non-lineer olmasinin bir dl¢iisiidir;

g

a, ; gldbal korunum kaanuniarinin gegersizliklerinin Slgileridir;

@
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Cr l
g,

. Ayricalikhl evrensel bir referans sisteminin var olmasinin Slgileridir,
&
G4

Biitiin metrik teoriler kendi aralarinda, kuvvetli alan sintrinda, farklt olsalar bile
hemen hepsi de PNS formalizmi igin ayni sekli haizdirler. Bunlarin birbirlerinden
farkli olmalarini temin eden, yalnizca, séz konusu 9 parametrenin her teori igin
aldigs farkh degerlerdir. Ozellikle bunlar arasindan 6 parametrenin degerlerine
gdre metrik gravitasyon teorileri, P/ ile momentum 3-1i vektoriinin ve J¥ ile
de agisal momentuma tekaabil eden ¢arptk bakisimli 3 X 3 lik tanséri gostermek
siiretiyle, s6yle bir siniflandiritmaya tabi tutulabilirler:

{C G G5 Gy} {o; o3} Teorinin Tipi Korunan Buyikiikler
Hepsi sifir Hepsi sifir Timiyle korunumlu pi , ¥
Hepsi sifir Hepii_ sifir Yari-korunumlu pi

degilse
Hepsi sifir | Herhangi bir Korunumsuz po
defilse deger

S6z konusu bu 9 parametreye heniiz 6zel degerler verilmemis haliyle PNS
formalizmi, butlin metrik gravitasyon teorilerinin NEWTON-sonras: sinirfarini 6zel
hiller olarak ihtivd eden sGpermetrik bir gravitasyon teorisi gériinimindedir.
Buna gore bitin metrik teorilerin Gilines Sisteminde ayni cins gézlenebilir olay-
lar1 &ngdrebilecekleri sdylenebilir. Ancak her olayin viis’ati hangi metrik teori
goz éniinde tutuluyorsa o teoriye tekaabil eden NS parametrelerinin degerlerine
bagll olacaktir. 196. sayfadaki cetvelde bazi metrik gravitasyon teorilerinin NS
parametrelerinin degerlerinin Genel R&lativite Teorisininkilerle mukaayesesi ve-
rilmektedir. Burada katmanlt teori deyimi zamana dik olan konform uzay kat-
tart ihtivi eden teorilere deldlet etmektedir.

PNS formalizmi gergevesi iginde bir gezegenin perihelinin ilerleme mikdar
1
(09)pys = 3 2—B+2y7) 69)rr

ve 151gin gravitasyon alanindaki maksimal sapmasi da

s = - (L + 1) Moaz
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Y B &y £y a; | &, &, & | Cs
1) GENEL ROLATI-
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ife verilmektedir. Metrik teoriler (ve CARTAN’in metrik olmayan teorisi) igin i1gigin
gravitasyon koékenli kizila kayma mikdart hep aynidir,

Simdi bitln gravitasyon teorilerinin gegerliligini incelersek ortaya 197. say-
fadaki gibi sinoptik bir cetvel gikar. Bu duruma gére hilen birbirlerine rakip sayi-
labilecek olan teoriler sunlardir :

1) EINSTEIN"1n 1916 tarihli Genel R&litivite Teorisi

2) CARTAN’In metrik olmayan teorisi

3) w> 6,4 igin BRANS-DICKE teorisi

4) w>6, A= 0 igin BERGMANN-WAGONER-NORDTVEDT'in skaler-tanssrel
teorisi [23-25].

5) K= 0 igin vektdrel metrik teori [26].

Bu teorilerden son Ugli, ancak ihtivd ettikleri kupldj sabitlerinin usturuplu bir
bigimde secilmis olmalari sarti altinda Genel R&lativite Teorisinin &ngérmiis ol-
dugu sonuglari verebilmektedirler. CARTAN teorisine gelince onun da EINSTEIN
teorisinin &ngdrdigu sonuglara, daha girift bir geometrik temelden (burulmals
iliskisel uzay kavramindan) hareket ederek varmis oldugunu sdylemistik. Buna
gore yaklagik iki dizine rakip teoriye ragmen EINSTEIN’In Genel Ré&lativite Teori-
sinin i¢-tutarlihgi, kendi kendine yeterliligi ve kavramsal basitligi ile deney ve géz-
lemlerle uyumu bakimindan 60 yildir basta gitmekte oldugunu s&yleyebiliriz.
Gelecekte, teorileri yeni testlere tabl tutmak ve de simdiki testlerin duyarlilikla-
rini arttirmak sQretiyle bu bes rakip arasinda belki en son pratik segimi yapmak
mimkin olabilecektir.
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OGLgUT ELENEN TEOCRILER

POINCARE, ROBERTSON-NOONAN,
BIRKHOFF, YILMAZ (1958), YILMAZ (1971)

IC-TUTARLILIK FIERaPAULL WHITROW MORDUCH (5 ),
KUSTAANHEIMO
TAMLIK HOYLE-NARLIKAR (1964),

WHITROW-MORDUCH

EOTVOS-DICKE-BRAGINSKI

DENEY(, ESDEGERLIK | NEWTON, BELIFANTE-SWIHART
ILKESI

GRAVITASYON KOKENLI | ABRAHAM, NORDSTROM, MILNE
KIZILA KAYMA LITTLEWOOD-BERGMANN

ISIGIN SAPMASI VE EINSTEIN (1912), Bitiin konform .’te'oriler:
RADAR TESTi NORDSTROM-EINSTEIN-FOKKER, NPnin
konform teorileri, BRANS-DICKE (w < 6,4)

ROSEN [16, 17] COLEMAN [18],
PERIHEL ILERLEMESI PAPAPETROU [19-21], PAGE-TUPPER [22],

NPnin katmanli teorileri [16].

GALAKSININ DOGURDU-

&U GEL-GIT OLAYLAR] | YHITEHEAD

BRANS-DICKE tipi teoriler {w > 6,4),
ONTOLOJIK BASITLIK BERGMANN-WAGONER-NORDTYEDT

(Birden fazla alanh teoriler) | tipi teoriler (w > 6, A =0), Vektérel Metrik

Teoriler (K = Q)

GEOMETRIK BASITLIK CARTAN

BUTUN BU OLCUTLERE ) . A -
TAKILMAYAN YEGANE | EINSTEININ GENEL ROLATIVITE TEORISI

TEORI
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