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ONSOZ
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ihtiva etmektedir. Bunlarin ayrintih ¢oziimlerini kapsayan ve Dr. Emine M. Riza
ile birlikte hazirlamis oldugum “Teorik Fizik Dersleri, Cild: 5/I; Ist Teorisi
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1. BOLUM

TEMEL KAVRAMLAR
VE TERMODINAMIGIN
BiRINCI ILKES]

(1.1) GIiRIS

Termodinamik, maddeye etkiyen fiziksel ve kimyasel degisimler esnasinda
agifa gikan (veya gizli kalan) enerjinin déntistim sartlarint ve kurallarim saptayan
bir bilim dalidir. Ugrasi alanmna giren kavramlar dogrudan dogruya deney ve
gozlemlerden esinlenerek olusturuldukiars icin klasik termodinamik, maddenin
fenomenolojik bir teorisidir. Buna karsibk Dérdiincii Kisimda inceleyecegimiz
{statistiksel Mekanikler, maddenin makroskopik 6zelliklerini, maddenin makros-
kopik goriinimit altindaki mikroskopik yapisindan ve ozelliklerinden hareket
ederek cikarmayi ve acgiklamayi amagladiklarindan maddenin, epistemoloji (bilgi
teorisi) yoniinden daha {ist diizeydeki bir teorisini, temel bir teorisini, olustururlar.

Maddeye etkiyen s6z konusu bu degisimlerin, civarindan tamamen yaltil-
mts bir termodinamik sistem iginde olustuklarini varsayacafiiz. Boyle bir sistemin
evrimini ise termodinamik degiskenier denilen ve sistemin fiziksel 6zelliklerinin
termodinamik acisindan belirlenmesine yarayan bir takim parametreler aracili-
giyla inceleyecegiz. Sistemin bir termodinamik hili sistemin evrimini belirleyen
termodinamik degiskenlerin belirli bir deger takim araciigiyla saptamr. Termo-
dinamik degiskenler genellikle iki sinifa ayriliriar : 1) gbz 6niine alinan maddenin
mikdariyla orantili olan, meseld sistemin V" hacmi veyd U ig enerjisi gibi digadé-
niik (ekstensif) degiskenler; ve 2) maddenin mikdarindan bagimsiz olan, meseld
P ic basinct veyd T i¢ sicakligi gibi iceddniik (intensif) degiskenler.

Deney, belirli bir termodinamik sistem g6z éniine ahndiginda, tanimlanmis
olan biitiin termodinamik degiskenlerin birbirierinden bagimsiz olarak degisme-
diklerini; ve ozellikle, sistemin termodinamik halinin zamana bagl olarak degis-
medigi termodinamik denge hili igin, sistemin termodinamik degiskenleri (veya
baska bir deyimle, hél degiskenleri) arasinda ¢ok Snemli fonksiyonel bir baginti-
nin var oldugunu ortaya koymustur.
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Buna somut bir 6rnek, meseld, bir ideal gazin hil denklemi (ya da karakte-
ristik denklemi) olan ve

PV = NkT 1.1.1)

ifidesiyle verilen BOYLE-MARIOTTE kaaniinudur. Bu ifade siiphesiz ki ideal
bir gazin P basinci, ¥ hacrm ve T sicakligt arasinda

AL, vV, T) =0 (1.1.2)

seklinde bir fonksiyonel bagintimin varligi demektir. (N: gazdaki molekiillerin

keninden herhangi bir ¢iftin degerinin verilmis olmas: lictincii hal degiskeninin
degerinin de derhal belirlenmesini miimkiin kilmaktadir.

Matematik agisindan bir hal denklemi genellikle ¢ok degiskenli, siirekli ve
siirekli tiiretilebilen reel bir fonksiyondur. Su hilde, hdl denklemi verilmis bir
termodinamik sistemi incelemek i¢in tek degiskenli fonksiyonlarin soyut incelen-
mesinde kullanian kismi tiirev, tam diferansiyel, egrisel integral gibi kavramlarin
ve bunlara iliskin islem ve yéntemlerin termodinamikte ne Snemli bir merkezi
rol oynadiklanint kestirmek zor degildir.

Bir termodinamik sistemin bir hilden bir baska hile gegisinin dnemli vec-
heleri olabilir. Simdi kisaca bunlara bir gdz atalim.

¥ A Hal Yiizeyi

Eshacimsal Siivec
Egrisi

Bir Denge Hali Cevrimsel Siire¢ Efrisi
O =Y
Sekil: L1 — Termodinamik
hél denkleminin ve ilgili sii-
reglerin geometrik temsille-
NV =V, diizlemi rine bir misdl olarak ideai
P gaz hil denkleminin temsili.

Bununla ilgili olarak ve somut bir 6rnek olmak tizere (I.1.2) hal denklemi-
nin geometrik bir temsilini ele alacak olursak bu bize Sekil: I.1 deki gibi, her bir
noktast sistemin bir denge haline tekaabiil eden bir [x] hal yilizeyi verir. [x] lize-
rindeki her bir nokta P, ¥ ve T nin belirli degerlerine tekaabiil eden koordinat
diizlemlerinin arakesitinde bulunur.
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Hal denkleminin genel bir yiizey aracihfiyla temsil edilebilme olanag: termo-
dinamige soyut geometrik bir bilim olarak yaklasabilmeye de zemin hazirlar. Bu
goriis acisindan hareketle biitiin klasik termodinamigi genel yiizeyler ve bunlar
iizerinde diferansiyel formlardan olugan bir igerigi haiz aksiyomatik bir temele
de oturtmak miimkiindiir. Ancak biz lisans diizeyindeki bu derslerimizde geomet-
rik temsile, bu gibi bir amag igin degil de bazi kavramlart geometrik bir igerikie
pekistirmek i¢in, ancak bir arag olarak bag vuracagiz.

Termodinamik sistem bir hilden bir baska hile gecerken bu gecise sebep
olan dis etkenler eger ¢ok yavas degisiyorlarsa bu takdirde sistemin her an yak-
lasik olarak termodinamik dengede bulundugu diisiiniilebilir. Boyle bir hal degi-
simine durgunumsu (kuvazistatik) hil degigimi denir.

Bundan baska, bir sistemin hal degisimi eger hacmui hi¢ degismeden (sibit
hacimda) vukuu buluyorsa, buna eshacimli hl degisimi; eger sicakhgt hi¢ degis-
meden (sibit sicaklikta) vukuu buluyorsa, buna essicaklikli hil degisimi; eger
basinci hi¢ degismeden (sabit basingta) vukuu buluyorsa buna esbasingh hal de-
gisimi adi1 verilir. Benzer tanimlar esisith (veyd adyabatik) hil degisimi; esentropili
hal degisimi ilh... i¢in de verilir.

Eshaciml hal degisiminde 8V = 0 olur.
Esbasingli hil degisiminde 6P = 0 olur.
Essicaklikli hal degisiminde 6T =0 olur.
Esisili veya adyabatik hil degisiminde 60 = 0 olur.
Esentropili hal degisiminde &S = 0 olur.

Sekil : 1.1 de [y] hil diizlemi ile ¥ = V| sabit diizleminin (') arakesit egrisi
iizerindeki her nokta icin ¥ = ¥, oldugundan hil degisim siireci (I') ile temsil
olunan bir sistemin eshacimls bir hal degisim stirecine tabi olacag agiktir. Keza
P = P, = sabit veyd T = T, = sdbit diizlemleriyle [x] hal yiizeyinin arakesit
egrileri de, benzer nedenlerle, sirasiyla esbasinglt ve egsicaklikli hal degisim sii-
reclerini temsil ederler.

Termodinamik hal degiskenlerinden yalnizca biri sabit kalarak vukuu bulan
hal degisimleri ok ozel degisimlerdir. Aslinda gergek hél degisimleri, genellikle,
¢ok daha karmagsik bir bi¢imde olusurlar. Bir hal degisiminde termodinamik sis-
temin pespese hallere gegisinde hal degigkenlerinin degisimlerinin timii sistemin
hil degisim siirecini olusturur,

Bir termodinamik sisteme etkiyen dis parametrelerin belirli bir zaman aralifs
icindeki degisimleri tersindiginde eger bu durum sistemin hil degisim siirecini de
tersindirirse buna tersinir hal degisimi; aksine ise tersinmez hal degisimi denir.
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Onemli hal degisimi siireglerinden birisi de ¢evrimsel siiregtir. Béyle bir sii-
re¢ boyunca sistemin termodinamik hali genellikle degismekle beraber siirecin
sonundaki hal ile basindaki hal 6zdesir. Sekil: 1.1 de {v) < [x] kapali egrisi béyle
bir gevrimsel siireci temsil etmektedir.

(I.2) ISI VE iS; TERMODINAMIGIN BIRINCI ILKESI

JOULEun (i819-1889) deneylerinin 1sinin 1ge esdegerligini agik¢a ortaya
koymus oldugunu biliyoruz. Buna gére 1 kalorilik bir 1s1 4,18 Joule’luk bir ise
esdeger olmaktadir.

Ist diye, bir sicaklik farks dolayisiyla iletilmis olan enerjive ve is diye de her-
hangi baska bir sekilde iletilen enerjiye denir. Baska bir deyimle, 151 ve is kavram-
larinin  esdegerligi ancak bir enerji degis-tokusu séz konusu oldugunda anlam-
lidr.

Civaniyla termodinamik dengede olan (yani baska bir deyimle: oldukca ge-
nis bir zaman aralifinda, sistemin disindaki parametrelerin etkisine dayali her-
hangi bir evrim siireci iginde bulunmayan} bir sistemin belirli bir anda halmin de-
gistigini varsayalim. Bu hal de@isimi ancak, sistemin civanyla bir etkilegmesi
sonucu olusur. Bu etkilesme, genellikle, sistem ve civart arasinda 15 ya da 1si, ve-
yahut da her ikisinin degis-tokus edilmesidir. Bu degig-tokustan belirli bir siire
sonra sistem civaryla gene termodinamik dengede bulunma durumuna gecer.

Bir kabul olmak tizere, bir sisteme disaridan ithal edilen 1si mikdari daimé
(+), sistemin disanya ilettigi 1s1 mikdari daimi (—) olarak alinacak; eger sistem
bir is yapiyorsa bu daimé (+) ve eger sistem Uzerinde bir is yapiliyorsa bu da
daimi (—) olacaktir.

Enerjinin Zorunumu ilkesi uyarinca, bir sisteme bir mikdar enerji ithal edile-
cek olursa sistemin kendi i¢ cnerjisi bu mukdar kadar artar. Eger sistemin,
civaniyla herhangi bir etkilesmesi olmadan haiz oldugu i¢ enerjisinin degeri U, ve
etkilesme sonucu ulastifi i¢ enerji diizeyinin degeri de U, ise, @ bu hal degisimi
stresince giren 1s1 mikdarini ve W de gene aym siirede sistemin yaptifi isi gdster-
mek iizere sistemin i¢ enerjisindeki net U, — U, artisi

Uy— U, =Q— W (1.2.1)

olacaktir.

Enerjinin korunumu ilkesinin bir sonucu olarak ortaya ¢ikan (I.2.1) ifadesi
termodinamigin birinci ilkesinin ifade sekillerinden birisidir. Bu ifadede dikkat
edilecek olan husus gerek U; ve gerekse U, 1¢ enerji degerlerinin sistemin belirli
iki andaki halini karakterize etmelerine karsilik, bu iki an ile simirlt termodinamik
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siire¢ boyunca sisteme intikaal etmis olan isinin net toplam mikdari olan @ ile
sistemin gene bu siire¢ boyunca gelistirmis oldugu W isinin sistemin herhangi
bir halini karakterize etmege yeterli olmadiklart keyfiyetidir.

Gergekten de U, ve U,, bir siirecin basinda ve sonunda sistemin i¢ enerji-
sinin haiz oldugu degerlerdir. Bunlarin, sistemin (1) halinden (2) haline gegisini
saglayan siirece bagh olmadiklart asikardir. Halbuki (1) — (2) gegisini saglayan
stireglerin hepsini géz Oniine alirsak bunlarin hepsi igin baslangig ve son hallerin
ortak olmasina karsilik siire¢ boyunca sisteme iletilen @ 151 mikdarinin her siireg
icin alacag degerin farkh olabilecegi aciktir. Yani belirli bir termodinamik siireg
siiresince sisteme intikaal edebilecek 1s1 mikdarimi tek bir sekilde belirlemck ve
ifide etmek miimkiin degildir.

Ayni sey sistemin bir siire¢ boyunca yapmis oldugu is i¢in de soylenebilir.
Bunun igin bir tek &rnek vermek yeterlidir. Bu itibarla Sekil: [.2 deki gibi
tamamen keyfi bir sekli haiz bir sistem goz Oniine alalim. Sistemin dh kadar

i == P,.d5

dh

Sekil : 1.2 — Hidrostatik termodinamik sistemlerde - _
isin ifadesi : AW = Py . (dS . dh). N o

genigledigini varsayalim. Eger sisteme disardan etkiyen basing P, ise sonsuz kii-
giik bir dS alam {izerine P, basinct dolayisiyla uygulanmis olan dK kuvveti :
dK = P, dS, ve yapilmis olan kismi AW igi de

AW = dK.dh = P,(dS . dh)
olur. Bu ifadenin sistemin biitiin [X] sinir yiizeyi iizerinden integralinin alinma-

styla, dh lik bir sonsuz kiiciik radyal genisleme sonucu sistemin yapmus oldugu
sonsuz kiigiik toplam &W isi igin

j AW = §W = P,(S.dh) = P,.dV
=]

degeri bulunur. Termodinamik denge halinde P, dig basinciyla sistemin P i¢ ba-
sinct birbirlerini dengeleyeceklerinden (P, = P)
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SW=P.dVv

olur. Boyle bir sisteme hidrostatik sistem adi verilir. Simdi sistemin miimkiin
(1})=(2) termodinamik degisim siireglerinde 6 W nasil davranacaktir, onu aragti-
ralim. Sekil: 1.3 den §W = P.dV nin anlaminn, taranmis sonsuz kiigiik endeki
seridin alam olacagl acikfir. Ayrica

2)

[ sw

(1)
integralinin de (1) halini (2) hiline biriestiren sistemin evrim egrisi ile ¥ ekseni
arasindaki alam: verdigi Asikrdir. Ancak bu alan, hi¢ stiphesiz ki, (1}-(2) ge-
cisini saglayan termodinamik siirece yani (1)1 (2) ye baglayan evrim egrisine
siki sikiya baglidir. Bu ise W nin genellikie bir tam diferansiyel olarak alinami-
yacagmin kanitidir.

(P)JL
“y
A
1oy
Py |-t e s et ot e +—-—3 (2)
I
/1
i
i
]
P ¥
1
P, i
i
)
i
I
I
1
! v)
Q :J s Sekil : 1.3 — dW = P .dV nin bir
2

tam diferansiyel olmadign hakkwnda.

Eger termodinamigin birinci ilkesini sonsuz kii¢iikk bir siire¢ sonunda erisi-
jen bir hal de@isimi i¢in yazarsak, dU == U, - U, vazederek

dU = 8Q — W (1.2.2)

olur.

Boylelikle, bu ifidede §Q ve 8 W nin birer tam diferansiyel olmamalarina kar-
sihk artik sistemin bir hal degiskeni oldugunu ifidde edecegimiz U ig enerjisine



TEFRMODINAMIGIN BIRINC iLKESE % 9

tekaabiil eden JU bir tam diferansiyeldir. (1.2.2) formiilii klasik termodinamigin
birinci temel ilkesinin bir baska ifade bigimini olusturur.

Termodinamik bir sistemin i¢ enerjisindeki degisim bir tam diferansiyel ola-
rak ifade edilebildigine gore eger sistemin c¢evrimsel bir siire¢ uyarinca ugradifs
hal degisikliklerini gz 6niine alacak olursak (I.2.2) den, her g¢evrim sonunda,

gﬁdUmgﬁ(SQMSW)E0$<j}8Qz@5W (1.2.3)

olacag derhil goriiliir ; bu da bize gevrimsel bir siiregte ancak 1simn ise, ya da
isin 1stya doniisebilecegini kanitlamaktadir. Baska bir deyimle, (1.2.3) ifadesi bize,
higten 1s1 ya da is iiretebilen peryodik gevrimli bir makine yapmammn tiimilyle ola-
nak dist oldupunu bildirmektedir. Boyle bir makineye, yani disaridan hi¢ enerji
almaksizin sonsuzadek c¢alisarak is yapacagi diigiiniilen makineye birinci cins
Siirekli dongii makinasi (devr-i ddim makinast, perpetuum mobile) ad: verilmistir.

/ﬁ; LA A L
Z Z
5; Q -t g
. . g
Z g
_ L]
g ——p Q7 j;
[
Sekil : L4 — Esisih duvarlarla yalitilms, sil temash
iki termodinamik sistemin st ahg-verisi. T 7 ]

Simdi, Sekil: 1.4 deki gibi civarlanndan esisih (adyabatik) duvarlarila yalitil-
mus fakat birbirleriyle 1si temasta bulunan iki termodinamik sistem goz Oniine
alalim. Bunlardan A sisteminin sourdugu @ 1s1 mikdar igin

Q=(U,—U)+ W
ve A’ sisteminin sofurdugu @' ist mikdan i¢in de
g = —-U)+ W
yazabiliriz. Taraf tarafa toplayarak
Q+ 0 =[(Uy+ Uy — (U + U+ W+ W)

bulunur. Bu son ifidenin sag yaninda koseli parantez (4 + A') bilesik sisteminin
i¢ enerjisindeki degisimi, son terim ise (4 + 4’) bilesik sistemi tarafindan yapilan
isi gostermektedir. Buradan @ + Q' niin de (A4 + 4') sistemi igindeki toplam
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151 degisim mikdar oldugu anlasiimaktadir. Fakat bilesik sistem civarindan esisilt
duvarlarla yalitilmis oldugundan

80=0+0Q =0
ya da

=

demektir. Bu da bize esisili sartlar altinda 4 nin kaybettigi (ya da kazandig) isi-
nin A" ntin kazandii (ya da kaybettigi) isiya esit olacagim gostermektedir.

Cogu kere termodinamik problemlerinde sistemin parametrelerinin deger-
leri, sistemin biitiin kiitlesi g6z éniinde tutulacak yerde birim kitlesi ya da birim
molekiil-gramu (mol’l) basina verilir. m ile sistemin kiitlesi ve Ny AVOGADRO
sayist olmak iizere p = N/N, ile de sistemin mol sayisini gostererek meseld ideal
gazler denkleminden

N, .
PV = Nk --qu— T — PV =uRT - Pv=RT (R= Nyjk: gazlar sibiti)
)]

mistir. Benzer sekilde (1.2.2) nin her iki yanuni da m veyi p ile bdlerek o6zgiil ig
enerji igin
du = 8q — Bw (1.2.4)

yazilir.

(I3) ENERJI DENKLEMI

Bir sistemin enerji denklemi sistemin U toplam i¢ enerjisini ya da u 6zgiil
i¢ enerjisini hal degiskenleri cinsinden ifide eden bagmtidir. Bagimsiz iki hal de-
giskeni aracihfiyla ifdde edilebilen basit bir termodinamik sistem igin enerji
denklemi

U=U(T,V) w=u(T,v)
U= U(T,P) u=u(T,P) (1.3.1)
U=UP, V) u=u(P,v)

sekillerinden birini haiz olacaktir.

Aslinda, bir sistemin hél denkleminden enerji denklemini ¢cikarmak olanaf
genellikle yoktur. Fakat sistemin i¢ enerjisinin hangi bagimsiz termodinamik
degiskenlere bagli oldugu bilinirse enerji denkleminin tam diferansiyelinin anali-
tik ifddesindeki katsayilari ve bunlarn degisimlerini denel olarak tdyin etmek ve
bu bilgilerin 15181 altinda integrasyon yapmak slretiyle enerji denklemini bulmak
milmkiin olur.
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(1.3.1) enerji denklemlerini ve bunlardan ¢ikarilan sonuglari incelemek
tizere sistematik bir bigimde hareket edecegiz.

A) T ve v nin bagmmsiz degiskenler clmalary hili.

Enerji denklemi eger yalnizca T ve v bagimsiz degiskenleriyle v = u(T , v)
seklinde ifide edilebiliyorsa, buradan tam diferansiyel alarak

d —— S ’ - .

olur. Eger yalmzca hidrostatik bir sistem goz Oniine alirsak, ow = P dv oldugun-
dan, bu son bagintiyr da hesaba katarak (1.3.2) ve (1.2.4) den

du du
8q = (BT) dT -}- [P - (—a—;—)z] d (1.3.3)
bulunur. Sabit hacimda gelisen bir termodinamik siireg igin dv = 0 olacagindan
_ (2
50 - ( : T) dT,

olur. Bu ise, bir sistemin hacminin sibit tutulmas: sartiyla, sicakligmin 47T, kadar
artmasiyla sisteme ne mikdarda bir 1simin intikaal etmis olacagim gdéstermekte-

dir. Bu, aym zamanda, (3u/97T), katsayisinmin sayisal belirlenmest igin iglemsel
bir yontemin de tanimi demektir. Buna gore

@fl:% : 8, = ¢, dT, | (134)

ile tanimlanan ve T ye olan baghlif: deneyle saptanan ¢, bityiikliigiine sistemin
sibit hacimda 6zgiil 1s1s1 adi verilir. Buna gore (1.3.3) igin de

oq = ¢, dT + [P-}—(au) ] dv (1.3.5)
av |,

olur.

Benzer sekilde bir de sfibit basingta 6zgiil 1 tammlanabilir ;

8q, = c,pdT, (L3.6)

olarak tammlanan bu biiyiiklik gene denel olarak Olgiilebilir.
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Simdi esbasingli bir hal defisim siireci gbéz Sniine alahm. Bu takdirde (1.3.5)
ve (1.3.6) dan

, du
qu = CP dTP = CV dTP - l:P -} (—a—v—):;I va

ve bu ifadeyi de dT, ile bolerek

Y [p + (_%)] (% ) 13

Sistemin sdbit basingtaki hacimsal genlesme katsayisi olarak

olur.

_ Lfor 1.3.8
o= ( p T)p ( )
vazedilecek olursa (1.3.7) den
du ) _ %
( P )T . P (1.3.9)

bulunur.

¢p,C,, %, v ve P denel olarak degigimleri Slciilebilen bilyiiklikler olduk-
larindan (1.3.4) ve (1.3.9) aracibifiyla # nun

c
du = ¢, dT + (iﬁm _— P) dv (1.3.10)

seklinde degisimi saptanmis olur. Buradan da integrasyon yoluyla u = w(T, v}
Ozgiil i¢ enerjisi denklemine yiikselmis oluruz,

B) T ve P nin bagumsiz degiskenler olmalari hali.

Simdi de sistemin Szgil i¢ enerjisinin u = w(T, P) seklinde ifade edildigi hali
gdz Oniine alalim. Buna gore

ou du
du = | 2V g g4
1 (8 )Pdil’—{- ( 5 )T dP (1.3.11)

olur. Sistemin f{P,v,T) =0 seklindeki hal denklemini v ye gdre ¢6zerek
v = y(T, P), ve buradan da tam diferansiyel alarak
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av dv
R O

yazilir. Hidrostatik nitelikteki bir sistem igin éw = P dv oldugundan, (1.3.11) ve
(1.3.12) aracligiyla, boyle bir termodinamik sistem igin termodinamigin birinci
temel ilkesi '

[ du av ou av |
[, ), o e

sekline girer. Esbasingh bir termodinamik hél degisimi siirecinde
dP =0 , 8&q-=c,dT,

olacagindan (1.3.12) den

T l(%t%)P N P(%)j 4319

bulunur. ¢, = (du/aT), olmasina karsihk ¢, nin (3u/aT), ile degil de (1.3.14)
ifidesiyle verilmis olduguna dikkat edilmelidir.

(1.3.14) ifadesi eger (1.3.13) e yerlestirilirse

_ |28« v -
5q = c,dT + [( aP),fL P( aP)T] AP (13.15)

olur,

Simdi, eshacimit bir termodinamik siireg icin 8¢9 = ¢, dT, olduguna da isa-
ret ederek (1.3.15)

¢,dT, = c,dT, + [(-gi‘ﬁ)r + P (%}g) ] dP,
I

veya
. du ov alP
¢, = ¢p+ [( BP)TWFP(BP)T] (BT),, (1.3.16)
bulunur. Eger
1 (0P
— [ L.3.17
B P (a:r)v ¢ )

ile sistemin sdbit hacimdaki basing artigi katsayis1 ve
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L (o
= (ap)T (1.3.18)

ile de sistemin sabit sicakliktaki sikistirilabilirlik katsayis: gésterilirse (1.3.14) ve
(I.3.16) den

ou Ju Cp— C, ‘
(BT)P Cp Pav, (aP) Py71 8P (1.3.19)

T

S\

bulunur. Bu son ifadelerin sag yanlarindaki terimler denel olarak saptanabildik-
lerinden sol yandaki fonksiyonlarin degisimier:t de bdylece elde edilmis olur. Bu
bilgilerin 15181 altinda da (1.3.11) ve (1.3.19) araclifiyla integrasyon yoluyla
u=u(P,T) 6zgil i¢ enerji denkleminin ifidesi saptanmis olur.

C) P ve v nin bagimsiz degiskenler olmalar1 hali.

Sistemin 6zgiil i¢ enerjisinin ¥=u(P , v) seklinde yalnizca P ve v degiskenle-
rine bagh olmasi hali de yukandaki iki farkli hile benzer sekilde isleme tabi
tutulur. w==u(P , v) enerji denkieminden

_(ou LA |
du = ( BP)‘,dP - ( 5y )P dv | (1.3.20)

yazilabilir. Bundan sonra da termodinamigin birinci ilkesinin matematik ifadesi
ile (1.3.20) birlikte g6z Oniine alinip sisteme esisili, eshacumh, esbasinglh ifh... ter-
modinamik degisim siiregleri uygulanmak siretiyle, ortaya ¢ikan kismi tiirevle-
rin ifddeleri saptanir ve buradan da gene integrasyon yoluyla u=u(P , v) denkle-
minin agik sekline yiikselinir. Bu hilin agik ¢6ziimil, gésterilmis olan yolun 15181
altinda okuyucuya bir alhistirma olarak birakilmistir.

(1.4) DIFERANSIYEL TERMOELASTIK (ISILESNEK) KATSAYILAR

Bir Onceki paragrafta hidrostatik termodinamik sistemler icin tanimianmig
olan a sdbit basingtaki hacimsal genlesme katsayisina; § sabit hacimdaki basing
artisi katsayisina ve bir de xp sabit sicakhktaki sikistirilabilirlik katsayisina sis-
temin diferansiyel termoelastik (isilesnek) katsayilan ad: verilir. Bu ii¢ katsayi da

birbirlerinden bagimsiz degildirler. Bunlar arasindaki iligskiyi ortaya koymak {ize-
re sistemin

S v, T)y=0

seklindeki hal denkleminden hareket edecegiz. Hal denklemi P ve v ye giére ¢o-

ziiliirse, sirastyyla, P = P(v, T) ve v = w(P, T) seklinde yazilabilir. Bunlarin tam
diferansiyelleri de
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Q2

P aP

= [ ——— LR S et
JdP ( . )de | (aT)vdT
15

d
[ {9V
de_(aP)TdP4~(aT)PdT

dir. Bunlardan sonuncu ifade ilkine yerlestirilirse

(8PN Tfavy oo fovy ] (3P
= (a" )T K aP)TdP | (BT)P dTJ | (BT)v “

APy [ v [ oP v arP\’
.. (et OV gp o2 S T L
(55 ), (55 )+ | (5), (55, + (57),

olur. P,v ve T den ancak ikisi bagimsiz olabilecegine goére meseld P ve T yi
bagimsiz degiskenler olarak se¢mek siiretiyle bu son ifide biitiin dP ve dT deger
takimlari i¢in saglanmalidir. Su halde, mesela, eger dP = 0, fakat d7 = 0 ise

buradan
L (L R
av jp\oP ), -

apy 1
( gy )T - ('“B_LT ’ (14.1)
T

ve efer dP = 0, fakat 47T = 0 ise

(#0).(37), = (a7).

oP av aTy\
(57),(57), (57), - 042

Diferansiyel termoelastik katsayilarmn (1.3.8), (I.3.17) ve (1.3.18) ile verilmis
olan tanmimlar (1.4.2) Gzelligt ile karsilastirilacak olursa, buradan

1 1
() )

0=Bx, P 143

drT

yani

va da

bulunur.

ya da

bagintisinin gegerli olacagi saptanmisg olur.
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(1.5) IDEAL GAZLARA UYGULAMA

Deney gercek gazlanin U i¢ enerjilerinin, genellikle, hem £ basincinin ve hem
de T sicakliginin U == U(P , T) seklinde bir fonksiyonu oldugunu gdéstermektedir.

Ideal gaz ise, bir yandan, i¢ enerjisi sabit sicakhikta basinca baglt olmayan;
diger yandan da hal denklemi Pv = RT seklinde olan bir gazdir. Gergek gazlar
ancak ¢ok yiiksek sicakliklarda ve gok biiyitk mol hacimlar: igin ideal gaziarmisg
gibi davranmaktadirlar.

Su halde ideal bir gaz, genellikle,

Py = RT

ou \ (1.5.1)

denklemleriyle tamAmen belirlenmistir. Gazlar sébiti denilen R = 8,3149.107
erg/g. mol.°K dir.

(L.5.1) bagintilarinin ikincisinden, hél denklemini de gdz Oniinde bulundu-

- (38)- () (3)- ()0 %
(2)

bulunur ki buradan da ideal bir gaz i¢in zorunlu olarak

au
—— fri] }. 2
(55, a5

oldugu sonucu gikar .(L.5.1) in ikinci bagintist ile (1.5.2), bir ideal gazm u i¢ ener-
jisinin ne P basincina ve ne de v hacmina bagh olabilecegini gostermektedir ; bir
ideal gaz icin u i enerjisi ancak ve ancak 7 sicakhfimn fonksiyonudur:

u = u(T) (£.5.3)

Hidrostatik bir termodinamik sistemde vukuu bulan bir st alig-veriginde ist
degisiminin §Q = dU -+ PdV, ya da Q, U ve Vyi mol birimi cinsinden ifade
ederek, yani g mol sayis1 olmak iizere ¢ = Qfu, u= Ujp ve v= Vin va-
zederek,



IDEAL GAZLAR # 17

8¢ = du + Pdv

seklinde yazilabildigini bilmekteyiz. Ote yandan sabit hacimdaki ¢, dzgiil 1s1st da
(1.3.4) bagintis1 araciligiyla tamimlanmistir. Ancak, ideal bir gaz i¢in i¢ enerji
u = u(T) seklinde oldugundan

_(Buy _du |
¢, = (a T)‘. = o = f(T) (L5.4)

yazijabilecek; yani ¢, olsa olsa yalmizca T sicakhgimin bir fonksiyonu olacaktir.
Buna gdre bir ideal gaz i¢in

6q = ¢, dT + Pdy (1.5.5)

seklinde olacaktir. Durgunumsu sonsuz kii¢iik bir siiregte sistemin hal degisken-
lerinin degisimi, hil denkleminden diferansiyel alarak

Pdv-t-vdP = RdT

seklinde olacagindan bu ifade ile (1.5.5) arasinda dv yi elemek siiretiyle

= (¢, + R)dT — v dP (1.5.6)
ve bunu da JT ile bélerek
| 6q dP
ar =@ T R—ygp

olur. Sabit basingta bu ifidenin sol yam (1.3.6) tanim bagintisi uyarinca sibit
basingtaki ¢p 6zgil isisint verecek ve dP/dT = 0 olacagt i¢in de sonug olarak

)

1.5.7
7 (L.5.7)

c,— ¢, = R==

seklinde bir bagntt bulunmus olacaktir. Ideal gazlar icin gegerli olan bu Snemli
bagmtiya MAYER (1814-1878) bagmtist adi verilir.

Bu son baginti, aym zamanda, bir ideal gaz igin her zaman c¢p > ¢, oldu-
guna da isdret etmektedir.

(I.5.7} nin 15181 altinda (1.5.6) bagintis1 da

8q = cp, dT — v dP (1.5.8)

sekline girmis olur.
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Bir ideal gazin ¢, si eger (1.5.4) ¢ binden yalnizca 7 nin bir fonksivonu
ise (I.5.7) dolayisiyla ¢, si de muhakkak yalmizca 7 nin fonksiyonu olacaktir:

¢, =c(T) = c, = c,(T)

Boyle bir gaz durgunumsu esisilt bir termodinamik siirece tabi tutulursa bu-
nun sonucu 6g == 0 olacagindan (1.5.8) ve (1.5.5) den

vdP == ¢,dT
Pdv=—c¢ dT,
ya da her iki bagintiyr taraf tarafa bolerek
dP Cp av dv
—_— BT e e B 1.5.9
P ¢, v L ( )
diferansiyel denkiemi elde edilir. Bu denklem, eger
cp(T)
T e T T
Y= T Y(T) (1.5.10)

fonksiyonunun 7' ye olan baghhif1 agik olarak verilirse kolayca ¢oziiliir. Ancak,
gdz Ontine aldiginiz termodinamik siirecin durgunumsu egisil bir siirec olmast,
sistemin tabi olacagi sonsuz kiigitk hal degisimleri boyunca, vy nin sabit olarak
kabul edilebilmesini miimkiin kilar. Buna gore (1.5.9) dan

In P =-—+ylInv-+In (sdbit)
veya

i Pv' == sabit

(L5.11)

bulunur.

Simdi de bir ideal gazin esisili hal degisimi esnisinda yaptigs (dolayisiyla po-
zitif ) il hesaplayalim. A ile (1.5.11) da isret olunan sabiti gostererek

Vo Va

w:rdev::Afv“de A [vl"’]
iMY dvy

L%

olur. Ancak, (1.5.10) dan P,v;y = P,»," = 4 oldugu anlasilmaktadir. Bu
itibarla

1 1
W = ————— (Pyy, — Pyv|) = (RT, — RT))
¢ | 57
cl‘
¢, R .
= (T, —T)) = (T, — Ty) (1.5.13)
¢, —Cp

sonucu ¢ikar.
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Keza bir ideal gaz igin (£.3.17) ile tanymlanmig bulunan sdbit hacimdaki ba-
sing artist katsayisinin da

[ [aP\ 1
p— (,ﬁ)v - (1.5.13)

den ibaret oldugu hal denklemini géz Oniinde tutmak sdretiyle hemen
hesaplanir.

Bir ideal gazin egsicaklikli hal degismesinde yapilan is ise, 7" ile bu donii-
siimde sabit kalan sicaklifi gostermek tzere

W = [ pav—RT | & —RTIn2 (1.5.14)

dir. Eger bu is basing cinsinden ifide edilmek istenirse integralde, hal denklemi
araciliftyla bir degisken doniisiimii yaparak

v P2
| RT" .\ . P
W= f_Pah_m fP'(“““P_Z dP)—RT In 5 (L5.15)
vy Py .

bulunur.

ALISTIRMALAR VE PROBLEMLER

L.1. Sabit kiitleli bir gazin egisii termodinamik donligiimlerinin, y ile ga-
zin karakteristik sabitini gostermek {izere
PV = sdbit bagintisina uyduklan saptanmis 7,
olsun. (P,, V) ve (P,, V3) ile aym bir esisili
egri iizerindeki iki hali gostererek bunlarin R
arasindaki U(2) — U(1) i¢ enerji farkim ; | PV ==, Sabit

1—>3->2 ve 1-—>4-~>2 doéniigimlerinde 3

sistemin kazandigi is ve isiy1 hesaplayimz.

att L

Sayisal uygulama : v = 5§/3, V; =1 litre, . RA
P, = 32 atm, V, = 8 litre. Sekil: 1.5

1.2. Bir 6nceki alistirmadaki s6z konusu gazin i¢ enerjisi, 4 ile bir sdbiti gos-
termek iizere, U = 4 PV scklindedir. Bu alistirmamn sayisal verilerini de géz.
oniinde tutarak 1) A4 sibitinin degerini, 2) 1 = 3,3 —=> 2,1 -4 ve 4 — 2 siire¢-
lerinde sisteme verilmis olan 1s1 mikdarlarim hesaplayiniz.
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1.3. Esisili egrileri Pv = 5dbit seklinde olan bir mol'liikk bir gazin u i¢ enerjisinin
P ve v ye baghhginin genel seklini tesis ediniz.

1.4, 1 grambk bir ideal gaz P, v, ve T, = 300°K baglangi¢ sartlarinda bulun-
maktadir. Bu, esistli bir bigimde hacmt v, = v,/12 oluncaya kadar sikistinlmak-
tadir; bu takdirde basmnci da P, ye yiikselmistir. Bu verilere dayanarak a)} 7,
nihai sicakligini, b) yapilan w, isini hesaplayimz.

P, basinct sabit tutularak gaz 7| e kadar sogutulmakta ve bunun sonucu
olarak da hacmi v, olmaktadir. Buna gore a) v, ii ve b) ortaya cikan ¢, 151 mik-
darmi hesaplaymiz.

Bundan sonra gaz egsicaklikli bir genislemeye tdbi tutularak v, hacmina
sihib olmaktadir. Buna gbre a) nihai basinci, b) bu son doniisiimde ortaya ci-
kan w, isi ile ¢, 1s1s1n1 hesaplayiniz.

Biitiin bu donlisimler sirasinda istemin i¢ enerjisinin toplam degisimini
hesaplayiniz. {(¢p==1J.g™ “C™).

L5. Sabit basingtaki ve sébit hacimdaki ozgiil isilart sirasiyla ¢p ve ¢, olan,
Py = RT hil denkilemini haiz bir ideal gazin tersinir bir déniisiimiinde ortaya
cikan 151 mikdart &g == A4 dP -+ B dv seklindedir.

a) Ave Byi¢p, ¢,, R, P ve v cinsinden hesaplaymiz.

b) cp ve ¢, nin sicaklifa bagh olmadikian kabul olunmaktadir. Bu takdir-
de ve v = cp/¢, vazederek bu gazin basmciyla hacmin: birbirlerine ¢ aracilifiyla
baglayan f(P, v, v) == 0 seklinde bir bagmnti tesis ediniz.

¢) cp ve ¢, nin sicaklifa bagh olduklar: ve bu baghhg:
Y = Yo——aT
bagintisinin yansittifini varsayarak v yi T ye baglayan bir bagmti tesis ediniz.

1.6. ¥V = 250 cm® hacimlt bir balon P = 10° N.m™* basinci altinda ve 27 °C si-
caklikta, sabit hacimdaki 6zgiil 1s151 ¢, == 0,25 J.°C™! olan ideal bir gaz ihtivd et-
mektedir. Bu balon dik kesiti $ = 1 ¢cm? olan ve bu sartlar altimda her iki kolun-
daki su aym seviyede bulunan bir de sulu mancmeire ile donatiimistir. Balona
W = 1,5 J luk bir si ithal edilerek icindeki gazin serbestce genislemesi saglan-
maktadir. AV, AP ve AT degisimlerinin de hesaplarda diferansiyel mikdarlar
gibi teldkki edilecek kadar kiiglik olduklar: varsayildiginda, manometrenin agik
ucunda vokuu bulan x su seviyesi yiikselmesini ve AT 1s1 farkini hesaplaymniz.
(Suyun hacimsal kiitlesi: p = 10°kg.m™ ve yercekimi ivmesi de g == 10 m.s™?
olarak alinacaktir).
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1.7. Ideal bir gazin estsili stkistinlmasinda yapilan W isinin gazin i¢ enerjisindeki
AU degigsimine esit oldugunu gosteriniz ve buradan W nin ifidesini ¢, sabit ha-
cmdaki Szgiil 1sis1, T, baslangic ve 7'y nihal sicakliklari cinsinden tesis edip ay-
rica Wyl a = V,/V, sitkistirma orami cinsinden ifide ediniz.

1.8. Kismen sisirilmis ve cidarlari 1s1 gecirmeyen bir balonun toplam kiitles: M kg
olsun; m ile de, gene kg cinsinden, balon i¢indeki havanin kitlesini gdsterelim.
Balonun igindeki havamin sicakhgi 7 °K ve digindaki havanin sicaklifi da 77 °K
olsun.

a) Bu balonun yikselmesinin eger M/m = T/T"' ise tersinir olacagimi gos-
teriniz.

b) Bu sartlarda, efer uygun mikdarda 1si ithdliyle 7" sicakhg: sabit tutulacak
olursa yitkselme isinin balon igindeki havanin basing kuvvetinin isine esit olaca-
gim ispatlayimz.

¢) Eger belirli bir andan itibaren b) sikkinda sozii edilen 1s1 ithali kesilirse
yiikselmenin tersinir bir bigimde stirlip gitmesi i¢in 77 sicakiiimin degisim kaani-
nunun ne bicimde olmast gerektigini saptayiniz.

1.9. Yerdeyken kismen sisirilmis olan bir sonda balonu V,, hacmint ve #1 = 80 kg
kiitlesini haizdir. Havamn ver diizeyindeki 6zgiil kiitlesi g = 1,2 kg.m™ olup yer-
cekimi ivmesi de yaklagsik olarak g = 10 m.s™ dir.

a) Yer diizeyindeki K, yiikselme kuvvetini hesaplayiniz.

b) Atmosferin essicakitkli dengede oldugunu varsayarak, z yiiksekliginin
fonksiyonu olarak P atmosfer basincim hesaplaymiz. Yer diizeyindeki basing
P, = 10° N.m™? olarak verilmektedir. Bu takdirde havanm p 6zgiil kiitlesini de
z nin fonksiyonu olarak belirleyiniz.

¢) Balon yukseldikge hacmi da artmaktadir. Balon cidarlarinin 181 gegirmez
oldugu ve dolaysiyla da hacim artistnmn esisilt oldugn varsayim: altinda z yiiksek-
liginde balonun V hacmunin ve K yiikselme kuvvetinin ifadelerini tesis ediniz.
Eger V == 8V, olursa balonun erisecegi en biiyilk Z yiiksekligi ne olur? ¥, de-
geri nedir?

1.18. Arz atmosferinin incelemmesi — Havanin ideal gazlar kaan{inuna uydugu
ve yercekimi ivmesinin de yitkseklife bagh olmadan sibit g = 10 m.s™? degerini
haiz oldugu kabul edilmektedir.

1) Atmosferin 7 sicaklifinin sabit oldugu varsayilmaktadir. Bu takdirde N
ve N, ile z ve z; yitksekliklerinde hacim birimi basina hava molekiillerinin say:-
sim1 gosterelim,
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a) N molekiil yogunlugu ve P basincimin degisim kaanfinlarimi z yiiksekli-
ginin fonksiyonu olarak tesis ediniz. (Bir molekiiliin ortalama kiitlesini m ile gds-
teriniz).

b) Hangi viikseklikteki basing yerdeki Py basincinin yarisina esit olur?

2) Simdi de T sicakhiinin &' molekill yogunlugu sabit kalacak bigcimde = nin
fonksiyonu colarak degistigi varsayiimaktadir.

a) Bu varsayimi kisaca dogrulayiniz.
b) Sicaklik ve basmcm degisim kaanfinlarm tesis ediniz.

¢) Basing hangi yikseklikte yerdekinin yarisina erisir? Bu takdirde sicakhik
ne olur ?

(Yerdeki sicakbik: 17°C, yerdeki basing: P, = 10° N.m?, havanin molekiiler
kiitlesi: M — 29 g ve gazlar sdbiti de: R == 8,32 J/mol/°K olarak alinacaktir).

1.11. Molekiiler kiitlesi M olan ideal bir gazdan N molekiil, dik kesiti .S olan ve
kotlart sirasiyla z, ve z, olan hareketli iki pistonla simirlandirtioms bir dik silin-
dir iginde bulunmaktadir. Molekiiller sabit bir T sicaklifinda olup yukaridan asa-
giya dogru yonelik birbicim bir g gravitasyon alanina tabi bulunmaktadirlar.

1) Bu sartlar altinda basing ve gaz yoguniugunun

Mgz -

Pm:Pﬂexp [W“k“i?] s B = Py CXP W‘RT

e verildigi bilindiginde P, biiyiikliiglinii verilerin fonksiyonu olarak belirleyip
gazin agirhk merkezinin Z kotunu hesaplayimz.

2) Alt piston sdbit tutularak ist piston durgunumsu bir bigimde z, kotun-
dan z,” kotuna gectiginde bu doniisiim siireci iginde gaza intikaal ettirilen W,
isini hesaplayiniz.

3) Ust piston z," kotunda sabit tutularak ait pistonun durgunumsu bir bi-
¢imde z,” — z," = z, — z, olacak sekilde bir z," kotuna ge¢mesi hilinde sisteme
intikaal ettirilecek olan W), isini hesaplaymmz. | W | ile | W,| arasindaki farkin
kékeninl yorumlayimz.

1.12.a) Giinesin kiiresel simetriyi haiz bir gaz kiitlesi oldugunu ve g 6zgil kiitle-
si, P basinci ile T mutlak sicaklifinin da yalmizea r radyal wzaklhifimin fonksivonu
olduklarimi varsayarak r yarigaph kiire i¢indeki M = M(r) kiitlesi ile P= P(r)
basincinin radyal defisimierinin Olgiisii olan dM/dr ve dP/dr bilyiikliiklerini he-
saplayiniz. Ayrica biitiin Giines kiiresi iginde p O6zgiil kiitlesinin sabit oldugunu
varsayarak Giinesin merkezindeki P, basincinin ifadesini tesis edip hesaplayimz.
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b) Giinesin p 6zgiil kiitlesinin gene sdbit oldugunu; gazin, atom c¢ekirdekle-
riyle elektronlarin global olarak nétr ofan bir kanisimindan tesekkiil etmis oldugu-
gunu; ve cekirdeklerin de biiyiik bir sayida proton ve aym sayida ndtrondan olug-
mus olduklarim kabul ederek her seyin sanki g6z dniine alinan, molekiler kiitlesi
W == 2 olan bir gaznus gibi cereyan edecefini gdsteriniz.

¢) Bu sartlar altinda Giinesin merkezindeki mutlak sicakhif hesaplayimz.
Ideal gaziarin sabiti: R = 8,32 1.°C™!; Giinesin kitlesi M = 2.10% kg ortalama
Ozgil kitlesi : p == 1,4 g. cm™ ve evrensel gravitasyon sibiti de: G == 6,64.1071!
MKSA ahnacaktir.

1.13. Bir mol'liik karbon gaz

(P + %) (v —b) = RT

VY
seklindeki VAN DER WAALS hal denklemine uyar.

1) Bagmmsiz v hacim ve 7' sicaklik degiskenlerinin fonksiyonu olarak sabit
basingtaki o genlesme katsayist ile sibit hacimdaki § basing artis: katsayismi he-
saplaymiz.

2) Sabit sicakhiktaki xy sikistinlabilirlik katsayisi ile o, ve P arasinda
genel bir bagintinin var olduunu gdsteriniz.

3) Gazin i¢ basincimin ithmal edilebildigi hallerde %y = va?/BR oldugunu
gosteriniz., _

I.14. Hal denklemi VAN DER WAALS denklemi olan gergek bir gaz igin Pv=RT
seklindeki ideal gazlar denklemini gergekleyen (P, T) hallerinin geometrik yerini
tayin ediniz ve P—0 igin gazin ideal gazlar hdl denklemine uydugu 7, sicaklifim
hesaplaymiz.

L1S. Azotun 0O ild 40 atmosfer basing altinda basincinin diferansiyelinin, bir mol’e
indirgenmis

ap = — XL (1 + 34—) dv + -‘5(1 + A) dr

pe 1% v Ty
ifddesiyle temsil edilebilecegi saptanmistir.
G4z oniine alinan bu basing aralig icinde azotun hil denklemini tesis ediniz.
I.16. Deneyler belirli bir gazin bir mol’il icin a ve xr katsayilarimn
g - R ’ KT': RT
P(RT + bP)

RT 4 bP

seklinde oldugunu telkin etmisler ise acaba bu gazin bir mol igin hal denklemi
nasil olur? (R ve b ile iki sabit biyiiklik gosterilmektedir.)
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1.17. Bir mol’e nisbet edilmis gergcek bir gazin hal denklemi Py ¢arpiminin seri
seklinde bir agimimu ile ya v cinsinden

P‘.‘ s A (i ""é— '—?T _%,.. T(;" "%"' ..p)

va da P cinsinden

seklinde yazilabilir.

VAN DER WAALS hil denklemint ikinci mertebeden terimlere kadar
(bunlar da dahil olmak ifizere) Once v, sonra da P cinsinden seriye agmndirip A4,
B, C, B, C' viriyel katsayllarim 7 sicakligt ve gazin a4, b ve R sabitlert cinsinden
hesaplayimiz.

L.18. Sabit sicakliktakt sikistirilabilme katsayisi sy ve siabit basingtaki genlesme
katsayist da ¢ olan vy hacimli bir kati cisim

— AP, , T,) hahnden A(P,, T, == kT,) hidlinde gecmesini saglayan esba-
singlt tersinir bir sitilmava,

— Sonra da 4 halinden A4,(P,., 7,) hiline gecmesini saglayan essicakhklt
bir sikistirilmaya méaruz kalmaktadir.

v, 0 ve np sabit olmak tzere (P, T) diyagraminda:
1) A,AA, yolunu izleyerek, ve
2) AyA, yolunu izleyerek

Ag hidlinde A, hiline gecerken sistem iizerinde yapimis olan isin Py, vy, Ty
k, o ve %r nin fonksiyonu olarak ifiddesini tesis ediniz.

1.19. dP/P = u.dv/v bagintistyla tammlanan bir dontisim gdz Sniine alinmak-
tadir. Ideal bir gaz icin bu doniisiime tekaabill eden c, 6zgiil 1s1s1m1 hesaplayniz.
o =0 ya da a = oo olursa bu ifdde ne olur? Buradan Pvr == sdbit denklemiyle
belirlenen bir esisili déniisiimde ¢, nin degerini gikariniz.

1.20. Yay sabiti k& olan bir yayla sekilde goriildiigii gibi bagh S dik kesitli bir pis-
tonla kapatlmis bir silindir iginde bir mol'litk bir ideal gaz bulunmaktadir.

a) Gazin basmcr distaki P, basincina
esit oldugunda yayin uzamas: ne kadar olur?
Bu denge haline tekaabiil eden gaz hacmi v,
olsun. Yayin x kadar uzamas: hilinde gazin
P basinct ve v hacmimt hesaplaymmz.

ks

Sekil 1.

m‘\\\T\\\
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b) Yaym uzamasinda dx lik degisim s6z konusu oldugunda sicakhgin 4T
degisimini hesaplayimz.

¢) Buna tekaabiil eden i¢ enerji degisimi nedir? Ortaya cikan 1s1 mikdari,
c(x) ile bir 6zgiil 1s1y1 gdstermek iizer, 8g=c(x) dT seklindedir. ¢, ile s&bit hacim-
daki 6zgiil 1s1y1 gosterek [c(x) — ¢,] farkimi hesaplayimz.

1.21. Toplam 1s1 sigast T=400 g olan 0,=15 °C taki bir kalorimetrenin igine 1s1
sigasi ihmal edilebilen ve k = 1 g.s™! lik bir debi ile iginden ¢ = 0,4 cal.g™ °C™
lik bir 6zgiil 1s1y1 haiz bir sivi gegen bir serpantin daldirilmaktadir. Bu stvi kalori-
metreye 0, = 80 °C da girmekte, ve 8 sicaklifin1 haiz olarak kalorimetreyi ter-
ketmektedir. Sistemdeki 151 kacaklars da ihmél edilebilir bir diizeydedir.

1) Kalorimetrenin 6 sicakligim ¢ zamanmin fonksiyonu olarak veren bagin-
tiyr tesis ediniz.

2) Bu sividan 100 g kadar serpantinden gectigi an kalorimetrenin sicakhg
ne olacaktir?

3) Serpantin bos olmak sartiyla eger 0, sicakligindaki 100 g sivi dogrudan
dogruya kalorimetrenin igine bosaltilmis olsaydi, baslangig sicaklifs 6, olan ka-
lorimetrenin denge haline tekaabiil eden sicakhi ne olurdu?

4) Simdi serpantinden, 8; = 80 °C baslangig stcakligin, ve 0 gikis sicakhim
haiz hidrojen gegmekte olsun. Kalorimetrenin baslangig sicakligimin 05 = 15 °C,
toplam 1s1 sigasimn I' = 400 g oldugu gdz oniinde bulundurulimak ve = 100s
sonunda 8 = 52 °C oldugu kaydedilmek sartiyla, eger debisi gene k = 1 g.s™*
ise, hidrojenin 6zgiil 1sistnin degerinin ne olacagim saptayimz.

1.22. VAN DER WAALS hal denklemine uyan bir mol’lik CO, gazi géz 6nine
alimyor. (a = 0,36, b = 42,7, R = 8,32)

1) v, ve v, hacimlan arasinda sabit bir T sicaklifinda vukun bulan egsicak-
lLiklt tersinir bir sikistirma esndsinda gaza intikaal ettirilen W isinin ifadesini te-
sis ediniz.

2) Bu isin ifadesi algak basinglarda (b « v) ne olur?

3) Bu takdirde, a, b ve R nin fonksiyonu olarak ifade edilecek olan belirli
bir 7, sicaklifi igin gazin tipki ideal gaz gibi davranacagini gosteriniz. Bu T s1-
caklifi icin essicaklik egrisinin Pv = f(P) sekline konulacak olan hal denklemi
g6z Oniinde tutulup da gizilen diyagraminda (AMAGAT diyagraminda) P—0 hali
icin yatay bir tegeti olacagim gosteriniz. CO, igin T, in degerini hesaplayiniz.

1.23. P, v ve T degiskenleriyle tasvir edilen bir sistem igin bu degiskenlerin ger-
cekledikleri hil denkleminin diferansiyeli
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dv dP
ST ed =
ifadesiyle verilmektedir.
1 3a P
1) YT ( | vT") ve P a

14

v

olarak verildigi takdirde bu bagintilann kendi aralarimda uyumiu olup olma-
diklarin: arastiriniz.

2) Sistemin hal denklemi nasildir? Buradan hareketle ideal gazlar denkle~
mini bulmak miimkin midiir? Bu takdirde o ve P nin degerleri nedir?

3) Pek¢ok kat cismin hil denklemini

seklinde ifide etmek miimkiindiir. Buradaki I' va GRUNEISEN sabiti adi veri-
lir; u da sistemin i¢ enerjisidir.

¢, ile sabit hacimdaki Ozgil 1siy1r gOstermek lizere afi/c, == I" oldugunu
gosteriniz.



I1. BOLUM

TERMODINAMIGIN
IKINCI ILKESI VE
ENTROPI KAVRAMI

(IL.1) TERSINMEZ SURECLER
Su dort termodinamik siire¢ misdlini géz dniine alalim:

1) Ideal bir gaz, sicaklhif sdbit kalmak sartiyla ve bir musluk araciifyla,
icinde bulundugu bir kabdan havast bogaltilmig olan bir kaba dogru genlessin. Sii-
recin sonunda sicaklik aym olmakla beraber gazin basinci baslangigtaki basmr;-
tan daha disik, hacmu ise baslangigtaki hacimdan daha biiyiik olur.

2) Esisili cidarls bir kab i¢ine uygun oranda konulmus oksijen ve hidrojen
gazlan kab i¢inde ¢aktirtlan bir kivileim aracihigiyla kimyasal bir reaksiyona ma-
ruz birakism. Surecin sonunda, yiiksek sicaklik ve basingta su buhare elde edil-
mis olur.

3) Crvarindan esisili cidarlarla yalitlmis bulunan farkl sicakliklardaki iki
madeni ¢ubuk birbirleriyle temas etsinler. Bir miiddet sonra her iki cubugun da
aym bir sicaklia eristikler: goriiliir. Bu siiregte sicak cubugu terkeden 1s1 mikdan
soguk cubuga intikaal edene esit olur.

4) Hizla dénmekte olan bir volanin miline bir fren diizeni aracihfiyla tesir
edilerek volan durdurulsun. Bu takdirde volanin ve milinin sicakliklar: artar; ve
sistemin i¢ enerjisindeki artig mikdari da volamin baslangigtaki kinetik enerjisi
kadardir.

Incelenirse bu dért termodinamik siirecin her biri icin gdz Oniine alinmig
olan sistemin toplam enerjisinin termodinamigin birinci temel ilkesi uyarinca
sabit kaldig: goriiliir. Ayrica, her bir sistem i¢in sdz konusu baglangig sartlan
verildiginde siirecin sonundaki sartlarin neler olacaklari da bilinmektedir.

Simdi de bu dort siirecin son hallerini géz 6niine alip buradan baslayarak
siireclerin tamamen ters yonde, yani baslangigtaki hallerine dogru gelismelerini
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tasarlayalim. Buna gore, ilk misal igin gazin s6z konusu musluktan ilk kaba
dogru kendi kendine emilerek kendini sikistirmasy; ikinci misal i¢in kizgm su bu-
harinin soguyarak kendiliginden oksijen ve hidrojene ayrismasi; iiglincii misél
icin ayni sicakhkta bulunan iki médeni ¢ubuktan birisinin birdenbire kendiligin-
den sofumasi ve digerinin 1smmasi; dordiincii misilde ise volan ile milinin siik{-
nette iken soguyarak volanin kinetik enerji kazanmast ve kendiliginden dénmeye
baslamas: beklenecektir. Bu olaylardan hi¢ birinin gerceklesmedigini, yani goz
Séniine alinmis olan siireglerin tiimiiniin tersinmez siiregler olduklarini deney ve
siire¢ ister orijinal akisinda olsun, ister ters yonde aktigt varsayilsin) termodina-
migin birinci temel ilkesi gegerli olmaya devam etmektedir.

Buradan, termodinamigin birinci temel ilkesinden tamdmen bagimsiz fakat
yalitlmis termodinamik sistemlerdeki bu tir siireclerin akis yonlerini 6nceden
saptayan bir baska dogal ilkenin daha gegerli olmasi gerektigi hissedilmektedir.

Bu oyle bir ilke olmahdir ki, yahtilmis bir termodinamik sistemin aym ig
enerjiyi haiz iki hali verildiginde, sistemin olusan bir siire¢ i¢in bunlardan hangi-
sinin muhtemel bir baslangi¢ hili ve hangisinin muhtemel bir sonug hili oldugunun
Slgtitiinii (kriteryumunu) versin ; ayrica da, sistemde herhangit bir siirecin vukuu
bulmama sartlarini, yani sistemin dengede bulunma sartlarini da temin etsin.

Béyle bir Olgiitiin, muhtemel bir siireg icin, sistemin siirecin basindaki ve so-
nundaki hillerine bagh bir fonksiyon araciligiyla ortaya konabilecegini sezinle-
mek zor degildir.

Yalitilmug bir sistemdeki termodinamik siireglerin akis yonlerini belirleyen
béyle bir hil fonksiyonunu tammlamak gercekten de miimkindiir. Bunu ilk defa
tammlamay1 basarmis olan CLAUSIUS (1822-1888) bu hal fonksiyonuna entropi
adini vermistir.

Entropi kavrami aracih@iyla termodinamigin ikinci temel ilkesinin nasil ifade
edilebilecegine gegmeden 6nce bu ilkenin gézleme dayanan bir bi¢imde nasil ifa-
de edilmis olduguna deginecegiz.

(I1.2) TERMODINAMIGIN IKINCI TEMEL ILKESI

Termodinamigin ikinci temel ilkesi icin, birbirlerine esdeger olduklarint gos-
terecegimiz ve her ikisi de gézleme dayanan iki ayr1 ifide vardir:

(C) CLAUSIUS’a gbre: Sonucu, yalmzca, belirli bir sicakliktaki bir ist deposundan
¢ekilmis olan 1simn daha yiiksek sicakliktaki bir depo tarafindan sogurulmas: olan
hi¢ bir siire¢ gergeklestirilemez.
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Ist iletimi siirecinin varhigmn da ortaya koydugu gibi, yukandaki ifadede
deginilmis olan siirecin (ancak) tersi miimkiindiir.

(K) KELVIN’e (1824-1907) gére: Sonucu, yalnizea, tek bir 1s1 deposundan gekilmisg
olan 1smm tiimiiniin ise doniistiiriitlmesi olan hi¢ biri siirec gerceklegtirilemez.

Bu son ifade tarzina gére meseld sddece bir 151 deposundan yararlanarak ve
disaridan hig biri is gelistirmeksizin bu depodaki isinin tiimiiniin ise ve dolayi-
styla, meseld, kinetik enerjiye doniismesi miimkiin degildir.

Tek 151 deposundan siirekli olarak ¢ektigi 1siy1 tiimiiyle mekanik ise don-
diirmesi iimid edilen gevrimsel (peryodik) bir makinaya ikinci cins siirekli dongii
makinasi {devr-i daim, perpetuum mobile) ad: verilir. Eger termodinamigin ikinci
temel ilkesi gegerli olmasayd:t denizler veya atmosfer gibi biiyiik 1s1 depolarindaki
1s1y1 siirekli olarak, ve digaridan, denizler ve atmosfer iizerinde hig bir fiziksel
is gelistirmeksizin, bedivadan mekanik ise doniistiirmek miimkiin olacakti.

Simdi termodinamigin ikinci temel ilkesinin CLAUSIUS ve KELVIN tara-
findan verilmis olan (C) ve (K) ifidelerinin birbirlerine esdeger olduklarinmi gos-
termek istiyoruz. Bunun i¢in Modern Mantik yontemlerinden de yararlanacak
ve, (C) ve (K) ifadelerinin dogruluklarim (C) ve (K) ile, ve degillemelerini de
~ C ve ~ K 1le gosterecegiz. Buna gére K = C olmas1 igin K D Cve C D K
olmasit ya da ~ K> ~ (C ve ~ C D ~ K olmasi gereklidir; yani K= C

SICAK ISI DEPOSU SICAK 1SI DEPOSU
| A
4} Q
w w
L
Q Q
¥
SOGUK ISI DEPOSU S0GUK ISI DEPOSU
Sekil : IL.1 — Is1 makinasinm Sekil : 11.2 — Sogutma makinasmm
termodinamik modeli : termodinamik modeli

oldugunu gdstermek i¢in bu ifidelerden birinin yanliy olmasimn digerinin de
yanlis olmasint igerdigini géstermek kafidir.
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1. ~C> ~K oldugunu gostermek igin 6nce ~ C oldugunu, yani Sekil: 11.3
deki gibi soguk bir 1st deposundan hi¢ bir fiziksel is yapilmaksizin sicak bir 1s1
deposuna bir @, 1sinin naklinin miimkiin oldugunu varsayalim. Ayrica, aym de-
polar arasinda bir de bir 1st makinasinin ¢alismakta oldugunu ve bu ist makinast

ISE DEPOSL.

Q

B WoQ -0

Q. Q

3

SOGUK isi DEPOSU

Sekil : 1.3

araciifiyla soguk 1st deposuna @, kadar bir 1s1 mikdarmin intikaal ettigini var-
sayalim. Sekil: 1.3 iin temsil ettigi termodinamik siireci tiimiiyle g6z Oniine alir-
sak sonug olarak sanki sicak 1s1 deposundan Q,—Q, 1sis1 alinmus da bu, tiimilyle
ise cevrilmis gibi bir durum ortaya ¢ikmaktadir ki bu da K ya tamamen zit bir
sonugtur ; yini ~ C D ~ K gegerlidir.

2. ~K = ~ C oldugunu gdstermek icin dnce ~ K oldugunu yini Sekil: 11.4
deki gibi sicak bir 1s1 deposundan ¢ekilmis bir @, 1sisimin tiimiiniin W=Q), isine

SICAK 151 DEPOSU

w

SOGUK ISt DEPOSU

Sekil : L4
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déniigmesinin mimkiin oldugunu varsayalim. Ayrica, aym depolar arasinda bir
de bir sogutma makinasinin ¢aligmakta oldugunu ve bu makinenin sdz konusu
W ==, isinin timiinii sofutmakta oldufunu varsayalim. Sogutma makinasinmn
herhangt bir ilkeyi ihlal etmemesine ragmen sistemin tiimiiniin ortaya koymus
oldugu sonug¢ disaridan hig bir is yaptirtimaksizin, sistemin, Q, 1sismt soguk 1s1
deposundan daha sicak 151 deposuna intikaal ettirmesi seklinde tecelli etmektedir
ki bu da C ve tamdmen zit bir sonugtur; yani ~ K D ~ C gecerlidir.

Boylelikle termodinamigin ikinci temel ilkesinin gerek CLAUSIUS gerekse
KELVIN tarafindan verilmis olan ifadelerinin esdeger ifadeler oldugu sonucunu
elde etmis olmaktayiz.

(1L.3) ISI MAKINALARININ VERIMIi; CARNOT TEOREMI

Biri belirli bir T, sicakliginda bulunan sicak bir 1s: deposu, digeri ise belirli
bir T,< T, sicakliginda bulunan soguk bir 1s1 deposu olmak iizere yalnizca iki 1s1
kaynagiyla 1s1 alis-verisi yaparak c¢alisgan makinalara ¢iftisih makinalar diyecegiz.

Cevrimsel bir termodinamik déniisiime tdbi olarak ¢alisgan bir 151 makinast
siirekli olarak sicak 1s1 deposundan @, isismi alir ve soguk 1sit deposuna da Q,
1sisinn verirse, bir gevrim sonunda sistemin i¢ enerji artist sifir olacagindan,
termodinamigin birinci temel ilkesi uyarinca, yapilmis olan is de yalmzca

W= Q, — 0, L3

olacaktir. Eger bir makina sofutucu olarak ¢alisiyorsa termodinamigin birinci
temel ilkesine gdre kendisine disaridan is yapmak gereklidir.

SICAK ISIDFPOSU T, SICAK IS DEPOSLT T,

| )

Wy, Q. Woem(}, . (),

Y [

SOGUK ISTDEPOSL T, SOGUK ISTDEPOSU T,

Sekil : 11.5 — Is1 makinam Sekil ; IL6 ~ Sogntucu
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Cevrimsel bir siire¢ uyarinca isleyen bir 1s1 makinasinim (ya da bir sogutu-
cunun) verimi '

W00 _, O

(11.3.2)

1T, 0, 0,

olarak tanimlamir.

Simdi bir 1s1 makinasinin veriminin maksimum degeri hakkinda bir deger-
lendirme yapabilmek amaciyla her ikisi de aymt T; ve T, sicakliklar arasinda
calisan fakat biri tersinir, 6tekisi ise tersinmez termodinamik siirece tabi, sirastyla,
M ve M’ diye iki makina goz Oniine alalim. Gerek M makinasinin gerekse M’
makinasimin aynt bir W isini temin edebilmek iizere 1st depolanyla degis-tokus
ettikleri 181 mikdarlar: da sirasiyla Q, ile @, ve Q," ile O, olsun. Bu verilere ve
verimin (11.3.2) tamimina gore, her iki makinanin verimleri

LA 4
0 -’ Q)

diir. M ve M’ niin ¢alisma modelleri Sekil: 11.7 de gdsterilmistir.

SICAK ISI DEPOSU T, SICAK 18i DEPOSU T,
| i

Y v

SOGUK ISI DEPOSU T, SOGUK IS1 DEPOSU T,

Sekil : 117

Simdi tersinir A makinasinin tabi oldugu termodinamik siirecin akigim ter-
sine cevirir de tersinmez M’ makinasinin gelistirdigi W isini M ye ithal edersek
ortaya, her iki makinanin bu sartlar altindaki kupldjindan dogan ve termodinamik
modeli Sekil: 11.8 de tasvir olunan bilesik bir sistem ¢ikmis olur.

Termodinamik modeli sematik bir bigimde Sekil: 11.8 de tasvir edilmis olan
bu bilesik sistemin disariyla hig bir ig alig-verisi olmadig1 asikardir. Bilesik sistem
disariyla sadece 1s1 alig-verisinde bulunmaktadir. Bu 1si aligverisinin akis yoni ise
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termodinamigin ikinci temel ilkesi araciifiyla kolaylikla saptanabilir. Gergekten
de bu ilke hig bir is gelistirilmeksizin bir 151 deposundan gekilen 1simin daha yiik-
sek sicakliktaki bir 1s1 deposu tarafindan sofutulmasinin olanaksiz oldugunu,

SICAR ISt DEPOSU T,

SICAK IS BEPOSU 7,

! J\ {2! ) Ql
Q.
. f
S
L\
Q Q,
SOGUXK ISI DEPOSU T i Y
! . ! SOGUK 181 DEPOSU T,
Sekil : IL. 8 — Tersinmez bir sistem ile tersinir bir sis- Sekil : Il. 9 - Sekil : J1. 8 deki
temin kupldj:. bilegik sistemin modellendirilmesi.

yani milkemmel bir sogutucu gergeklestirmenin olanaksizhgint ifdde eder. Buna
gore Sekil : 11.8 deki bilesik sistemin T ve T, sicakhiklarindaki depolarla 1s1 alig
verisi ancak ve ancak Sekil: 1.9 da modellendirilmis oldugu gibi olabilecektir.

Buna binien

0/—0, 20w | 020 |
olacaktir. Bu ise tanimi dolayisiyla
W 3
TN = E
b My = Ny (11.3.3)
e
"o

olacagina, yani T, ve T, sicakliklar: arasinda galisan tersinir bir makinenin veri-
minin aym sicakbiklar arasinda calisan tersinmez bir makinaninkinden daha bii-
yiik olacagina isdret etmektedir.

Simdi eger M’ niin de tersinir oldugu kabul edilirse, benzer bir mubakemey-
le, bu sefer de,
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nzmn (1L.3.9)

olmasi gerektigi gosterilebilir. (11.3.3) ve (11.3.4) den tersinir herhangi bir makina
i¢in

n=mn (11.3.5)

olduguna hitkmedilir. Béylelikle ayn: sicakliklar arasinda ¢alisan herhangi iki ter-
sinir makinanin verimlerinin ayn: olduklart saptanmis olmaktadir. Bu, CARNOT
(1796-1832) teoremi diye bilinen ilging bir &zelliktir. Buna gdre &zel bir tersinir
151 makinasimin verimi hesapland: miyd:, ayni sicakhklar arasinda calisan biitiin
tersinir 1s1 makinalarinin verimi de saptanmug olur.

(I1.4) CARNOT CEVRiMI

CARNOT cevrimi, Sekil: 11.10 da gosterildigi gibi, iki esisih (§Q=0) epri
ile iki de essicaklikli (§7==0) egriden olusan ve durgunumsu (vani olaganiistii ya-
vas degistigi varsayillan) kapal bir termodinamik siirectir. Durgunumsu biitiin
siireglerin tersinir olmalari hasebiyle CARNOT ¢evrimi de tersinir bir ¢evrimdir.

I‘k

- Sekil ;: 11.10 — CARNOT cevrimi

Simdi bir CARNOT ¢evrimine tabi bir mol'luk ideal bir gaz ile isleven bir
makinamin verimini hesaplamak istiyoruz.

I. Boliimdeki bilgilerimize gore boyle bir gaz igin
8q = ¢, dT + dw == ¢,dT -+ P dv (11.4.1)

oldugunu bilmekteyiz. Gazin 4B egsicaklik egrisi boyunca méruz kaldigi durgu-
numsu hal degisimleri sonucu kazandift @, 1s1 mikdarinin, (11.4.1) de d7=0 yap-
mak ve 4B boyunca Py=RT, oldugunu da gbz 6niinde bulundurmak siretiyle,
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Vg Vg

B B
Q,=f8q = l dw = dev — RT, [u‘g‘imzm 1n%’i (11.4.2)
o/ o A
' A A

Vg4 V4

olacagi gériillmektedir. Gazin CD egsicaklik egrisi boyunca geri verecegi @, isi
mikdan da

D .
Q, = — f 8¢ = — RT,In -2 = RT,ln < (11.4.3)
Yo Vb
C
olacaktir. Buna gore
Ve
In —
0, T Vb
2 __ 22 144
Ql Tl 1 _X_Ii ( )
Vi
olur. Ote yandan da 4B ve CD déniisitmleri essicaklikl olduklarindan
Pavg= Pyvp=RT, (11.4.5)
PC Yo == PD Vp— R .T2 (1146)

ve BC ile DA doniisiimler: de tersinir esisili (6 = Q) doniisiimler oldukiarin-
dan (1.5.10) bagintis1 dolayisiyla

Ppg V} = Pe VE‘ (1147)
Povh = P4V (11.4.8)

bagintilart gecerli olacaktir. Bu son dort esitligi taraf tarafa c¢arparsak

(vavp) ™t = (vgve)?

va da

Vg - l’g_

YR (11.4.9)
bulunur. Buna gore, (11.4.4). ve (11.4.9) dan, bir CARNOT gevrimi igin

g, T, (11.4.10)

g, T,

bagmtisinin gecerli olacaf sonucu ¢ikar. Su halde, g6z Oniine alinmmg olan tersi-
nir 1s1 makinasinin verimi de



36 % ENTROPI KAVRAMI

n=&—=0 _, I (IL4.11)

bagmtisiyla belirlenecektir.

CARNOT teoremi geregince, (Il.4.11) ile verilmis olan m verim ifadesi de
biitlin tersinir 1st makinalan igin gegerlidir.

Bu (I1.4.11) ifadesi, 7, ne kadar kii¢iik ve 7, de ne kadar biiyiikk olursa, ya
da baska bir deyimle 1s1 makinasinin 1s1 aldigi ve verdigi 1si depolarimin sicaklik-
lari arasindaki fark ne kadar biiyitk olursa, makinanmin veriminin de o kadar bii-
yiik olacagim gbstermektedir.

(1L.5) TERMODINAMIK SICAKLIK OLCEGI

Sicakligin Slgiilmesi i¢in kullanilan her cins maddeden bagimsiz bir sicaklik
Slgeginin tesis edilebilmesinin yarari agiktir. Boyle bir 6lgegi gerceklestirmek aca-
ba nasil miimkiin olabilit? CARNOT g¢evrimi uyarinca calisan tersinir isi maki-
nalarinin veriminin makinanin seklinden de, yapisindan da, makinay: ¢alistivan
maddeden de bagimsiz oldugunu fakat yalmzca sicaklifa bagh oldugunu yukari-
da gérmiis bulunuyoruz. iste bu keyfiyet mutlak bir sicaklik 6lgeginin tanimlana-
bilmesi i¢in saglam bir zemin tegkil edebilir.

Nitekim (11.4.11) bagintis1 bize belirli iki sabit sicaklikhi 1s1 deposu arasinda
calisan bir CARNOT ¢evriminin verimi bilindiginde 1ki mutlak sicakligin orani-
mn da tesbit edilmis olacagint gostermektedir. Ancak, béyle bir mutlak sicaklik
dleepini tammhiyabilmek igin bu oranm degerinden bagka hi¢ degilse bir referans
noktasimin degerinin belirlenmis olmast gerekir. Bunun igin de Oyle bir CARNOT
cevrimi tasarlayalim ki bu, sicakligi suyun kaynama noktasi olan bir 1s1 deposun-
dan 1s1 alsin ve sicaklhigi suyun donma noktasi olan bir depoya 1s1 versin. Bu tak-
dirde bu ideal cevrimin verimi Slgiildiigiinde bunun 0,268 olacagi hesaplanmistir.
Su hélde

Tdon
= | — = (0,268
R Tkay
den
Toom _ 0732 (IL5.1)
Tkay

bulunur. Ayrica her iki sicaklik noktasimin arasini da keyfi olarak bolebilir ve
her ¢esit boliime “derece’ diyebiliriz. Eger her iki sicaklik noktasimin arasim 100
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dereceye bolersek bu izafi boliim islemine CELSIUS (1822-1888) izafi sicaklk
olcegi adi verilir ve boylece °C ile mutlak sicaklik dereceleri arasinda bir bagntt
kurulmus olur. Su halde, eger

Tiay = Tdon = 100°C (I1.5.2)
vazeditirse (11.5.1) ve (11.5.2) den mutlak sicaklik Slgeginde
Tiay = 373,15, Tgon = 273,15 (I1.5.3)

bulunur. Bu mutlak sicaklik Slgegine termodinamik sicaklik 6lgegi ya da KEL-
VIN olgegi denir. Bu dlgegin birimi °K olup bunun °C ile arasindaki bagintinin
(I1.5.3) den dolay:

T(°C) -+ 273,15 = T(K) (11.5.4)

seklinde olacagi anlasiimaktadir.

(11.6) CLAUSIUS ESITSIZLIGI

Sekil : I1.11 deki gibi tersinir bir ¢evrim tasarlayalim. Her tersinir ¢evrim
belirli bir CARNOT c¢evrimiyle temsil edilebildiginden bu da bir CARNOT

SICAK 181 DEPOSU T, SICAK 151 DEPOSU T,
|
Q Q,
L]
W, T W,
]
Q-‘R Qn..t
SOGUK ISI DEPOSU T, SOGUK 1SI DEPOSU T,
Sekit .11 Sekil : IL12

gevrimi olsun. Yiksek 7, sicakhigindaki 1s1 deposundan alinan is1 Q, ; algak T,
sicakligindaki 1s1 deposuna verilen 151 Q, z olsun ve

WRmQmea,R >0

da bu tersinir ¢evrimde 1st makinasmin yapmis oldugu isi gostersin.
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Boyle bir ¢evrim icin 1simin 6Q degisiminin ¢evresel integrali, yani toplam
1s1 degisimi igin, siiphesiz ki '

@SQ:Qf—&ﬁ>O (11.6.1)

RC

olacaktir. (RC) ile tersinir ¢cevrim yoluna isdret edilmektedir.

Ote yandan gerek T, gerekse T, sdbit sicakliklar olduklarmdan, mutlak si-
caklik tamimina gore,

Qy L Ty a Q__y L Qa,R
Qa,R = Ta veya Ty T

a

=0 (1L.6.2)

vazilabilir. Eger 6Q/T nin tersinir bir ¢evrim boyunca degisimini géz 6niine ala-
cak olursak, su halde (11.6.2) uyarinca bu

SQ o Q ¥ Qa.R .
@ T —0 (11.6.3)
(R(C) d

olacaktir.

Eger, gevrim gene tersinir bir ¢evrim olmakla beraber, 7, — T, yaparak
60 —0 olmas: saglanirsa (11.6.1) ifidesinin de sifira gidecegi kolaylikla géritliir.
Su hilde kisaca Ozetlersek

Tersinir Bir Cevrim igin :

¢5Q§0

s (11.6.4)

§% -

(RC)

olur.

Simdi gene aym T, ve T, sicakhgindaki is1 depolart arasinda ¢alisan ve keza
sicak 1s1 deposundan aymi ¢, 1sisin1 alan fakat tersinmez bir cevrim uyarinca is-
leyen bir 1s1 makinasi géz Oniine alabhm. Bdyle bir makinanin soguk is1 deposuna
saldigi 1s1 mikdart Q, > ve yaptig1 is de Wz olsun.

Gerek tersinir gerekse tersinmez ¢evrim boyunca calisan bu her iki 151 maki-
nasimin verimlerl arasinda, (11.3.3) e gore,
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Mg = dds = Nz == da
Q, Q,
bagintisi oldugundan
Wge> Wz (11.6.5)

olmas: gerektigi anlasilir. Ote yandan ise

Wr= Q T Qar
Wz=Q,— Qaz )
oldugundan (I1.6.5) ve (11.6.6) dan
Quz > Qur (I1.6.7)
oldugu, yani ayn sicakliktaki 1s1 depolar arasinda ve yiiksek sicakhiktaki 1s1 de-
posundan aym mikdar 1s1 ¢cekerek ¢alismakta olan biri tersinir, digeri ise tersin-
mez iki 1st makinas1 géz Oniine alindiginda tersinmez olanin digari attigi 1s1 mik-
darinin tersinir olana nisbetle daha biiylik olacag anlasilmis olur Bunun sonucu

olarak da tersinmez bir 1s1 makinesi igin, ve (Z() ile tersinmez bir ¢evrim yoluna
1saret ederek

(I1.6.6)

gﬁ 80 = Q,— Quz >0 (I1 6.8)
(Z¢C)
8¢ Q, Quz
= = T;’ — <0 (11.6.9)
(z¢)

bagmntilarinin gecerli olacagi géritlmektedir. Q,,T,ve T, sibit tutulmak sartiyla
1st makinasmin gitgide daha tersinmez oldugunu, yani Q, > nin daha da arttigim

varsayalim. En sonunda Q,=@,, oldugunda, T,>T, oldugunu da gbz Oniin-
de tutarak, (I11.6.8) ve (11.6.9) dan

~lim 80 =90
Qa.z0y (Zg)
i )
onio, $F <0
b Zo

olur. Su halde

Tersinmez Bir Cevrim Igin :

$sozo
(Z0) (11.6.10)
50
$ -7 <0
(Z¢Q)

olacag: tesbit edilmis olmaktadir.
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Aym diisiince tarzi tersinir ve tersinmez gevrimli sogutucu makinalara da

uygulansa
$ o0

integralinin bu sefer sifirdan kiigiik vey sifira esit olmasina karsilik

integralinin degerinin gene (11.6.4) ve (11.6.10) daki gibi sifira esit veya stiirdan
kiigiik olacagi ortaya gikar. Buna gore ister tersinir bir gevrim, isterse tersinmez
bir cevrim sz konusu olsun daima ve her gesit gevrim igin

8
§3ﬁ%-§() (IL6.11)

oldugunu tesbit etmis bulunmaktayiz. S$O/T nin kapali bir ¢evre {izerinden in-
tegralinin degerinin hi¢ bir zaman pozitif olamiyacagini ifade eden bu (IL.6.11)
esitsizligine CLAUSIUS esitsizligi ad1 verilir.

(IL.7) ENTROPI

Tersinir bir hal degisimi siireci g6z Oniine alalim. Bunun baslangic bali 4
ve son hili de B olsun. (1) ve (2) , 4 y1 B ye baglayan herhangi iki tersinir evrim
yolunu géstersinler. Bu takdirde, ve (11.6.4) ¢ gore

50 _
(1+2)

veya

{1+2}

yani

) (2) A

oldugu, kisacasi
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B

80
T
A
integrali g6z Oniine alindifinda, bunun tersinir bir hal degisiminde ¢evrime de-

gil de sistemin baslangi¢ ve sonug¢ hallerine bagh olacagi ortaya konmus olur,
Bu, bagka bir deyimle,

8Q |
ds = (-—i;—)R (I1.7.1)

diferansiyelinin bir tam diferansiyel oldugunun da kamtidir.

Tersinir

Sekil : 1I. 13 — Iki termodinamik hal
arasindaki miimkiin stirecler.

Tam diferansiyeli (11.7.1) ile verilmig olan S fonksiyonu, adina entropi deni-
len, bir hil fonksiyonunu tanimlar. Sabit kalan bir O hili baslangi¢ referans nok-
tast olarak segilirse O ya tersinir bir hal degisim siirect ile bagh olan bir 4 hali-
nin entropisi

A

_ 60
S(A4) = f " (11.7.2)

0

ile tanumlanabilir. Buna gére bir termodinamik sistemin entropisi ancak bir si-
bit yaklasikhgiyla belirlenebilecektir demektir. Ancak birbirlerine tersinir bir hél
stireci aracihgiyla bagh olan A4 ve B gibi iki hal arasindaki AS 4y entropi farkmin
kesin bir anlami var gézitkmektedir, ciinkil

B
ASyp = S(B) — S(d) = f 2

A

dir.
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Simdi tersinmez bir siireg tasarlayalim. Bunun igin $ekil: 11.13 deki tersin-
mez siirece tekaabiil eden (3) yolunu g6z 6niine alalim. Buna gére, tiimiiyle ali-
nacak olursa, {1 + 3) yolu tersinmez bir siirece tekaabiil edeceginden buna (II.
6.11) CLAUSIUS esitsizigini uygularsak

$ 2 (1)f +(3)f

(1+3)

olur. Buradan ve (I1.7.1) tanmimindan

W [F-m [0 [F
A A A

S(B) — S(A) > gﬁ -i‘%

ve buradan da

tersinmez

bulunur. Son iki bagints, keza

ds > (T)z (11.7.3)

olduguna da delalet etmektedir.

Eger esisili cidarlarla yahtilmig yani disariyla hi¢ bir 1s1 ahs-verisi olmayan
(60 = 0) termodinamik bir sistem goz 6niine alinacak olursa bu hal i¢in (I1.7.1)
ve (IL7.3) it tek bir formiil halinde birlestirerek, her ne tiir ¢evrim sbz konusu
olursa olsun, daima

dS=0 veya S,—S, = f —5% (I11.7.4)

1

olacag, yini disanyla hi¢ bir 1s1 alig-verisinde bulunmayan yahtmis termodinamik
sisternlerde entropinin asla azalmayacag anlasilmis olur. Buna “entropinin artis:
ilkesi” adi verilir. Bu ilke, ayni zamanda, termodinamigin ikinci temel ilkesinin
esdegeri olarak da telakki olunabilir.

(I1.8) IDEAL BiR GAZIN ENTROPISI

Bir mol'liik ideal bir gaz gdz Oniine alalim: Py = RT. Bdéyle bir gazin i¢
enerjisinin, tersinir bir siireg igin
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du = ¢, dT = 8¢ — P dv (11.8.1)

seklinde oldugunu (1.5.4) ve (1.5.5) den bilmekteyiz. Bir taraftan mol basina en-
tropi icin ds = 8¢/T yazarak, diger taraftan da ideal gazin Pv = RT seklindeki
hal denklemini g6z Oniinde tutarak (I1.8.1) den

dT dy .
ds = ¢, 5 “+ R ~ (11.8.2)

ifadesi yazihr. Ote yandan da (1.5.10) dolayisiyla
R=c¢,—c,=c,{y—1) (11.8.3)
oldugundan

dT
ds — c, [7 + =1 53’_] (IL8.4)

bulunur. (I1.8.4) integre edilirse, s, ile bir integrasyon sabitini gostermek iizere
ideal gazin mol basina entropisi olarak

s(v, T)= ¢, In (Tyr1) 4 5, (11.8.3)

ifadesi elde edilmis olur.

Tersinir esisilt bir hal dontsiim siirecinde 8¢ = 0 olmak hasebiyle dy == 0
olacagindan, béyle bir durum igin (i1.8.5) ifAdesinden

In (Tv"™Y) = sdbit = Tv'™ = sabir,

yahut da ideal gazin hal denklemini de gdz dniinde tutarak

Py’ = sabit

bulunur ki bu da ziten entropiyi hig hesaba katmadan baska bir yontemle evvelce
bulmus oldugumuz (1.5.11) ifidesinin aymsidir.

(I1.9) IKi IDEAL GAZIN KARISIMININ ENTROPiSI

Esisih cidarlaria c¢evrili bir ¥, hacnunin bir diyafragma ile ikiye ayrilmis ol-
dugunu ve boylece olusan hacimlarin da, O<<a<C1 olmak lzere, oV, ve (I—a)V,
oldugunu varsayalim. @V, hacminda ap mol’liik bir ideal gaz (meseld helyum gaz),
ve (1—a)V, hacminda da (I—a)p mol'lik bir baska ideal gaz (meseld oksijen
gazi) bulunsun. Ayrica her iki gaz da aym 7, sicakhi@ ve aym P, basincimt haiz
olsunlar. Bu sartlarin ayn: anda gergeklesmesinin pekala miimkiin olabildig: her
iki gaz i¢in de hal denklemlerinin agik¢a yazilmasiyla derhal goriiliir. Nitekim



44 ¥ ENTROPI KAVRAMI

1. gazigin : Pyo V, = apu RT, — PV, = u RT,
2. gazigin 1 P, (1 — o}V, = (1 —a)p RT, - PoV, == RT,

dir. Su halde P, ¥, T iermodinamik degiskenlerinin bu &ézel Py, V,, T, defer
takimt icin her iki gaz da uyumludur.

Simdi, eger bu iki hacmt birbirinden ayirmakta olan diayafragma ortadan
kaldirihrsa bu iki ideal gaz birbirlerine karigirlar ve bu karisim sonunda tiim sis-
temin entropisindeki artis da

Va Vo
AS = AS, + AS, = j ds + j as (1.9.1y
aVy (1—2)¥y

den ibaret olur. Segilen gazlar birbirlerine karistiklarinda herhangt bir kimyasal
reaksiyona yol agmayacak bigimde secilmis olduklarindan, sistemin baslangic-
taki ic enerjisi ne ise gazlarin karigmasindan sonraki i¢ enerji de odur. O hilde

dU = TdS — PdV = 0 (11.9.2)

olacaktir. @V, hacmindaki op mol’liik hal denklemi PV = guRT ve (1—u)V}
hacmindaki (1—a)p. mol'lilkk gazin hadl denklemi de PV '==(1—w)uRT oldugundan
buniarin ve (11.9.2) ifadesinin 11g: altinda (11.9.1) hesaplanirsa karigimin entropi
artist olarak

fu i’o
AS = j s + j ds

Vo (1+a)Vp
Fy J ¥y
14 T odV
—— R e ] — R —
O * [ % N ( a)p‘ ] v
alby {({-—a}Vy

~uafatn (4] + 0o (L]

bulunur. AS nin a=1/2 i¢in yini aym miktarda iki gaz kanstirildig:s zaman mak-
simum olacag buradan kolaylikla saptantr.

Gazlar kanstiriimadan 6nce sistemin belirli bir diizen i¢inde bulunmasina
yani meseld helyum atomlarinin hep aym bir hacim icinde ve oksijen molekiille-
rinin de hep aym bir bagka hacim iginde bulunmalarina karsiik diyafragmanin
ortadan kaldirilarak gazlarin birbirlerine kariymasindan sonra sistemdeki o eski
diizenin (artik bir daha yeniden tesisi miimkiin olmayacak sekilde) yerini bir kar-
magikliga, bir diizensizlige biraktift ve buna paralel olarak da tiim sistemin
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entropisinin artmus bulundugu gorilmektedir. Boylelikle entropi artislarmn
daima, sistemin, diizenli bir halden daha diizensiz bir hile gecmesine delalet
edecegini sezinlemek miimkiindiir.

Burada sezgise! bir bigimde ithal etmis oldugumuz diizensizlik kavramunin
simdilik kesin olarak tanimlanmamis oldugu gbzden kagmayacaktir. Bunun ke-
sin bir tanimim ancak Istatistiksel Mekanikler kisminda gorebilecegiz.

Yukarida deginmis oldugumuz gériis agisindan entropi, bir bakima, digarty-
ja 151 alis-verisi olmayan ve ig enerjisi sibit kalan yalitilmig termodinamik sistem-
lerin diizenlilikten diizensizlige gegis egilimlerinin bir gesit olgiisii olarak da te-
jakki olunabilir.

(I1.10) ENTROPININ ISTATISTIKSEL. ANLAMINA GIRIS

Simdi g mol’liik ideal bir gazin bir ¥ hacmindan bir ¥, > ¥, hacmina gen-
lesmesi gbz oniine alinacak olursa, (I1.9) paragrafindakine benzer hesaplarla,
gazin bu hal degisimi sonucunda entropisinin degisiminin

Va
dV V. v
AS = uR [“‘"’"‘ = uRIn % = uNk In -+
. V v, Y,
Vv,
. Vy | o
= kIn (V1 ) (IL.10.1)

ile verilecegi kolayhikla hesaplanir. Burada k: BOLTZMANN sabiti ve N, :
AVOGADRO sayisi olup R=kN, olmasindan yararlamlmgtir.

Eger gbz oOniine alinmis olan gazin bir molekiiliiniin, iginde bulunabilmesi
miimkiin olan biitiin hacrm1 Vi ile gosterirsek molekiiliin ¥, gibi bir hacimda
bulunmas: ihtimali V,/Ve, ve V, gibi bir baska hacimda bulunmas: ihtimah
de V,/Vg olacaktir. Birbirlerinden tamamen bagimsiz iki gaz molekiiliiniin aym
anda ¥; hacmi iginde bulunmalar1 ibtimali de (V,/Vg) dir.

Buna gore birbirlerinden tamimen bagimsiz pN, adet molekiiliin aym anda
aym: bir ¥, hacmu icinde bulunmalart ihtimili ve ayn1 anda aym bir V) hacm
icinde bulunmalari thtimali, sirastyla,

v, \eN v, \uN
wlz(ﬁ) " wzz(ﬁ) ‘ (I1.10.2)

ile verilmis olacaktir. Buradan, derhal,
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[V
o ( 7 ) (11.10.3)

oldugu goriilmektedir. Buna ve (I1.10.1) e binden, genlesen ideal bir gazin entro-
pisindeki artigin da

1N
AS = £ In (Xz_)‘ — ki 2 (IL.10.4)
Vi 0y
ile ifade edilebilecegi anlasilmaktadir. Bu son ifdde, entropi igin
S=kinw

seklinde bir bagmtimin gecerli olacagini telkin eder mahiyettedir. Ancak, S = 0
olmak gerektiginden w = 1 olmahdir. Bunu temin etmek igin de V ile, Olgiile-

liyeti goOstererek
)
Wo

(I =

i

ile, adina izafi ihtimiliyet ya da termodinamik ihtimiliyet deyecegimiz bir bilylik-
ligii ithal edecek ve entropiyi de buna uygun olarak

S=knQ2 =0 (11.10.5)

bagintisi aracilifnyla tanumlayacagiz.

(IL.10.5) de tammlanms oldugu sckliyle S entropi fonksiyonunun {2 ter-
modinamik ihtimaliyetinin monoton artan bir fonksiyonu oldugu gériilmektedir.
Bu fonksiyonun belirli bir termodinamik halin gerceklesebilme ihtimélinin bir
lgiisit oldugu asikdrdir; meseld bir gazin molekiillerinin dagilimimn diizeni ne
kadar yitksekse bu halin gergeklesebilmesi ihtimali de o kadar kiigitk olacaktir.
Entropinin tersinmez siireglerde daima artacagi, bu gibi siireglerde Q2 nin ve do-
layisiyla diizensizligin artmasmdan 6turiidiir. Entropi artigi negatif olan siireg-
lerin asla mevciid olmamas:, aslinda, hi¢ bir zaman A} < 0 olmamasmdan ve
keza bir sistemin diizen derecesinin kendiliginden asla artmamasmdan Stiradiir.

ALISTIRMALAR VE PROBLEMLER
IL.1. K ile sabiti gdstermek iizere; ¥, hacmini, U, i¢ enerjisini haiz, &, mol'lik
saf bir cisminden olusan bir (Z,) sisteminin entropisi

S = K(N, V, U)"*

ve ¥, hacmim, U, i¢ enerjisini haiz, N, mol’liik aym saf cisimden olusan bir
(£, sisteminin entropisi de
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S‘.’. = K(Nz v, U2)1/3
olsun. Bu takdirde

1) K sdbitinin boyutlar nedir?

2) (£) ve (X, sistemieri ayni bir cidar araciifiyla temas hélinde oldukla-
rinda bunlarin olusturduklar: tiim sistem de civardan yahtilmig ise termik denge
teessiis etitigi takdirde U, ve U, i¢ enerjisi degerlerini hesaplaymiz.

11.2. Bir mol'litk 1deal bir gazin

Pv = RT

hil denkleminden baska i¢ enexjisinin

3
i = '“5‘ RT
ile verildigi gazlarin kinetik teorisi bahsinde gosterilir (bk. VII. B6liim). Bu ve-
rilere dayanarak 1/7 ve P/T yi u ve v nin fonksiyonu olarak hesaplayip bunlar-

dan bir mol'liin s ve N mol'liin § entropisini ¢ikariniz.

IL.3. Bir Onceki alistirmanin sonuglarina dayanarak tek atomlu bir ideal gazin
esist egrilerinin genel denklemini P nin ve v nin fonksiyonu olarak tesis ediniz.

IL.4. Bir mol'liik tek atomlu ideal bir gaz gbz Oniine alindifinda I1.2 numaral
alistirmadaki bagintilara dayanarak ve entropi kavramina deginmeksizin egisi
egrilerinin denklemini tesis ediniz.

ILS. Bir mol’liik tek atomlu ideal bir gazin esis1 egrilerini karakterize eden T ve
v arasindaki bagintidan

95y _ P

av T

i
bagintisini tesis ediniz.

IL.6. C, ve C, diye sdbit 1s1 sigrlarm haiz iki cisim 6nce 7, ve T, sicakiikla-
rnindayken aralarinda termik denge teessiis edinceye kadar sibit hacimda 1s1 als-
verisinde bulunurlarsa T, nihai termik denge sicakhigi ne olur? Entropinin AS
artin ne kadardir? Buradan, x ve y ile pozitif kalan iki degigskeni, o ve P
ile de toplamlari bire esit olan iki parametreyi gostermek iizere

ax + By = x*, y8

esitsizligini tesis ediniz.



48 % ENTROPI KAVRAMI

I1.7. Bir akiskanm hil denklemi, a bir sibiti gbstermek iizere, PV = o U(T, V)
seklinde olsun. Akiskanin U i¢ enerjisi ile S entropist de
= V@ (TVE) ve S = WTV=)
seklinde olsun.
1) « mn boyutlari nedir? 2) @ ile ¥ fonksiyonlar: arasmmda ne gibi bir ba-

gmmtt vardir? 3) Kara cismin isumas: halinde

seklinde olup burada ¢ bir sdbittiv. Bu hal icin a yi belirleyiniz.

II.8. Aymt P basmcinda aym N sayisinda molekiil ihtivd eden ayni iki ideal
gaz farkli sicakliklarda ve sirasiyla V ve ¥, hacimlarinda bulunmaktadirlar.
Bu iki h-aim birbirleriyle irtibat haline getirilip de gazlarin- birbirierine karis-
malarind in sonra denge hili teessiis edince sistemin entropt degisiminin ne olmus
olac g hesaplaymniz.

I1.9. dm kiitlesini haiz bir akiskamn belirli bir (1) halinden baska bir (2) hiline
geciste ortaya ¢ikan isimin

dQ == c¢dT - L dm
seklinde cldugu bilinmektedir.

1) u, ve u, ile akiskanm (1) ve (2) hallerindeki I ve 2 hallerindeki ozgiil
hacimlar: gosterilirse dm yi Au = u, — u; in ve (1) —> (2) doéniisiimii esndsinda
sistemin hacminin ¢V degisiminin fonksiyonu olarak ifade ediniz.

2) ic enerjinin dU degisimi ile entropinin dS degisimini yaziniz.

3) dU ve dS nin tam diferansiyel olduklarimi ifade etmek siliretiyle
P
L=T.A
“or

CLAPEYRON (1799-1864) bagintistm tesis ediniz.

FL.10. Sabit hacimli, ve baslangic sicakbiklart sirasiyla T ve 7, olan iki K, ve X,
cisimleri dis ortamdan yahtilmis olarak birbirleriyle temas hilinde bulunmakta-
dirlar. X, in 1s1 sifasi bilinen bir C; degerini haiz oldugunda

1) X, nin bir C, 151 sigasina sihip olmast hilinde,

2) K, nin T, sicaklifinda bir 1s1 kaynag olmasi hilinde bu iki cisim ara-
sinda termik dengeye erigildigi vakit cisimlerin entropilerinin ne kadar degis-

mis olacagm hesaplayimiz. Her iki hdlde de her iki degisimin toplaminin isaretini
tahkik ediniz.
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1111, Bir mol'liikk bir ideal gazin entropisinin diferansiyel ifadesini: T sicaklify,
v hacmi ve gazin ¢ i¢ enerjisinin kismi tiirevleri cinsinden ifade ediniz. Buradan,
ideal bir gazin ig¢ enerjisinin yalmzca sicakliga bagh olacagim gosteriniz (JOULE
kaanfinu).

1512, Bir ideal gazin elemanter entropi de@isimini bagimsiz T ve v degigkenler
cinsinden ifide ediniz. Bir mol'lik bir ideal gazin sicakligs ve hacmi aynt anda
baslangic degerlerinin iic misline yiikseltildiginde gazin entropi degisiminin ifa-
desini iki ayri yontem aracilifiyla tesis ediniz. (Sayisal uygulama: Gzgiil sdann
orani: v = 7/3, gazlar sabiti: R == 8,32).

11.13. Kitlesi m == | kg, sabit basinctaki ozgiil 1sis1 ¢ == 880 J/kg ve sicakhg
da T, = 27°C olan bir metal 7, == 100°C hk bir 151 kaynagiyla temasa gegiril-
mektedir. Belirli bir zaman sonra metal 1 kaynagiyla termik dengede olur. Bu
takdirde metalin entropi degisimini ve metal ile kaynagin olusturdukiart sistemin
entropi degisimint belirleyiniz.

11.34. Molekiil kiitlesi A olan bir gazin sibit basingtaki 6zgil sis1, gbz éniine ali-
nan belirli bir sicaklik arabginda 7" sicakhfinin: ¢p == a - bT seklinde lineer bir
fonksiyonu ise buradan, bu gazdan bir mol'lik bir mikdar T sicakhfindan 7,
sicakh@ina kadar sibit basing altinda ve tersimir bir bigumde witifdign zaman ent-
ropinin AS degisiminin ifadesini gikariniz.

Uygulama : N, azot gazi goz Oniine alursa denel Olgliler ¢ = 1,04

yitkselirse AS, in degeri ne olur? (Azotun molekiiler agirlign 28 g dir).

§1.15. Tekatomlu (v == 5/3), bir mol'lik ideal bir gaz T, == 450°K sicaklikta
Py =1 atm basmgtan P, == 10 atm basinca kadar tersinir bir sekilde sikistiril-
makta ; sonra da esisil bicimde gene P, basincina kadar genigletilmekie ve bu
islem N kere siirdiiriilmektedir.

1) Bir islem boyunca entropinin AS, ve pespese N iglem sonra entropinin
ASy degigimlerini, ve

2) N islem sonundaki T sicakligs ile i¢ enerjisinin AU, degisimini he-
saplaymiz.

Sayisal uygulama : Her iki soruyu da N = 5 héli win ¢oziiniiz.

11.16. Tamamen yalitilmus bir silindir dusitk st iletkenligini haiz ve siirtiinmesiz
hareket eden bir pistonla ikiye ayrilmis bulunmaktadir. 4 ve B diye isimlendire-
cegimiz her iki béliim de iki atomlu (y = 7/5) bir mol'lik ideal bir gaz ihtiva
etmektedir.
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1) Sistemin her an mekanik dengede bulundugu varsayimaktadir. Baslan-
gicta, B bolimindeki gazin sicakhfi, 4 bolimiindeki gazin T sicakligimn
iki mislidir. Sistem (hem mekanik ve hem de termik) denge haline kadar
evrimlesmektedir.

iki mol gazdan olusan sistemin tiimiiniin entropi degisimini belirleyiniz.

2) B bolimiinden A4 bolimiine 1st iletiminin tersinir bir bigimde yapildigim
varsayarak dengedeki nihai sicakligl hesaplayiniz; buradan i¢ enerjinin degisimini
ve gazl: sistemin gelistirmis oldugu isi cikanmz.

(To = 300°K ve R = 8,32)

I1.17. Sabit basingta T, = 77°C sicakhkta my == 0,5 kg petrol ile T, == I7°C
sicaklikta m, == 2 kg petrol birbiriyle karstinildiginda sistemin entropi degisimi

IL.18. Atmosferik basing altinda 7T, = 27°C sicakbikta m, = [0 kg su ie
T, = — 10°C sicaklikta m, == 1 kg buz kanstirslmaktadir. 7' denge sicakhig ile
entropi artisimt belirleyiniz.

Suyun ozgil s1s1: ¢ = 4,2 J/g/°C; buzun ozgil 181 ¢, = 2,15 J/g/°C ;

IL19. Atmosferik basing altinda (10° N/m?), n = 1/2 mol'liik oksijen ihtivd eden
¥, = 10 litrelik bir kap gene atmosferik basing altinda n == 1/2 mol'lik oksijen
ihtiva eden ¥, = 15 litrelik bir baska kap birlestirilmektedir. Her iki kabin da 1yi-
ce yalitilmus oldugu ve ihtiva ettikleri gazlarn da ideal gaz olarak davrandikiar
varsayilmaktadir. Termik denge teessiis ettiginde her iki gazdan olusan sistemin
entropi degisimini her bir kaptaki oksijenin 7 ve T, baslangi¢ sicakhklarinin
fonksiyonu olarak belirleyiniz.

! 7 .

(c,, = = R ve R = 8,32)
BE20. 7, == 300 K sicaklifinda bir 1s: kaynagi olsun. Bir 4 baslangic hilinde:
hacmt ¥V, = 10/, basinct P4 =1 atm ve sicakhigt da 7,4 = 300 K olan (ve

ideal bir gaz olarak varsayilan) helyum gazimi g6z Oniine ahlip su islemlerin ya-
pildigint dilglipelim :

— esisilh ve tersinir bir AB déniigiimit (B hilinde gazin hacmi V= 20/
olsun) ;

— gan1 T, sicakligima ve Pc < Pp basincina gétiiren eghacimli bir BC
déniisimi ;
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— ve nihdyet gazi tekrar baslangic sartlarina ulastiran essicaklikh bir CA
déntstimi.

1) Her bir doniisim stiresince ortaya ¢ikmus olan 1s ve 1s1 ahgveriglerint
Joule (3) cinsinden hesaplayinz.

2) Boylelikle, tek sicaklikli termodinamik déniisiimler igin termodinamigin
ikinci temel ilkesini tahkik ediniz.

11.21. ideal bir gaz gibi telakki olunan 1 kg hava bir 4BCDA CARNOT g¢evrimi-
ne tibi tutulmaktadir ; burada 4B ile €D essicaklik egrilerini ve BC ile D4 da
esist eprilerini gostermekte olup termodinamik siireglerin hepsinin de tersinir
olduklart kabul edilmektedir.

A daki sicakhk T, = 300°K dir. 4, B ve C dcki basinglar da srasiyla
P, 1 atm, P,=3 atm ve P;-=9 atm dir. Cp= 10 J/kg. °K ve
v == CpfCyp = 7[5 olarak verilmektedir.

1) Cevrimin termodinamik verimint

a} cevrimin st bilAngosunu yaparak, ve

b) cevrimin uc sicakliklarindan hareket ederek iki ayri gsekilde he-
saplayiniz.

2) Cevrimdeki dért doniisiim siiresince  havamin  entropi degisimlerini
hesaplaymiz.

(1/3)*7 = 0,75 alinacaktir.



. BOLUM

TERMODINAMIGIN
UCUNCU ILKESI

(IIL.1) SERBEST ENERJI YA DA HELMHOLTZ FONKSIYONU

Termodinamigin birinci ilkesinin ifidesindeki 8O ist mikdart yerine bunun
ikinci ilke uyarinca esdegeri olan T dSyi vazederek, tersinir hal degisimlerine
tabi hidrostatik bir termodinamik sistemin i¢ enerjisi olarak

AU = §Q — §W = TdS — P dV (UL1.1)

yazabiliriz. Buna gore, bu gibi termodinamik sistemlerin siabit hacimda veya sabit
entropide vukuu bulan hil degisimleri i¢in i¢ enerji degisimleri, sirasiyla,
dU, — T dS == &§Q, dU, = —oW (1iL.1.2)
olacaktir.
Buna davanarak sistemin i¢ enerjisindeki degisimi eshacimlt bir hal degisi-

minde sisteme ithal edilen 151, veyd esentropili bir hadl degisiminde sisteme intikaal
ettirilen is olarak yorumlamak miimkiindiir.

Ote yandan
H = U -+ PV (1U1.1.3)
ile tanimlanan entalpi kavramini ithal edersek
dH = d(U + PV) = (dU + PdV)+ V dP
= TdS + v dP = §Q + VdP (T111.1.4)

yazilabilmesi dolayisiyla esbasingli bir hal degisiminde

52
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dH, = 60 (II1.1.5)
olmas: dolayisiyla entalpi degisimini, esbasmgli bir hal degisiminde sisteme
ithal olunan 1s1 mikdart olarak da yorumlamak miimkiindiir.

Entalpinin tamimina benzer sekilde, ancak P ve ¥ yerine T ve § almak
siretiyle tamimlanan

F=U—TS (1I1.1.6)

biiyiikliigiine serbest enerji veya HELMHOLTZ (1821-1894) fonksiyonu adi ve-
rilir. (111.1.6) dan, derhal,

dF = (dU -~ T dS) -~ Sdl = — SdT— PdV
= S dT — §W (HI.1.7)
oldugu gorilmektedir. Su hilde |
dFy = — §W, (H1.1.8)

olacaf:, vini sistemin serbest enerjisindeki degisimin essicakhikls bir hal degisi-
minde sisteme yapilan isten ibAret oldugu anlagiimaktadir.

(111.1.7) den serbest enerjinin F = F(T, V) seklinde yazilabilecegi goriil-
mektedir. Buradan tam diferansiyel alarak

(qF === “ dV ! = dr
' ( d V)T ( a-T)V

olur ; bu ifide (111.1.7) ile kargilastirildiginda

aF _ oF
Ll , GV = 8
( 8V>T £ ( BF)V

Y

(I11.1.9)

oldugu gdbriiliir.

Yahtilmis bir termodinamik sistemde, daha ¢nce de gérmils oldugumuz gi-
bi, entropi daima maksimum olma egilimindedir. (111.1.9) un ikinci formiilii de
bize yaltilmig termodinamik sistemlerde sabit hacimda sistemin serbest enerji-
sinin de daima bir minimuma gidecegini gostermektedir.

(IIL.2) NERNST KAANOUNU; TERMODINAMIGIN UCUNCU TEMEL
TLKESI

Oda sicaklipt civarindaki sicakliklarda hemen hemen biitiin kimyasal reak-
siyonlar 1s1 vericidirler. Buna gore efer kimyasal reaksiyonlarm vukuu buldugu
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bir sistemin baslangigtaki i¢ enerjisi U, . ve sonra herhangi bir andaki, meseld
reaksiyonun sonundaki i¢ enerjist de U, ise

U,— U, = AU < 0 (I11.2.1)

olacak demektir. Bu yalmizea gdzleme dayanan bir ilke olup BERTHELOT (1827-
1907) ilkesi adim ahr. Ancak bu ilkenin istisnilart da vardir.

Ashina bakilacak olursa kimyasal reaksiyonlar, hi¢ bir zaman, ortaya ko-
nan maddenin tiimii reaksiyona miruz kalincaya kadar siirmez; reaksiyon son
buldugu zaman hem reaksiyona giren maddeler ve hem de reaksiyon iriinleri
beraberce belirli bir denge hélinde bulunurlar. VAN'T HOFF un (1852-1911)
incelemeleri, reaksiyonlar esnasida (I11.2.1) uyarmca U i¢ enerjisinin degil de
daha ziyide F serbest enerjisinin

Fy— F, = AF < 0 (111.2.2)

uyarmca azaldifim orfaya koymustur. Gergekten de kimyasal reaksiyonlar ter-
sinmez hal degisimleri olduklarindan, bir Onceki paragrafin sonunda (LI.1.9)
formiiliine dayanarak ¢ikardigimiz sonug da (I11.2.2) yi dogrulamaktadir.

(I11.2.1) sartimin ozellikle yiiksek sicakliklarda gecerli olmamasmin gézlen-
mis bir vakia olusu NERNST'i (1864-1941), AU ve AF arasmdaki farkin ¢ok
alcak sicakliklarda gitgide azalacagi ve T — 0 igin AU(T) ve AF(T) egrilerinin

AU — AF

hm (AU — AFy =0, lim ———— =0 (I11.2.3)
10 F—( 1

bagintilar: uyarinca kesisecekleri iimidini beslemege sevketmistir.

PLANCK (1858-1947), daha sonra, bu kesisme noktas: i¢in daha genel sart-
larm gecerli oldugunu ; sddece AU ve AF farklart igin degil fakat 7 — 0 i¢in
bizzat U ve F fonksiyonlar: icin de, hangi madde s6z konusu olursa olsun,

lim (U—F) =0

T—(
im (L) -
T-0 T

seklindeki sartlarin gegerli olacag iimidini savunmustur.

(111.2.4)

Biitiin bu bagintilarn, fenomenollojik bir teori olan termodinamik ¢ercevesi
icinde ispatlanmasi olanagi yoktur. Bu bagintilarin gegerlili§i ancak kuvantum
mekanigine de dayanarak istatistiksel mekanik gercevesi i¢cinde ispatlanabilmistir.
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(11.2.4) bagmtiart termodinamigin liclincii temel ilkesi ya da NERNST ka-
anfina diye bilinmektedir.

(111.3) HAL DEGISKENLERININ MUTLAK SIFIR CIVARINDAKI DAV-
RANISLARI

Termodinamigin tglincii temel ilkesinin matematiksel ifddesi olan (111.2.4)
bagintdarinm diger termodinamik hal degiskenlerinin 7—0 i¢in davraniglarina
muhtemel etkileri ne olabilir, simdi kisaca buna deginmek istiyoruz.

Serbest encrjiyi tanimlayan (111.1.6) bagintisindan entropi i¢in

. U—F

S = WT
yazilabilmesi dolayisiyla (I1£.2.4) den 7--»0 i¢in entropinin de sifir olacagi goriiltr.
i11. Boliimde entropinin yalmzca toplamsal bir sibit yaklasiklifzyla belirlenebil-
dipini gormistik. Simdi termodinanmugin iigincli  temel ilkesine dayanarak
T—>0 icin S—0 oldugu husiisu, sdz konusu toplamsal sdbitin degerinin sap-
tanmasi i¢in bir simir-deger problemi olarak da yorumilanabilir. Goruldagi
gibi bu sabit sifir olmalidir.

Entropiyi S = S(V,T) veyd S== S(P,T) seklinde yazmak miimkiindiir.
Buna, ve NERNST kaanfinunun dogal sonucu olan ve ¢ok kere de termodinami-
gin iiciincii temel ilkesine esdeger bir ifade olarak kabul edilen

lim § = 0 (1IL.3.1)

-0

bagintisina gdre bir sistemin biitliin ¥ ve P degerleri igin

lim S(V,T)=0, lim SP,T) =0 |
tm S(V. T) lim (. 7) (I1.3.2)

Tr-—0

olacaktir. Yani entropi, 7—0 i¢in ¥ ye (vevd P ye) bagh olmayacaktir. Su halde
buniara tekaabiil eden tiirevlerde '

T—0

: Sy A ,
lim (W)T— ¢, lim (BP/ == 0 (111.3.3)

olacakur.
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Simdi entropi ile i¢ enerjinin S = S(7T°, ¥) ve U = U(T, V) seklinde T si-
caklhig ile ¥ hacminin fonksiyvoniar olarak belirlenebildiklerini varsayip entropi-
ain tamm bagintisimt da géz Sniinde bulundurursak

80 dU 4+ PdV | g{u__ap{ ) T+ Hau) . Pl p V§
v /T ) )

as . 28
cee | 5N dT e dY [L.3.4
(aT/)V ( 2 V}J (1L3.4)

yazilabilir. Ote yandan tam diferansiyelin karakteristik ozelligi dolayisiyla

8 Qf) MV_QM(QS
av\a7), BT \av),

olacagindan

9 L (U [ 1 §[3UN o
v aT)VT T T BV)T‘ ..

19U M,L.(QH el LY L(ap "
T avaer T2 \av ), " T |aTev '\ aT),

U P
(QW)%”pmg(ﬁm) (I1L.3.5)
T v

bulunur. Buna goére (II1.3.4) yeniden yazilirsa
S aS I [oU" opP |
g [—— S S [E— I m— e _.E__ ———
ds ( );,dT ! (BV)T(W T (aT)VdT : (BT)V dv (111.3.6)

olur. (II1.3.3) ve (IIL.3.6) beraberce goz Oniinde bulunduruldugunda

. [ 0P . [dS |
LI IR | N I I11.3.
lim ( BT)V lim (SV)V (I11.3.7)

-0

oldugu goriilmektedir.
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Diger taraftan (I11.1.9) ifadelerinin ikincisini termodinamigin uglincli il-
kesinin (i11.3.1) seklindeki ifidesivie karsilastiralim: buna gore

. [ aF |
lim § = — lim [ —=| =0 [11.3.8
T-0 ?lil}} ( d T )V ( )

olacaktir. Simdi S nin (IIL1.6) ile verilen ifidesini mutlak sifir civarinda seriye
agindiralim :

. i : i _ . faU COF N
S e — J——— R A A e ORISR -
ron =it (o)~ (ar),

T % . (111.3.9)
Burada U, ve {7, kolayca anlasilacag: vechile, sirastyla i enerji ile serbest ener-
jinin mutlak sifirdaki degerlerine isaret ctmektedirler. Halbuki (i11.2.4) e gore

terimleri de i1thmal ederek

lim S = lim = 0

T—0 T+

vy _(ery

A

olur. Bu ifadenin sag yamndaki ikinci terim (1[1.3.8) dolayisiyla ziten sifir oldu-
gundan ve (1.3.4) tamimuin da g6z éniinde tutarak

C : oU . .
im § == lim (-—5-%-)3/ = lim Cp == 0 (111.3.10)

=0 -4

bulunur; yani sistemin ', 15t sifas: mutlak sifirda sifwrdir,

(L3.7) formiili (Cp— Cy) farkim vermekieydi. Simdi (111.3.5)1 de goz
oniinde tutarak bunu bir kere daha yazalim :

' au
e pm“(
Cp—Cy l i 8V)T__

\
e

av
iT),

Cp— Cy (ap rla
- 111.3.11
T a:r),,( ar)P ( )

veyi

\ N\

olur. (I11.3.7) ye binfen T — 0 i¢in (9P/dT)y = 0 dir; (3¥/3T)p ye gelince bu
sonsuz olamayacagina, gbre, su hilde

nmgf__:gK:

- 0 (111.3.12)
T—0

olur. (I11.3.10) ve {1'11.3.12) nin karsilagtirilmast mutlak sifirda Cp 151 sifasmin da
sifir olacagini ortaya koymaktadir:
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lim Cp= 0 (111.3.13)

-0

Su hélde, herhangi bir maddenin 6zgiil 1silan1 mutlak sifirda sifirdir.

Simdi U(T) ve F(T) fonksiyonlarinin T — 0 civarindaki davranislarina bir
gdz atalim. (I11.3.8) ve {I111.3.10) a binden gerek (dF/aT)v nin gerckse (dU/oT)y
nin 7= 0 icin sifir olduklan goriilmektedir. Diger yandan da (II1.1.5) tamimina
gére T =0 igin Fy = U, oldugu ve kezd T > 0 icin de, § >0 oldugundan,
zorunlu olarak F << U olacag: aciktir. U(T) ve F(T) nin 7 - 0 civanndak:
degisimleri niteliksel olarak Sekil: IIL1 de goésterilmistir.

i.F

U

U= F,

N

F(T Sekil : T, 1 — I¢ enerji ile serbest ener-
jinin 7 -» O icin deBisimleri.

<y

Akla gelen ilging bir soru da mutlak sifirin erisilebilir olup olmadigidir, Mut-
lak sifira erigmek icin yegine ¢irenin esisilt bir siire¢ izlemek oldugu asikardir.
Eger izlenecek olan siire¢ esisil: olmazsa, sogutulacak termodinamik sistemden
cekilecek olan 1sinin, sicakligt 0°K den daha diisiik sicakliktaki bir 1s1 deposuna
aktariimasimi zorunlu kilar ki mutlak sicaklik &lgeginde 0°K den daha diisiik bir
sicaklik olmadifindan bu miimkiin degildir.

Esisili bir termodinamik siiregte entropinin degismedigi  bilinmektedir :
dS=90/T = 0; yani, bdyle bir siirecte

ve buradan da
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57,
dT = e et LV (111.3.14)

baginuismin gegerli olacag gérilmektedir. Fakat (111.3.3) den bilindigi tzere

. a5
.’;«m ( gV )T

oldugundan esisili bir hacim degisimi ile 7 = 0°K civarinda herhangi bir sicakhik
degisimi (47 # 0) elde etmenin imkansiz oldugu (111.3.14) den derhél gorilmek-
tedir. Buna gore, mutlak sicaklik civaninda sonlu bir sicaklik azalmasi gergekles-
tirmek icin yapilmas: gerekli isin de sonsuz olmas: gerekirdi. Buna gore, mutlak
stfira kesinlikle erisilemeyecedi anlasiimaktadir.

ALISTIRMALAR VE PROBLEMLER

IL1. ideal bir gaz icin /= F/m Ozgiil serbest enerjisinin

= f ¢, dT — j o L RTIn Y s T 4 u
« . T vo

ile verildigini ve

af\ ary
() (3]

oldugunu gdsteriniz. s, ve u, ile (P, vy, Tp) referans héline tekaabiil eden
entropi ve enerji degerleri gOsterilmektedir.

IFL.2. Tekatomlu bir ideal gazin serbest enerjisinin temel denklemini tesis ediniz.
I11.3. Saf bir cismin sibit hacimdaki C, 1st sigasini, 7 sicakhigmin ve F serbest

enerjisinin T ye gore ikinci mertebeden kismi tiirevinin fonksiyonu olarak ifade
ediniz.

aCy’ 9P 9 oo .. :
1IL.4. = — T {7 | oldugunu gosterip ideal gazlar s6z konusu ol-
av I, 077/,

dugunda Cynin hacimdan bagimsiz oldufunu ispatlaymiz.
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IIL5. Bir termodinamik sistemde mol basina f serbest enerjisinin, v pozitif
bir sibit ve ¢ de herhangi bir fonksiyon olmak {izere,

AT, vy =T.(T. )
ifadesiyle verildigi varsayilmaktadir. Buna gore :
1) Basmcr, entropiyi ve i¢ enerjiyt 7 ve v nin fonksiyonu olarak
hesaplaymniz ;
2) u/v oranmmin valmzca 7 ye bagh oldugu varsayilmaktadir. Bu takdirde

o fonksiyonunu ve u/v nin 7 ye nasil bagl oldugunu belirleyiniz.

1IL.6. Molckiiler yapiy: haiz bir katr cismin f 6zgill serbest enerjist (v ile molekiil
basina atom sayist, R ile gazlar sibiti ve M ile de molekiiler kiitle gosterilmek
stretiyle) 6zgiil v hacom ve 7 sicakligimin

( ' 3v R’
SO, Ty = f(v,0) — Jﬂl o . T)

seklinde bir fonksiyonudur.

1) Disiik sicakbklarda (v, T) fonksiyonu

'TC4

o
o(v, T) = 5z

ve yiiksek sicakliklarda da

g
(v, 7)== In [6—2(—;—)]

asimtotik sekillerine biriinmekte olup bu ifidelerdeki 94(v) ve 8,(v), yalmzca
v ye bagl iki fonksiyonu gdstermektedir.

Kat: cismin diisik ve yitksek sicakliklarda sabit hacimdaki ¢ (v, T) 6z-
giil sistmin asimtotik sekilleri ne olur?

2y 0, ile yukarnidaki fikrada s6z konusu edilmis olan fonksiyvonu gostermek
tizere, @(v, T} fonksiyonunun pekgok eleman ve bazi bilesik cisimler igin her
sicaklik icin gecerli iyi bir yaklasik ifadesi

0:/T

T\ xPdx _ 6
(p(V ) T) == ("61-) j er———.—l— - In (I Fed F)
0

dir.
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oldugunu kaydederek, bu yaklagim siyesinde 1) fikrasindaki sonuglarnt yeniden
¢lde ediniz.

Yiiksek sicakliklar s6z konusu oldugunda T nin fonksiyonu olarak

Ay, Ty == Cfv, T)— C (v, =)

ifidesinin nasil degistifini inceleyiniz.

111.7. Tekatomlu bir molliik bir ideal gaz T, sicakhigun koruyarak egsicaklikls
bir siire¢ izlemekte ve Py==1 atm lik bir basingtan P,== 50 atm bir basinca erigin-
ceve kadar sikistirildiktan sonra esentropili bir sliregte tekrar Py = 1 atm lik ba-
sinca kadar genisletilmektedir. Bu takdirde gazin T sicakligl ne olur? Bu d&ni-
sitm boyunca gazin As, entropi degisimi ne kadardir?

Ayni islem bir dnceki islemin sonunda erisilen sicakliktan baglayarak n kere
tekrarlanmaktadir. # islem sonunda erisilen 7, sicaklift ve As, entropi degisimi
ne olurlar?

Elde edilen sonug¢ termodinamigin {iciinct temel ilkesiyle celisikmis gibi g6-
riinmektedir. Bu takdirde disiik sicakliklarda ideal gaz varsayummin gegerli olup
ofmadiZim {artiisiniz.

§11.8. Bilindigi gibi termodinamigin tG¢linchi temel ilkesi: bir sistemi sonlu sa-
yida islem sonuen §°K ¢ eristivmek imkénsizdw™ diye de ifide edilebilir. Buna es-
deger bir itade de NERNST kaanminu olup buna gore de T — 0°K igin termodi-
namik bir sistemin AS entropi degisimi sifira gider.

Simdi a6 seklinde 77 sicakii§indaki bir sistemi esisth ve tersinir bir bicimde
T* sicakhigindaki bir sisteme doniistiiren bir siire¢ gdz Oniine alabm. Her iki
sisteme tekaabiil eden S(77) ve ST} entropiieri arasinda ne gibi bir baginti
vardir?

T—0°K i¢in 1s1 sigasinin da sifwa gidecegini géz 6nfinde tutarak hangi sart-
lar altinda 77 == 0°K olacaktir? a ve b sistemlerinin 0°K deki Sy, ve Sy, entro-
pileri i¢in, buna dayanarak, ne séylencbilir? Bu takdirde termodinamigin tiglincii
temel ilkesinin zorunlu kildig: esitsizligi tesis ediniz. Ters olay1 diisiinerek aym
muhakemeyi bir kere daha yiiriitiip sonug olarak zorunlu bir sekilde S;, = S,
oldugunu gosteriniz.
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I1L9. ideal bir gaz igin

oF ( 9F oF
aF oF OF
a:r);_,’ aP ). \av),

nin degerlerini belirleyiniz.

1I.10. (P, v, T) hilinde bulunan bir mol'likk bir gaz gbz dniine almyor. file de
bu gazin dzgill serbest enerjisi gdsteriimis olsun.

-~
av |,

1) Gazin basmcinin

oldugunu gosteriniz.

2) Buradan :
- gazin ideal bir gaz olmasi,

— veyd

VAN DER WAALS hal denklemine uyan bir gaz olmast halleri igin f hal fonksi-
yonunun ifadesini tesis ediniz.

3) Gazt v hacmindan v hacmimna indirgeyen essicaklikis bir sikistirma ger-
geklestirilivor.

a) Ideal bir gaz ve bir VAN DER WAALS gaz igin serbest enerjinin degi-
simini ifide ediniz.

b) Bunu, tersinir egsicaklikh bir sikigtirma esndsinda gaz iizerine yapilan is-
le mukayese ediniz.

[I1.11. Boslukta buharlasunlan belirli bir mikdar giimils, p. magnetik momentini
haiz N adet giimiis atomundan olusan bir fiskiye yayinlamaktadir. Bir B magne-
tik indiiksiyonuna tabi tutulan 7T sicakligindaki bu paramagnetik atomlar toplu-
lugunun kesmekesligi, x = pB/AT olmak flizere
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_ B o e 1
S = kN {ln (7 +e)+x e 1 ]

entropisiyle &lgiilmektedir. (k: BOLTZMANN sabiti). Atom fiskiyesinin mut-
lak sicakligt ¢ok diisiik bir sicakliktan sonsuz yiiksek bir sicaklifa gectigi vakit

bir mol’lik bir atom toplulufunun entropisindeki defisimi tdyin ediniz
(R = 8,31 J/°K. mol.).



IV. BOLUM

TERMODINAMIK

2

POTANSIYELLER

(1V.1) SERBEST ENTALPI YA DA GIBBS FONEKSIYONU

Serbest entalpi ya da GIBBS (1839-1903) fenksiyonu

G oo Uk PV e TS o H o TS == F oo PV (IV.1.1}

seklinde tanimlanir.

G fonksiyonunun da tipki A ve F fonksiyonlari gibi enerji boyutunu haiz
oldugu kolaybikia tahkik edilir. (!V.1.1) den tam diferansiyel alimr ve (111.1.3)
gz Onlinde tutulursa

dG = dH — T dS — S dT
v S dT - V dP (1V.1.2}

oldugu bulunur. Buna gore essicaklikli ve esbasingh tersinir bir termodinamik
siiregte

dGpr = O —> Gpr = sébit (IV.1.3)

olacakur, Eger sitblimasyon, ergime ve buharlasmaninm egsicaklikli ve esbasmgli
bir bicimde vukuu bulduklar: diisiiniilecek olursa GIBBS fonksiyonunun bu gibi
faz degisimieri icin ne bilyiik bir dnemi haiz olacagim kestirmek giig degildir. Su
halde bu bi¢im termodinamik hal degisimlerinde sistemin GIBBS fonksiyonu si-
bit kalacaktir.

Hemen hemen biitin kimyasal reaksiyonlar hep sbit sicaklik ve basingta
vukuu bulduklarindan GIBBS fonksiyonu kimyasal reaksiyonlarin termodinamigi
acisindan da olaganistii 6nemi haizdir.

64
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(V.2) HELMHOLTZ VE GiBBS FONKSIYONLARININ FiZIKSEL
ANLAMLARI

Egsicaklikli bir hil degisiminde sistemin belirli bir (1) baslangi¢ héilinden
bir (2) sonug haline doniismils oldugunu tasarlayahm. Termodinamigin birinci
temel ilkesine gore

U—U =0 —W Iv.2.1)

ve ikinci temel ilkesine gére de

2
T80 O
j e = 58 (1V.2.2)
1
va da
Q =TS, T8, (1v.2.3)

olur. (IV.2.1) ve (1V.2.3} den isc
W = — (U, — TS5) — (U, — TS

veya

W< —(F,— F) = —AF (1V.2.4)

bulunur. Bu ifadelerde esitligin ancak tersinir stireglerde gergeklestigini dnceden
gormiistiik. (IV.2.4) sonucu bize: bir sistem eger egsicaklikli bir hél degisimine
tabi tutulursa sistemin yapacagi ¥ isinin sistemin serbest enerjisinin ——AF azal-
masini asamayacagini ve ancak tersinir siiregler igin bu azalmaya esit olabilece-
gini gostermektedir.

Eger gbz Oniine almis oldufumuz sistem tamamen yalitilmig, yani disariyla
alig-verisi olmayan (W = 0) bir sistem ise bu takdirde (IV.2.4) den

F, = F, (1V.2.5)

olacagi, yani boyle bir halde sistemin serbest enerjisinin gitgide azalacag: goriilur.
Toplam i¢ enerjinin korunmasina karsilik serbest enerjinin gitgide azalmasi siste-
min toplam enerjisinin gitgide daha az kullanilabilir oldugunu gosterir. Bu tak-
dirde enerjinin degersiziesmesinden s6z edilir.

Simdi ise egsicaklikli ve esbasingli bir hal degisimi dijsiinelim. Bu takdirde
sistemin yapmis oldugu isi iki kisma ayirabiliriz; bunlardan biri, hacim degisimi
dolayisiyla meydana gelen P(V,— V) isidir; digeri 1se W’ ile gosterecegimiz
ve sistemin yaptifs herhangi baska bir kokenli i olsun. Buna gore ortaya
cikan tim 1§ :
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W= W 4+ P(V,—V)) (IV.2.6)

den ibaret olacaktir. G6z éniine alnmis oldugumuz siirec essicaklikli da oldugun-
dan buna, egsicaklikli bir slire¢ igin gegerliligini ortaya koymus oldugumuz
(1V.2.4) bagintsint uygulayabiliriz. Buna binden

W' PVy— V) = F—F,
veyi

W' = (Fy + PVy) —(F + PV

ve GIBBS fonksiyonunun (1V.1.1) tamm bagintisim da gbz oniinde tutarak

W = Gy— G, = —AG (IV.2.7)

bulunur. Burada da esitlik ancak tersinir siire¢lerde gegerlidir. (IV.2.7) sonucunu
soyle de ifade etmek miimkiindiir: “essicaklikli ve esbasingli bir hal degisiminde
serbest entalpinin azalmasi, bu hil degismesinden elde edilebilecek, hacim degi-
simi kdkenli olmayan isin maksimumunu gosterir’.

(IV.3) TERMODINAMIK POTANSIYEL KAVRAMI VE GENEL DENGE
SARTLARI

Bilindigi gibi mekanikte bir sistemin evrimi ve denge sartlam ¢ok kere bir
potansiyel fonksiyonu araciifiyla tartighir. Termodinamikie de bazi sistemlere,
daima aym yonde degisen bir fonksiyon tekaabiil ettirmek miimkin olur. Sis-
temin evrim yonii bu gibi hallerde bu fonksiyonun degisiminin pozitif ya da ne-
gatif olmastyla karakterize edilir. Meseld bdyle bir X fonksiyonu belirli bir hal
icin bir ekstremum degere erisirse bu hil kararli bir denge hali olur. Mekanikte-
kine benzetimle boyle bir X fonksiyonuna termodinamik potansiyel adi verilir.
Mesela yalitilons bir sistemin entropisi sidece artan bir fonksiyondur: AS > 0.
Entropinin bir maksimumu sistemin termodinamik bir denge durumuna tekaa-
biil eder. Xezi sabit sicakhikli ve sibit basingli bir sistemin tersinmez bir siiregte
HELMHOLTYZ. fonksiyenunun da yalmiz azalabilecegini, yini bdyle bir sistem icin
AF<0 olacagim (1V.2.4) den bilmekteyiz. Sabit sicakltk ve basing sartlar: altinda
sistemin GIBBS fonksiyonunun da sidece azalabilecegini (1V.2.7) den bilmekte-
yiz. Iste bu sebeplerden &tiirit S entropisinin, £ serbest enerjisinin ve G serbest
entalpisinin bu gibi termodinamik sistemlerin termedinamik potansiyel fonksiyon-
larm olusturduklar: soylenir.

Bazi sistemlerin tersinir ve tersinmez termodinamik sireglerdeki denge du-
rumlarim kisaca su sekilde 6zetlemek miimkiindir :
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Tersinir siirec icin Tersinmez siire¢ i¢in
Yalitilmis Sistem AS =0 Ext(S) )
T = sdbit . V = sdbit AF =0 Ext (F) (Iv.3.1)
T = sdbit ; P = sdbit AG = 0 Ext (G)

(IV.4) KARAKTERISTIX FONKSIYON

Simdi gdz Oniinde tutacagimiz termodinamik sistemlerde mekanik isin
yalmizea hacim degisimleri yoluyla gelistidini varsayacagiz.

Bilindigi gibi P basinci, ¥ hacmi, T sicaklifi ve S entropisi bir sistemi belir-
lemek ve evrimini incelemek bakimmdan gok biiyiik énemi haizdirler. Eger bu
dort degiskenden, birbirlerinden bagimsiz olduklari addedilen ikisinin bir fonksi-
yonu aracihfiyla diger iki defiskeni saptamak kaabil ise bu fonksiyona karakte-
ristik fonksiyon adi verilir. Asafida bunlara ait Snemli dort misdli kisaca ele
almak istiyoruz :

1) U= UV, S) karakteristik fonksiyonu hali :

Tam diferansiyel aldigumizda

ol au’
= T dS — | S R v
dU dS — P dV (aS)VdST(aV)Sd
ofdugundan buradan 7 ve P nin
ol U
Toe= | . P = —|— iv4.l
( 8S ),, - ( 3 V)S (Iv4.1)
formiillerivle tanimlanabilecekieri sonucu c¢ikar.
2y H — H(P, S) karakteristik fonksiyonu héli :
dH = TdS + V dp - ( AN sy (2H) up
95 Jp P /g
den
dH aH
'=s{—% V=] —=— iv.4.z2
(&), (o), w4

oldugu bulunur.
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3) F = F(V,T) karakteristik fonksiyonu hali :
F=U~—TS
JF = dU — T dS — SdT — TdS — PdV — TdS — S dT

| oF oF
— — PdV — SdT = ( ~ | dV ) dT
‘ aV)T ‘ ( aT)V

\
oldugundan
aF ( aF .
Pw= [ e , S = — |- V.43
(), o), o
olur.
4) G = G(P, T) karakteristik fonksiyonu héali :
G=H-—-T§8
dG =~ dH — T dS — S dT = TdS -+ VdP—TdS — §dT
. oG oG\
= V' dP -~ SdT = (W)TdP -+ ( mén?f);’ dT
oldugundan
, oG aG
Vo= [0 i = | | iIv.d4
[5), (Gr), v

oldugu saptanmis olur.

Dikkat edilecek olursa bu karakteristik fonksiyvonlardan her biri mekanik
bir degisken ile termik bir degiskenin fonksiyonudur. Bundan bagka (IV.4.1-4)
formiillerinden kolaylikla
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(IV.4.5)

7),

dzdeslikleri bulunur. Bunlara MAXWELL (1831-1879) bagmtilar: ad: verilir.
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Karakteristik fonksiyonlar ve tibi olduklart termodinamik degiskenler ile
bunlara gore kismi tiirevlerin isretlerini kolayca hatirda tutmak icin GUGGEN-
HEIM semasindan vararlanilir.

e T — n
h‘i"(—‘*rj-—)-*q

S G o

seklindeki bu semada miitekaabil termodinamik degiskenler karakteristik fonk-
siyonlarin her iki yaminda bulunmaktadirlar. Karakteristik bir fonksiyonun, de-
giskenlerinden birisine gore tiirevi bu degiskenin ilizerinde bulundugu kdsegenin
diger ucundaki degiskeni vermektedir. Tiirevin isireti de, efer s6z konusu degis-
kenin katedilme yoéni soldan saga ise (), aksi ise (—) olmaktadir.

(IV.5) KALORIMETRIK KATSAYILAR
Durgunumsu bir termodinamik doéniisiim esnisinda basit bir sistemin aldigi

&Q st mikdarmin bagimsiz parametrelerin mimkiin  kombinezonlart cinsinden
ifadelerini yazalim :

P ve T degiskenleri igin: 60 = CpdT - hdP }
V ve T degiskenleri icin: 80 = CpdT + 1 dV (Iv.5.1)
P ve V degiskenleri igin @ 8Q = A dP + pdV S

Buradaki Cp ve Cp katsayilari, sirasiyla, sdbit basingta ve sdbit hacim-
daki 1s1 sigalar: olup /1, I, A ve p ye de kalorimetrik katsayilar adi verilir.

Boylelikle

dU = 8Q — P dV = CydT + (| - P)dV

ve buradan da

1 oU
CZ"—-——-— o = | e—
S G

bulunur. dU nun bir tam diferansiyel oldugu ifade edilirse :
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’U azU',}(ﬁﬁ. S (=D (8l (8P
aT.aVv — av.aT ov /. oT ), \aT), aT |,

N

olur. Ote yandan da entropi icin

vazilacagindan, ¢S nin bir tam diferansivel oldugu sartindan

S @S 8 (Cy\_ 1(acy\ 3 [l
av.aT aT.0v ~ v\ T) T\av ). aT\T

bulunur. Bu iki bagintinin mukaayesesinden

_op(efy _ ef
/- T( aT),,"”“ (IV.5.2)

AT

Ozdesligi bulunur. Benzer sckilde (Bk. Ahs. ve Prob. 1V.5)

h::——T(~—~aV - TV
a' P
aT\
Y=, [DTY _ Cv 5
; (aP),, 5P (1V.5.3)
_ Ty _ Cr

6zdeslikleri de tesis edilebilir.

ALISTIRMALAR VE PROBLEMLER

IV.I. MAXWELL bagintilarinin birinden yararlanarak, ve ¢p sabit hacimdaki
Ozgill 1smin da sicakliga bagh olmadigim varsayarak

(P + %) (V oo b) e RT

VAN DER WAALS denklemine uyan bir mol’lik bir gazin entropisinin
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S=c,in T Rln{v-—b) | sabit

seklinde oldugunu gosterip bu ifadeden VAN DER WAALS gaz igin esisili egri-
nin denklemini ¢ikariniz.

1v.2. ideal bir gaz i¢in

|
(

A

i
-~

@
5!

|

Qs
b-c

ifadelerini hesaplayiniz.

IV.3. Sabit hacimda kalarak T, = 000°K den oda sicaklig: olan T = 300°K e
sogudugu zaman iki atomiu ideal bir gazin (y == 7/5) bir mol’linden ¢ekilebile-
cek W... maksimum isi ne kadardir, hesaplayimz.

V.4, Bir gaz, yavasca, gozenekli bir cidart katetmektedir; basmci da P degerin-
den azalarak P -+ dP degerine diismektedir. Bu tersinmez genigleme {(JOULE-
-THOMPSON genislemesi) esnfisinda gazin entalpisi sdbit kalmaktadir.

1) MAXWELLin (3S/0P)y= —(38V/3aT)p bagintisindan hareketle gazin

Cp 151 sigasiun, 7 sicakhginin ve (8¥/97T)p diferansiyel oranmin fonksiyonu
olarak

ile tammianan JOULE-THOMPSON katsayisimin ifadesini tesis ediniz.

2) Bir mol'lik bir gazin
(P + %) (v —b) = RT

VAN DER WALLS hil denklemine uydugu varsayilmaktadir. Bu gazin
JOULE-THOMPSON katsayisimn degerini algak basinglar igin ifade ediniz.
(Bununla ilgili olarak gazin a/v? ic basmeun gazin P basincina nisbetle ¢ok
kiiciik bir diizeltme terimi oldugu kabul edilecektir).
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3) Bir gaz1 JOULE-THOMPSON geniglemesiyle sogutma igin gazin T S1-
cakh@imin tersinme sicakh@n denilen belirli bir 7', degerinden diisiik olmast gerek-
tigini gdsteriniz. '

4} Baslangic sicaklifn 273°K olan bir gazin basinct bir JOULE-THOMPSON
genislemesinde 2 atmosfer disiirilirse acaba gazin sicakligi ne kadar diiger?

IV.5. A, ) ve u kalorimetrik katsayilarnu termodinamik degiskenlerle termodi-

namik kaisayilar cinsinden ifade ediniz.

vy o

bagintisint tesis ediniz,

| vV ) .
Ve, wg= — 1 (8_ ) olmak iizere xg == x]w-gi ile ifide edilen REECH
s

IV.7. v = 5/3 olmak fizere tekatomlu ideal gazlar i¢in %y, s, o, p, Cp ve
Cy yi hesaplayimz.



V. BOLUM

FAZ
DEGISIMLERI

(v.1) HAL DEGISIMLERI

Bir termodinamik sistemi karakterize eden termodinamik degiskenlerin be-
lirli bir deger takiminin sistemin bir halini simgeledigini biliyoruz. Bu deg§isken-
lerin haiz oldugu belirli bir deger takimindan farkh bir deger takimina gegis,
sistemin belirli bir halden baska bir hale gegisi demek olur.

Hal degisimleri arasinda bazilari, g6z oniinde bulundurulan termodinamik
sistemin goriiniimiinde de agik ve kesin bir farklilagma dogurmalanndan Otiirii
bityitkk bir ¢Onem arzederler. Bunlar: erime, katilagma, buharlasma, sivilagma,
siiblimlesme (ucunum) ve allotrop doniisiimdiir.

Frime kati: halinden sivi hiline geg¢is olup bunun tersi katilagmadir. Buhar-
lasma stvi halinden buhar hiline gegis olup bunun da tersi sivilagmadir. Siibiimles-
me ise katt halinden dogrudan dogruya buhar haline gegistir. Allotrop hal degisimi
ise aynt bir maddeyi olusturan molekillerin farkli sayida atom ihtivAd etmeleri
haline ya da farkli kristal olusturmalar: héline tekaabiil eder. Meseld beyaz fosfor
ile kirmmzi fosfor icin oldugu gibi. Beyaz fosforun mum yumusakliginda, reak-
siyon vetenegi ¢ok fazla ve 50°C da havada kendili§inden ates alan bir cisim ol-
masina karsiik kirmuzi fosfor (isminden de anlasilacagi vechile) farkl: rengi haiz,
buharlasmayan, 50°C nin ¢ok étesinde sicakliklarda ates alan, reaksiyon yetenegi -
az olan bir tozdur. Keza grafit ile elmas da karbonun, farkh kristallesmesi sonucu
ortaya ¢ikan iki allotrop héalidir.

Yukarida s6z konusu edilen ve bir cismin goriniimiinde agik ve kesin bir
farklilastirma olusturmalari bakimindan biiyilk onem arzettiklerini soyledigimiz
bu hallere gecise faz degisimi adi verilir.

S6z konusu hal degisimlerinin faz doéniisiimii merhalesinde, ¢ogu kere, iki
faz arasindaki dengeden s6z etmek miimkiin olur. Meseld normal atmosfer basin-
a1 altinda ve 0°C da buz ile su arasinda bir denge teesslis eder. Gene normal at-
mosfer basincinda fakat 100°C da da buhar ile su arasinda bir denge teessiis eder.

73
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Bir fazdan digerine gegis sabit basmng ve sabit sicakhk altinda vukuu bulan
tamamen tersinir bir siirectir. iki faz arasinda denge teessiis ettigi vakit yA P den-
ge basincim yva da T denge sicaklifim keyfi olarak se¢mek olanagr vardir. Yéni
durum yalnizca bir tek bagimsiz degiskenle tasvir olunabilir ve

P=fITYy yada T = k(P) (V.1.1)

seklinde bir baginti gecerli olur. Bu bagmtiy: temsil eden egri de duruma gore:
erime egrisi, buharlasma egrisi, siiblimlesme egrisi: ilh... diye isimlendirilir. Su
halde bu egriler iki faz arasindaki denge egrileridirler.

T4

Kargim

Saf Cisim

" Gamam)  Sekil : V. 1 - Saf ve kangik cisimle-
- rin faz degisim egrilerine misal

Saf bir cisim, yini yalnizca ayni bir cinsten molekiillerin olusturmus oldugu
bir cisim, géz énine alinirsa faz degisimi tyice belirli bir sicakhkta vukuu bulur,
Cismin sicakligi her iki faz da mevcd olduklar siirece sdbit kalir. Fakat bir¢cok

P
i
218 atm . N Kritik Nokta
|
I
1
!
SiVE E BUHAR
i
- |
Ertme
1 atm - _"! Huharlasma i
. | E
! |
Uk Nokia | [ . '
/ : 1 Sekil : V 2 — Suyun faz
i we v w .
o ! | ] ». degisimi diyagram:,
3 ¥

FAKY S 31y

- saf cisimden olusan bir kansim i¢in durum farkl: olur. Faz degisimi, belirli bir
sicakbikta fazlardan biri yerini digerine biraktigi stirece degisir.



Gizii FAZ DEGisim 1s1sT % 75

Kati fazindan gaz fazina gegiste ise hem kati fazinin, hem sivi fazimin ve
hem de gaz fazimin denge hélinde bir arada bulunduklars bir tek nokta vardir.
Eger bir cisim igin erime, buharlagsma (gazlasma) ve siiblimlesme egrilerini P=f(T")
bagintist uyarca cizersek bu ii¢ efrinin tek bir ortak noktalart oldugu goriliir:
buna cismin faz degisimi diyagraminin tigli noktas: adi verilir. Su s6z konusu
oldugunda iiglit noktayr belirliyen sicaklik 273,16°K == 0°C dur. Uclii nokiadaki
su buharimin basinci ise 6 milibar # 4,6 mm Hg (tor) civarinda olup, gdruldigi
gibi, hayli diisiik bir basingtir.

(V.2) GIZLi1 FAZ DEGISIM ISISI

Her faz degisimi cismi olusturan atom ya da molekiilierin uzaysal konumla-
rinin yeniden bir diizenlenmesine tekaabiil etmekie olup ayrica cismin i¢ enerji-
sinde onemli bir degisimi de zorunlu kiar. Bu i¢ enerji degisimi, cismin maruz
kaldig1 faz degisiminin karakteristik bir biytiklugi olan ve bu secbeple de faz de-
gisiminin gizli 1151 diye isimlendirilen 1sinin ortaya cikmasi ya da sogutulmasiyla
vukuu bulur. Meseld su icin gizli erime 111 L, == 80 cal/g ve gizli buharlagma
wsist da L, == 600 cal/g dir.

Faz degisimleri hep sabit basingta vukuu bulan termodinamik doniigiimler
olduklarindan boyle bir déniisiimde sistemin §Op 151 degisimi i¢in, ve 1 ve 2 in-
disleri ile farkl iki hale isarct ederek,

Ly = §0p = AU+ AW = (U, ~ U)) + P(V,— V) = (Uy + PVy) — (U, + PV

yazilabilir. Ote yandan entalpinin (LI 1.3) tanimimt da goz oniinde tutarak bu son
bagint

Ly, = 8Qp = H,— H, = &H (V.2.1)

olur. Su halde gizli faz degisim 1181 sistemdeki entalpi degigim mikdarindan iba-
ret olmaktadir.

Faz degisimleri tersinir doéniglimler olduklarindan ve bu esniada sistemin T
sicaklig da sabit kaldigindan sistemin entropi degisimi de, (V.2.1) 1 de gbz dniin-
de bulundurarak,

2 2
. 1 7 L
AS =S, — S, = / “STQ””_“T l dQ — 7‘?
IV lv |
veya
| Ly, = T(S,—S)) l (V.2.2)

olur.
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(V.3) CLAPEYRON BAGINTISI

Termodinamigin genel temel ilkelerinden hareketle (1) ve (2) fazlarimin den-
ge efrisinin egimi ile L,, gizli faz degisim 1s1s1 arasinda genel bir baginti oldu-
gunu gostermek miimkiindiir.

Simdi s, , #, ve v, ile (1) fazindaki bir cismin bir molekiil-graminin sirasiyla
entropisini, i¢ enerjisini ve hacmini goésterelim. s, , ¥, ve v, de (2) fazina tekaabiil
eden aym cins bityiikiiikleri g6stersin. Her 1ki fazin P basinct ve 7 sicakliinda
dengede olduklarim varsaymaktayiz. w, ile (1) fazindaki ve p, ile de (2) fazin-
daki mol sayisim gdsterelim. Bu takdirde, sistemde (1) fazina ait GIBBS
fonksiyonunu

Gy =t & = Wy (1 + Py —Ts,), (V.3.1)

(2) fazina ait olanmni da

ile gosterirsek Asikar olarak sistemin toplam termodinamik potansiyeli
G =G, -+ G,

olacaktir. Buradaki g, ve g, kolayca anlagilacagr vechile (1} ve (2) fazlarindaki
mol bagina termodinamik potansiyellere isiret etmektedirler. Gerek g, gerekse
g, verilmis olan P ve T degerleriyle belirlenmis olurlar. Su halde sistemdeki
yegdne degisken @,/p, oranidir. Ancak : g, + @, == sdbit oldugunu, yini biitiin
faz degisimi esnasinda sistemdeki toplam maddenin degismedigini de kabul
ediyoruz.

Denge halinde, 6nceden de gérmiis oldugumuz gibi, termodinamik potansi-
yelin degeri p, ve p, nin degisimleri ne olursa olsun minimumdur. Su halde
(IV.3.1) de g6z Oniinde tutarak

dyp, + dy, = 0 )
dG = gl dpal _é‘ gzdp-z p 0

olmalidir. Bu iki sarttan ise

£1 = & (¥.3.3)

olmast gerektigi ortaya cikmaktadir. (V.3.3) sartimn p,/pu, oranindan bagimsiz
olduguna dikkat edilmelidir. (V.3.3) bagintisi ayni zaman da (1-~2) faz degisimi-
nin denge egrisini de karakterize etmektedir. Gergekten de bu denge egrisi, (V.3.3)
sartinin gerceklendigi noktalardan gecen egri olarak da tanimlanabilir.
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Simdi, dengenin bu egri boyunca bir ”d7T ve dP bilesenlt vektdr™ uyarinca
Otelendigini farzedelim (Bk. Sekil : V.3). Buna goére P ve T nin belli bir
deger takimiyla deferlenmis olan g, ve g, termodinamik potansiyelleri de

"

Sekil : V. 3 — Faz degisiminin denge efrisine
misil.

oldugundan dg, ve dg,. en sonunda,

dgl ey Vl CJP . Sl dT (V3.4)
dgz =2 Py dP — 5 dT

sekline girerler. Dengenin korunmasi igin ise

g +dgy = g+ dgz
yani
dg, = dg, (V.3.5)
olmasi zorunludur. (V.3.5) sart: altinda (V.3.4) bagmmtidarindan derhal

dP 5

(V.3.6)

yazihr. Halbuki (s, —s;) farks (V.2.2) bagintiss dolayisiyla, ve /, ile de bundan

boyle mol basina faz gizli déniistim 1sisina isdret ederek, kolayca hesaplanir ve
neticede

AT T(,—v)

(V.3.7)

bagintist elde edilmis olur, Buna CLAPEYRON (1799-1864) bagntist ad: verilir.
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Sivi-buhar dengesine uygulama : Buharlasmada sivi fazin molekiiler hacmi bu-
harinkinin 6ntinde 1hmil edilecek kadar kiictuktiir. Buhar fazi, ayrica, ideal bir gaz
olarak da teldkki edilebilir. Buna gire

¥y — ¥ 3k v, = RT

. . )= 5
yazmak miimkiindiir. Ayrica / gizli buharlasma isist da sicaklikla pek degiymedi-
ginden bunu ilk yaklagiklikta sabit kabul etmek de biiyiik bir hatiya yol agmaz.
Bu sartlar altinda CLAPEYRON bagintisi

sekline girmis olur. Buradan, degiskenleri

dP I dT

P R 77

scklinde ayrrarak denklemi hemen integre etmek miimkiindiir. Sonug olarak

{
P o oo e e ghibit
In T sibi
yani
\ P = P, e~ URT ‘ (V.3.8)
bulunur.

ALISTIRMALAR VE PROBLEMLER

Vv.1. Buharlasma esnisinda mol basina i¢ enerji artistnin

_ ‘md(]n T)
Au wll:l d(lnP)}

oldugunu godsteriniz.

V.2. a ve b iki sabit ve T de °K cinsinden ifide edilen sicakhik olmak lizere mo-
lekiil agirh@ M olan saf bir cismin buharlasma gizli 1sist L = @ — bT geklinde
verilmekte olsun. Buna gore

1) buharlasma egrisinin o = dP/dT egimini a,b, M, T ve R gazla‘r sabiti
cinsinden hesaplayimz ;
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2} buharlasma egrisinin belirli bir 4 noktasindan hareket ederek hafif bir
esisilt genlesme aracthfiyla egrinin bir B noktasina gelindiginde acaba sivilasma
olur mu? Bu imkani, goéz éniine alinan akigkamin A noktasindaki 7y baslangig
sicakhginin fonksiyonu olarak belirtiiz.

V.3. Siv1 suyun “C daki entropisi entropi lgeginin orijini olarak ahnmakta ve
buna 0 degeri tekaabiil ettirilmektedir.

1) P, = 2300 N/m? lik basin¢ altinda 50°C daki | kg su buharinm haiz
olacagt entropiyi hesaplayiniz.

2) Bu su buharnin 50°C den 150°C ye tasindiginda, ve 150°C daki doymus
su buharimin basincinm da P, = 4,78.10° N/m? oldugunu bilerek, entropisini
hesaplayiniz.

Sibit basingta su buharimin 6zgiil 1s1s1 ¢ = 1,97 kl/kg “C olup suyun 50°C
daki buharlasma gizli sist [ = 2395 kJ/kg olarak verilmektedir.

v.4. Cidarlan 1s1 gecirmeyen, bir muslukla miicehhez 10 cm? likk bir kap
P, = 80 atm lik bir basing altinda (ideal bir gaz olarak disiiniilen) helyum gazi
ihtiva etmektedir. Musluk vavasca agilarak kabin iginde P =1 atm lik bir basing,
ve helyumun bu basingtaki sivi-buhar dengesine tekaabiil eden 7, = 4,22°K s1-
cakligt hitkiim siiriinceye kadar helyumun agir kabi terketmesi saglanmaktadir.

1) Deneyin sonunda kabin i¢inde yalnizca sivi helyum kalabilmesi igin aca-
ba helyumun 7, baslangi¢ sicakhigi ne olmalidir?

2) Buradan kabin igindeki, baslangigtaki helyumun kiitlesini ¢ikarinz.

Helyumun atom agirlift 4 olup gaz halindeki helyumun 6zgil isilarinin
sibit oldugu varsayilan oram da y = 5/3 diir ; aynica 4,22°K deki helyumun

V.5. Suyun 0°C daki erime ve buharlasma gizli 1silart strasyla: L, = 335 kl/kg,
L, = 2375 kl kg dir. Uclii noktadaki sicaklik ve basing da: 0 =0,01°C # 0°C
ve P,— 4,6 mm Hg dir. Suyun 6zgill kiitlesi : py == 1 kg/l ; buzun yogunlugu :
d — 0,915: su buharmin yogunlugu: 4" = 0,625; havanin 6zgiil kutlesi de:
ay = 1,3 g/l olarak verilmektedir.

1) Suyun erime, buharlagma ve siiblimlesme egrilerinin iiclii noktadaki egim-
lerini atm/°K cinsinden hesaplayiniz.

2) Bir dogru olan erime efrisi ile P == a.exp(—b/T) seklindeki buharlagma
egrisinin agik ifadelerini yaziniz. 100°C da suyun doyma buharmin basincinin
1 aim oldugu hatirlatiimaktadir. Suyun haiz oldugu denge durumlanm (P,7)
diyagrammnda gosteriniz.
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3) 100 mm Hg basingta —0,5°C daki buza esisih bir sikigtirma uygulan-
maktadir. Buzun erimeye baslayacag: basincin degerini hesaplayiniz. '

4) 100 Hg basingta ve —0,5°C sicakliktaki buz egbasinghi bir bigimde 1sitil-
diginda erime ve buharlasmanin hangi sicaklikiarda vukuu bulacaklarmi tesbit
ediniz. Eger s6z konusu esbasingh 1sitma P, dan daha disiik bir basingta vukuu
bulsa ne olurdu? '

V.6. Atmosferde bulunan su buharinm 0°C ild 130°C arasindaki maksimal basinci
T mutlak sicakliginin fonksiyonu olarak %1 lik bir duyarlikia empirik bir formiil
olan

5120

RANKINE (1820-1872) formiilii araciligiyla ifide edilir. Burada A4 ile bir sibit
gosteriimektedir.

Suyun buharlasma gizli 1sist da, kJ/kg cinsinden olmak lizere

REGNAULT formiilityle verilir.

1) Atmosfer basincinda 100°C daki doymus buharin 6zgiil hacommy hesapla-
yimz. Sonucu, su buharini ideal bir gaz varsayarak elde edilenfe karsilastinmiz.

2) Baslangicta bos olan 1 litrelik bir kap igine I gram su ithal edilmektedir.
Acaba 50°C da sivi ile buharin oranlari ne olur?

V.7. Cidarlari 1s1 gegirmeyen bir kap baslangigta 6zgul isist C = 4185 J/kg."K
olan T, == 345°K swcaklifinda mg == 20 gram sivi su ihtivd etmektedir. Buhar-
lasma esnisinda olusan buhar bir pompa aracitligiyla yavagsga emilerek clen-
mektedir. Go6z 6niine alinan stcakhk araliginda buharlasma gizii 1s1s1 sicak-
higm fonksiyonu olarak L == A4 — BT seklinde degismekte olup “K basina
2,9.10° J kg kadar azalmaktadir.

dm kadar bir su kiitlesinin buharlasmas1 kabin i¢inde 47 kadar bir sicaklik
degisimi hasd etmektedir.

1) dm vi dT ye baglayan diferansivel denklemi tesis ediniz.

2) Bubarlagmiy suyun orami /10 oldugunda kap igindeki sicaklik
T = 284°K olmaktadir. Bu takdirde L = L{T) bagintisindaki A ve B sabitlerini
belirleyiniz.
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3) Kap icinde 0°C da yalmzca sivi fazi kaldiginda buharlagnmus suyun orani
ne olur? Biitin sivi kayboldugu zaman buzun m’ kiitlesi ne olur? Buzun erime
gizli isist L, = 335 kJ/kg olup buzun siiblimlesmesinin ihmal edilebilir oldugu
varsayt/maktadir.

4) Baska bir deneyde T, = 345°K sicakhktaki m, == 20 gram kiitleli su, su
cinsinden degeri p = 1 kg olan bir kaloriinetreye bir ampul iginde yerlestirilmis
bulunmaktadir. Ampul bos bir kapla da irtibat halindedir. Suyun buharlasmasi
bir soguma hésil etmektedir. Kalorimetre igindeki nihai 7 sicaklifin tayin edi-
niz. Bunun icin L = 4 — BT bagmmtisindan yararlaniniz.

V.8. Buhar oranim x ile gdsterecegimiz 7" sicakh@inda bir sivi-buhar karigimt
g6z Oniine ahniyor. Doymus sivinin Ozgiil 1s1s1 m, ve T sicakliginda buharlasma
gizli 1sist da L ile gosterilmektedir. Bu kangimm doyma sivisindan hareketle ve
x in fonksiyonu olarak ifide edilecek olan bir 1s1 mikdarinin ve bir isin sogurul-
mastyla elde edilmis oldugu varsayilmaktadir ; buradan, sivi-buhar karigiminin
esis1 egrilerinin denkleminin

Lx
min T + — = sabit
T
seklinde oldugunu gosteriniz ve karisimin ig enerjisinin ifadesini tesis ediniz.
V.9, Saf bir cismin 7T sicakhiginda dengedeki sivi-buhar karisimi gdz Oniine ali-
myor. Kangimdaki buharin orant x ile gosterilecektir. m, ve m, ile doymus sivi-

mn ve doymus buharin 6zgiil 1silari v, ve v, ile de 6zgiil hacimlarina isaret edil-
mektedir. 7 sicakhgindaki buharlagma gizli isis1 da L dir.

Termodinamigin ikinci temel ilkesini kullanarak
My — M = —7— —

oldugunu gdsteriniz; ve buradan da stvi-buhar karigiminin egisiit egrilerinin denk-
lemini ¢tkariniz.



V1. BOLUM

OZEL
TERMODINAMIK
SISTEMLER

Buraya kadar gbz Sniine aldigimiz termodinamik sistemler, genellikle, hep
| dW | = P dV scklinde bir isin ortaya ¢ikmasina sahne olan hidrostatik tipli
sistemlerdi. Bu bolumde ise mekanik enerjinin degisik bicimlerde ifade edildigi
bazi dzel sistemlerin termodinamigini kisaca incelemek istiyoruz.

(YLD ISINIMIN TERMODINAMIGINE GIRIS

¢ cidariar tzerine diisen elektromagnetik 1smimi miilkemmel bir bigimde
yansitan ve bir pistonla miicehhez bulunan bir silindirin iginde bir mikdar 1m-
min hapsedilmis oldugunu varsayalim. Bu ismmim silindirin i¢inde dengede olsun
ve denge sicakligint da T ile gosterelim. Isitntmin gerek klasik teorisi gerekse ku-
vantum teorisi bu takdirde silindirin cidarlar: Uizerindeki isinim basincinin elek-
tromagnetik enerji yogunlugunun 1/3 iine esit oldugunu ifide etmektedirler. Su
halde silindirdeki 1stnimin # 1¢ enerji yogunlugu, V ile silindir hacmini gostererek,
u = U/V ve ismimin basinct da

P=-

olacaktir [Bk. (VIL.5.1})]. Silindirin pistonunun sonsuz kiiciik bir stkistirma hare-
ketiyle 1gtmum tizerinde gelistirilen 13 mikdary

SW == PdV = -%‘— dv (VLL.1)

ve elemanter bir doniisium sirasinda 1sinimin i¢ enerjisindeki degisim de
dU = duV) = udV -+ Vdu (VI.1.2)

olacagindan sistemin 1sisindaki degigim de (VI.1.1) ve (VL.1.2) yi goz Oniinde tu-
tarak, termodinamigin birinci temel ilkesine gore,

82
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4u 4 . du

yazilabilir. Termodinamigin ikinci temel ilkesine gore dS = 6Q/T bir tam dife-
ransiyel oldugundan

_ 60 [4w (¥ au
ds =~ _(3 T)dm (? df) dT (VL.1.3)

de bir tam diferansiyel olmali, yant

4 u V du
a("s“:?) 3(?“&%‘)

aT v

bagintilart gecerli olmalidir ; bu son ifade ise

T dr ~ T3 T dT
ya da
ff_ 4 %Z (VLL4)

demektir. ¢ ile bir integrasyon sibitini gostermek stiretiyle (VI.1.4) iin integras-
yonunum sonucu

w(T) =0 T* (VI.1.5)

diir. Buna gdére: summ enerjisi yoSuniugu 1smummn mutlak sicakligmm dordiincii
kuvvetiyle orantihdir. Buna STEFAN (1835-1893) kaanfinu ad: verilir.

Silindirin cidarlart ve piston miitkemmel yansitict olduklanndan igimmi hic
sogurmuyorlar demektir. $u halde sikistirma islemi esndsinda 15inim ile disarist
arasindaki yegine enerji alis verisi 1stmmun basincina karst pistonun yapmis ol-
dugu isten ibarettir. Bu ise hi¢ bir 1sinin degis tokus edilmemis olmasi, yani 1s1-
nimin esisih ve de tersinir bir sikistirmaya tabi tutulmus olmast demektir. Su
halde déniisiim aym zamanda esentropilidir de.
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Ote yandan (VI.1.4) bagintis:

du u
ar ~ T

yazilabildiginden (VI.1.3) {i yeniden

4y dy V 4y [ dV " VdrT
3T T4 T

dS = — dV + = dT = L

a indirgenmis olur. C bir integrasyon sibiti olmak iizere esentropi egrilerinin

TViR = C (VI.1.6)

seklinde oldugu anlasilir.

(V1.2) GERILIM ALTINDAKI BiR CUBUGUN TERMODINAMIGI

Uzunlugu ! ve dik kesitinin alant @ olan madeni bir ¢ubugun uzunlugu bo-
yunca bir K kuvvetiyle gerilim altinda tutuldugunu distinelim. Cubugun hilinin,
bu takdirde yainizca T sicaklhigr ile K kuvvetinin siddeti araciligiyla meseld
I =T, K) seklinde bir fonksiyonla belirlenecegini diigtinmek mak{ldiir.

T ve Knin 67 ve 8K degisimleri dolayisiyla gubugun uzunlugunda vukuu
bulacak olan uzamayi &/ ile gosterelim. Bu takdirde K kuvvetinin gubuk {izerinde
yapmis oldugu is igin

_ s i
SW — K& = K“aT)K 5T - (aK)T sx}

yazilabilir. Cubugun sisindaki §Q degisimi igin de
80 = A(T',K) 6T -+ B(T, K) 6K
yazilabilir. 4 ve B ile T ve K ya bagh uygun iki fonksiyon gosterilmektedir.

Termodinamigin birinci temel ilkesi uyarinca ¢ubugun i¢ enerjisindeki degigimi

ol 3l
dU = 80 — 8W = [A_-—K(?ﬁ—,)x] 5T + [Bm]((—éf)T] 5K

ve entropi degisimi de
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a ::VS—Q—:W—AET“‘}“‘%SK

seklindedir. dU ic¢ enerji degisiminin bir tam diferansiyel oldugunu ifide edersek

fr(2) ) s3]

0K T aT K

veya

Ay L @ faly _(9BY . 9
0k |, " 8KaT \aT), \ T/, aT 0K

yani

oB aA al
-G, | o

olur. Ote yandan dS nin de bir tam diferansiyel oldugunu yazarsak

A7)

T ko 3K |r

veya

yani

( ﬁﬁ) _ (_f’_‘i‘n) 2 (V1.2.2)
K T T

bulunur. (VI.2.1) ve (VL2.2) yi kargilagtirmak ve gubugun A lineer genlesme

al
katsayisim da A = 1 L) ile gbstererek
I yaT )y
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mef( mmmmm )mmmm (V1.2.3)
K

oldugu tesbit edilmis olur. Bu son bagint1 gbz dniinde tutulmak siretiyle (VI.2.1)

bagintisi
(80 T( °Ly o4y (oL
aT |, CIEP ""'“'(aK r VT,

yani

04" 3%
('3_15) T (a_'z ) (VI.2.4)
I

sekline girmis olur.
Simdi ¢ubugun 1sitiimast halinde uzunlugunun degismemesi igin uygulanan

kuvvetin ne olmasi gerektigini arastiralim. Bir 67 sicaklik artisinda df = 0
olmasim saglayan kuvvet artisizi 8K ile gosterirsek

S (BLY s (8L sk -
o (B (L) s

dan

5T (VL2.5)

olur. Ote yandan esnek bir cismin sabit sicaklikta haiz oldugu esneklik modiili,
tanimut gerei

Epee — (V1.2.6)

dir. A lincer genlesme katsayisinin tanimunt da goéz Oniinde tutarak (VE2.5)
bagintisi
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oK .
LI Y (V12.7)

seklini alir.

(VI.3) PARAMAGNETIK BIR CisMiN TERMODINAMIK OZELLIKLERI

Bir cisme disaridan uygulanan bir H magnetik alanindan &tiirii cismin i¢in-
de olusan magnetik alan (ve dolayisiyla da cismin sihip olacag M magnetik mo-
menti) eger M ya paralel olursa boyle bir cisme paramagnetik bir cisim denir.
icine yerlestirilmis oldugu magnetik alandaki dH lik bir deisim dolayisiyla ci-
sim tarafindan yapilan makroskopik magnetik isin

O Wnag == M . dH = M dH
seklinde olacag gosterilir. Buna gore termodinamigin birinci temel ikesi

dU = 5Q — 8W = 8Q ~ (EWrek + &Winag) (VI3.1)
e TdS - PdV — M dH

seklinde yazlacaktir.

Eger tabi oldugu termodinamik siire¢ paramagnetik cismin hacmma etki
yapmiyorsa yalnizca magnetik kokenli isin ortaya ¢ikacag ve cismin makrosko-
pik halini belirlemek i¢in de T ve H bagimsiz degiskenlerinin yeterli olacag: asi-
kardir. Su hélde cismin entropisi S = S(T', H) ve entropi degisimi de

3s s
L% s (2 a4+ (2] dH 3.
S (a.T)Hd +(a )Td (V1.3.2)

seklinde olacaktir. Bu bagmtiyt gbz Oniinde bulundurarak sabit magnetik alan
hili igin

60y _ (3%
= dSp = ( aT)H dTy

S

veyd Cy(T, H) ile sabit magnetik alanda paramagnetik cismin 1st sigasini
gostererek,

(42 _ (88 |
Cu(T, H) = (dT )H__ T( aT)H (VL.3.3)

olur. Simdi eger paramagnetik cismi bir esistlh miknanissizlastirmaya tabi tutar-
sak ne olacagini arastiralim. Bu takdirde dS = 0 olacagindan (VI.3.2) den
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(V1.3.4)

a8

dT [ aT\ _ (BH)T
(o).~ oy
o),

dH
bulunur. Ote yandan cismin serbest enerjisi (111.1.6) tanimina gore F == U — TS
oldugundan bunun tam diferansiyeli esisih bir doniisiimde

dF = dU —TdS — SdT = dU — S dT
seklini alacaktir. Oysa ki, dV = 0 varsayildigi i¢in, (VI.3.1) den de
dU = TdS — M dH
| olacagindan bu son iki bagintidan
dF = — SdT'— M dH (V1.3.5)

oldugu, yani serbest enerjinin yaimzea T ve H min fonksiyonu olarak F = F(T,H)
seklinde belirlendig: anlagiimaktadir. Bu ise

oF [ oF
dF = | —— | dT 4 | = | dH V1.3.6
(ar), o7+ (3), 139
olmasi demektir. JF nin bir tam diferansiyel olmasi (VL3.6) min katsayilan
arasinda
a [ oF 2 9 [ OF 2 ,
A i =) — [ = VI.3.7
% aH(aT)HT % aT(aH)T\H ( :
seklinde temel bir bagintinin varhigini gerektirir. Buna gore, (VL1.3.5) ile (V1.3.6)
dan elde edilen
aF oF
-—] =—5, — | = —M V1.3.8
( aT)H (BH ) 7 ( )
Ozdesliklerine (VI1.3.7) sarti uygulanirsa
8s oM |
i R VE3.9
( oH )T ( oT ) a ( )

seklinde bir baginti elde edilmis olur.

Goz Oniine alinan paramagnetik cismin magnetik doyarbhg y =3 (T, H)
coldugunda, cismin M toplam magnetik momenti

M=VyH (V1.3.10)
den ibdret olacagindan (VI.3.3), (V1.3.9) ve bir de bu son bagintidan
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9T\ VTH { 3y |
i R Bouli vi3.11
(8171,)3 Cu (BT)H ( )

bulunur. Su hilde y = y{T, H) ifadesi (yini sistemin magnetik hal denklemi)
ille Cy = Cyx(T, H) 151 sigasimin ifidesi bilinirse (37/9H)s vi hesaplamak miim-
kiin olmaktadir. Aslina bakilirsa Cymn H ya olan baghtigint ¢(7, H) cin-
sinden ifide etmek miimkiindiir. Nitekim (VL3.3), sdbit T icin H ya goire
tiiretilirse

aCH\ 92s 938
( aH) } [ ( ) ] =T gram = T OH 3T —
as
9H |. s
olur ve bu bagmnti, (V1.3.9) da gbz O6ntinde tutularak
aCu\ a*M a2y
(i), = rl57), = v (57,

sekline girer. Bu son ifide sibit bir T degeri icin H iizerinden integre edilirse

aH
e

o*x(T, H')
YE

H
Cu(T, H) = Cy(T, 0) + f ( ) H dH’  (V1.3.12)
H’
o

bulunmus olur ki bu da sifir magnetik alamndaki Cy(7, 0) 151 sifasinin sicakhifa
olan baghhig ile (7, A) nin bilinmesinin biitlin A alanian i¢in Cyx(7, H) nmn
hesaplanmasim ve lstelik de (VI.3.12) aracilifiyla (07/9H)s nin hesaplanmasim
miimkiin kildigini géstermektedir.

Belli bir sicaklik ve magnetik alan aralify icin paramagnetik cisimlerin y mag-
netik duyarhg yaklasik olarak, ve ¢ bir sdbiti géstermek iizere,

seklindeki P. CURIE (1859-1906) empirik kaaniinuna uyar. Deney de, magnetik
alan uygulanmadigt zaman ve [ ile de bir baska sibiti gOstererek, cismin is
s1gasinin

i1

Ce(T,0) = 77

seklinde oldugunu telkin etmektedir. Bu ifadeler (VI.3.12) de yerlerine yerles-
tirildiklerinde
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H
BV 2

. V .

0

bulunur. Ote yandan (VI.3.9) ve (VI.3.10) dolayisiyla

S\ [, 0%\  oVH
(5, (0 38), -~ %

oldugundan esisth (dolayisiyla esentropili) bir déniisimde (VI1.3.2} den

aVH

7 dH

V |

ve buradan da

daT  aH
T B+ oH?

dH — % d[in (B 4 aH?)]

sonucu ¢ikar. Bu diferansiyel denklemi bir (b) baslangi¢ hali ile bir (s) sonug hali
arasinda integre edersek baslangi¢ hiline tckaabiil eden termodinamik biiyitk-
likleri 7%, ve H, . ve sonu¢ hiline tekaabiil edenleri de 7, ve H, ile gdstermek
iizere neticede

B+oaH?

L="To V gian,?

(VI.3.13)

bulunur.

Eger H, < H, ise (V1.3.13) den T,<T, olmasi gerektigi goriildiigiinden, pa-
ramagnetik bir cismin, esisili déniisiimlerle miknatish§imin azaltibmas: yoluyla
sicakhginin da azalacag: ortaya konmus olur.

(VL4) USTUNILETKEN BiR METALIN HAL DEGISIMI

Bir metalin sicakligt belirli bir 7, sicakliginin altina duserse direnci de bir-
denbire sifira diiser; bu héle Ustiinliletkenlik hali denir. Normal hélden (T>T,)
iistiiniletkenlik haline (T<<T,) gecist karakterize eden T, sicakhigma kritik sicak-
hk adi verilir.

Metale T< T, sicakliginda, belli bir H, degerinden biiyiik bir A magnetik
uyartilmasi uygulanirsa metalin iistiiniletkenlik vasfi yok olup metal civanyla
belirli bir L 1s1 mikdar1 ahs-verisinde bulunarak tekrar mormal hiline déner.
Metalin hacum birimi bagina magnetik momentini M ile gostererek, I magnetik
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uyartilmast ile B indiiksiyonu arasinda B = u, (H + M) bagintist vardir. Normal
magnetik momentin hemen hemen sifir olmasina karsilik istiiniletkenlik ha-
linde ise B indiiksiyonu sifir olur. H, ile sabit bir degere isaret ederek metalin
normal fazi ile iistiiniletkenlik fazi arasindaki ayrigumi gdsteren egri

' T\ _
H, = H, ll —-(m) ] (VI.4.1)
Ty
seklindedir.
H.
H, e
] Normal Hél
E
|
;
Ustiiniletkentik Hal
s
Sekil : VI. t — Ustiiiletken bir metalin hl 1
degisimi } T
0 >

EYE

Normal hilden wistiiniletkenlik héiline gegiste metalin hacminda bir degigme
olmadifi varsayilirsa metalin G serbest entalpisindeki degisim

dG = — S dT — M dH (V1.4.2)

dan ibaret olacaktir. Normal halden iistiiniletkenlik héline gegisi simgeleyen ve
bir denge haline tekaabiil eden (V1.4.1) egrisi iizerinde serbest entalpinin her iki
yondeki yAni normal héle dogru ve iistiiniletkenlik héaline dogru degisimleri bir-
birlerine esit olacaktir; n indisi ile normal hal ve i indisi ile de ustintletkenlik
haline isiret edilirse:

4G, = dG,

veyd (V1.4.2) ye binden
— S8, dT — M, dH, = — S,dT— M, dH,
ve buradan da entropi degisimi

dH,

S, — 8, = — (M, — M)

(V1.4.3)

olacaktir.
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Ustiiniletkenlik héalinden normal hale gecise tekaabiil eden L gizli 1sist
= T(S, — §,) ile tanimlandigindan, bu tanim bagmtisi ile (VI1.4.3) den

dH,

L= mT(anA Mu) dT

(VL4.4)

seklinde CLAPEYRON denklemini amimsatan bir baginti elde edilir.

Normal hilde M, # O ve iistiiniletkenlik hélinde de B = py(H, -+ M) =0
oldugundan M, == — H, oldugu ve hacim birimi bagina magnetik moment
sigramasinin da

2
M,— M, = K, = H, [1 — (g) ] (VI.4.5)
k

oldugu anlasiimaktadir. Diger vandan (VI.4.1) den

dH& I ZH{)T

oldugundan bu ifade ile (VI.4.5) ifadesi (V1.4.4) deki gizli 11 ifadesine vaz edilirse
sonug olarak

[ T\ T \? |
L=2H (T;‘) {Vlm(f;)] (V1.4.6)

elde edilir.

Sabit basinctaki elemanter entropi degisimi, 6zgil 11yt C ile gdstererek,

dT
asS = C 5
oldugundan
ds
C=Tyr

yazilabilir. Su hélde metalin g6z Oniine alinan faz degisiminde, 6zgiil 1sisinda
hasil olacak olan sicrama icin de
ds, d(s, — S,

ds, ” i
C,—C,= T-—gf: e T T r a7

yazabiliriz. Halbuki L = T(S,— S,) oldugundan
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L 2H?2T T\?
Snwsﬂm‘f"““"iw'““""’n_—‘ }.'—(—"):I
T . Tkz [ \ Tk

ve dolayisiyla da

d(S,—S) _2H?[ (T 2
dT | T.)

olur. Buna gore séz konusu faz degisimindeki 6zgiil 151 sigramasi da

e 0 o mj 1 — ___2
c,— C, " [ —3 ( k) } (VL4.7)

olacaktir. Buradan kolaylkia goriilecegi iizere ancak

olmasini saglayan tek bir

T\ 3

=3

< Ty (V14.8)
sicakbiginda vukuu bulacak bir faz déniisiimiinde Ozgiil 1st stirekli olarak degi-
secektir. Bu sicakhik igin gizli simin degeri ise '

L= —g- H 2 (V1.4.9)

olacaktir.

ALISTIRMALAR VE PROBLEMLER

VI.1. Cesitli oranlarda N adet saf cisimden homogen kargimlar olusturuluyor.
P basinciyla T sicakliginin fonksiyonlar1 olan ve ¢esitli miimkiin karigimlara
tckaabiil eden hal fonksiyvonlart P ve T ile, i = 1,2,..., N olmak iizere n; mol
sayilarinin fonksiyonlar cinsinden yeniden gruplastirilabilmektedirler; meseld
entropi ve hacim igin :

S[ni;i=l,2,...,N](P: T) - S(Pa Ta [ni ) I - 1 » 25 ceny N])
V‘{"i;f-’*“],l---,NI(P? T) pe V(.P, T, [T’l;- . i= 1 ) 2, ey N])

olacaktir. Boylelikle ithal olunan S ve ¥ fonksiyonlarmim »; degiskenlerine gore
siirekli ve tiiretilebilir olduklari da varsayilmaktadir.
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1) Her kansimuin Uy, ;i=1,..,n1 I¢ enerjisi toplamsal bir U, sibiti yakla-
sikhgiyla tammlanmaktadir. Karsima giren N saf cisim efer birbirlerine kimya-
sal yonden notr kalirlarsa toplamsal U, sabitini

ifidesi, », degiskenlerinin birinci dereceden homogen ve siirekli bir fonksiyonu
olacak sekilde se¢menin miimkiin oldugunu gosteriniz. Problemin bundan son-
raki boliimlerinde bu segim muhafaza edilecektir.

2) H entalpisi, F serbest enerjisi ve G serbest entalpisi P, T ve n; lerin fonk-
siyonlari olup U ve § aracihifiyla bilinen sekilde tanimlanirlar. Bu takdirde:

au _(aH _(ar _
on; CNATHYES M Js,p,in ;j=i) an; T.V.ln, , il -

{96
8’7; 7',1’.[::1;;1';%1']

3) Karigimdaki her bir saf cismin kimyasal potansiyeli diye yukaridaki bu
kismi tiirevlerin ortak p, degerine denir. Bu takdirde :

oldugunu gosteriniz.

N
U=T.S—P. V4 Y wn

i=1

oldugunu gosteriniz.

4) Kimyasal potansiyellerin
N
Y, nydp; = — SdT + VdP
i=1

diferansiyel bagmtisini gergeklediklerini gosteriniz.

V1.2. Burulmali bir sarka¢ diisey bir madeni tele ortasindan asili yatay bir ¢u-
buktan ibéarettir. Burulma teli sibit varsayillan a 1s1 sigastyla ve, Cyile k iki
sabit olmak iizere, C = C, — kT seklindeki burulma sabitiyle karakterize edil-
mektedir. Alet 7' sicaklifinda dengede iken yatay gubuga ¢ok yavas ve tersinir bi-
¢imde, ve gevreyle hic bir 1s1 ahg verisi olmaksizin bir a burulmasi verilsin. Sidece
sistemi karakterize eden biiyiikiiikler bagimsiz T ve a degiskenlerinin fonksiyon-
lar1 olacaklardir. Elemanter ve tersinir bir doéniisiim siiresince sisteme disaridan
temin edilen 6Q 1s1t mikdart 6Q = a d7 + b da seklindedir.
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1) b katsayisimt T, ve k min fonksiyonu olarak ifide ediniz.

2) dT nin 7T 6niinde kiigiik oldugu varsayimma dayanarak burulma sirasin-
da telin sicaklifinin degisimini hesaplayiniz.

3) Sistemin i¢ enerjisinin degisimi ne olur?

Sayisal wygulama: o= L8107 J/°K; a= %T rad; T = 300°K ve

C = 107* —3.1078 7" (N.m/rad) olarak verilmektedir.

VI.3. Belirli bir ince sivi tabakast icin 4 ile yiizey gerilim sibitini, ¢ ile yiizeyi
ve C ile de bir sabiti gostermek iizere,

A::“:CZ
o

“hal denklemi” gecerlidir. nce sivi tabakasimin i¢ enerjisinin yalmzca sicak-
liga tabi oldugunu gosteriniz. '

VI.4. Belirli bir dielektrigin yalitkanhik sibitinin & = e(7) seklinde yalnizca si-
cakligin bir fonksiyonu oldugu saptanms olsun.

1) 80 = CpdT 4 a dE vazedildiginde a y1 de/dT cinsinden hesaplayuz.
2y (T, E)— U(T, 0) farkint degerlendiriniz.

3) Bir dis elektrik alanin sifir degerinden bir £ degerine gegisine tekaabiil
eden essicaklikli bir déniigsiimde diclektrige intikaal eden ¥ isi ile Q 1sisim
hesaplaymmz.

V1.5. Tersinir bir sulu pil g6z éntne alinmaktadir. Pilde vukuu bulan kimyasal
reaksiyonun da yalmizca ¥ hacimlar ve P basinglart biitiin pilin ¢cahsmasi siire-
sinde sabit kaldiklan varsayilan kati ya da sivi cisimleri etkilemekte oldugu ka-
bul edilmektedir.

Bu pilin hili {i¢ parametre aracihfiyla tasvir olunabilir: E elektromotor kuv-
veti, T sicakligt ve g depolanmis elektrik mikdari. £ clektromotor kuvvetinin

kaaninu uyarinca degismekte oldugu ve £jin da T sicakligindaki elektromotor
kuvveti gosterdigi kabtl edilecektir.
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dgq
bosalmakta ise dg <~ 0 ve doldurulmakta ise de dg > 0 olmak iizere elemanter
is oW = E dg dur.

C, ile pilin 1s1 sifas1 ve a = (EQ—) ile de gizli sistm1 gosterelim. Pil eger
T

1) Pilin i¢ enerjisi ve entropisinin elemanter degisimlerine tekaabiil eden
dU ve dS diferansiyellerini C_, Ey,a, T,, T ve g nun fonksiyonlart olarak
ifade ediniz.

2) T ve g degiskenleri aracihiyla serbest entalpinin diferansiyelini yazip

buradan
() ~—ra
oq T, P

bagintisimi tesis ediniz.

3) 50 saniye zarfinda 2 4 lik bir akim gegirmek siretiyle pil egsicaklikhi bir
sekilde doldurulmaktadir. Pilin yiikii Ag kadar degistiginde AUz i¢ enerji de-
gisimini, A8y entropi degisimini, AHr entalpi degisimini, ortaya cikan Qr 1si-
simt ve pile intikaal eden Wr isin hesaplaymniz.

E,== 12V, a=0004 "K' ; T, == 300 °K olmas: hilinde Agq, AUy, ASy,
AHy, Or ve Wp yl hesaplaymmz.

4) Pil esisili bir bicimde 50 saniye siireyle 2 4 lik bir akim temin etmektedir.
Pilin AT sicaklik degisimini hesaplayimz.

(C, = 418 J/°K ve T = 300 °K olarak verilmektedir).

VI.6. Sibit armatiirli bir kondansatér yalitkan bir sivi igine daldirilnus bulun-
maktadir. v ile sivinin hacmim ve p ile de yiizeyindeki basinc: gosterelim. Sivinin

agirhigs dolaywsiyla kendi i¢indeki basing degisimi
p thmal edilmektedir.

Kondansator ile sividan olusan sistemin tersi-
nir bir bi¢imde evrim goOstermesini saglamak tize-
re kondansatOriin armatiirler: arasmma tedricen bir

V potansiyel farki uygulanmakta ve bdylece bir @
yiikii olugmaktadir. Sistemin sicaklifn T, entropisi de S dir.

1.a) Tanimlanan bilyitklikleri kullanarak sistemin i¢ enerjisinin diferanéiyelini
ifide ediniz.
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B G=U-+py—VQ—TS vaz edilmektedir. ¢ nin diferansiyelint yaziniz.
v nin, § nin ve O nun kismi tiirevleri arasinda ne gibi bagintilar vardir?

2.a) Swvi var iken kondansatériin sigas1 C = ¢, C, olup burada C ile kondansa-
toriin bosluktaki sigast gosterilmektedir. g ise p ve T ye bagh bir bliyuklitktiir.
Sabit basing ve sicaklikta sivinin Av hacim degisiminin ne olacagini ve sisteme in-
tikaal eden @, 1s1 mikdarini hesaplayimz. W, ile kondansatérin elektrostatik
enerjisi gosterilmek lzere, Av ve O, y1 T.e., (3¢/a1)p, (8e,/0p)r ve W nin
fonksiyonu olarak ifade ediniz.

b) g, — I yaklagpk olarak sivinin ozgiil kiitlesiyle orantihdir. Avyi g, W,
ve siviin y = (1/p) (dp/dp)r seklinde tammlanan essicakliktaki sikistirilma
katsayisinin fonksiyonu olarak ifade ediniz.

3. Sivinin isgal ettigi hacim, birt armatiirlerin diginda ve E elektrik alanimn
sifir oldugu, digeri ise armatiirlerin arasinda kalan v, hacimli ve £ elektrik alani-
mn birbicim varsayilacag iki kisim olarak telakki edilmektedir. € = g . €, sek-
linde bir dielekirik sibitinin karakterize ettigi bos olmayan bir ortamdaki hacim

birimi basina elekirik alani enerjisinin W = -5~ eF? oldugu bilindigine gore s1-

2
vinin Av/v, izafi hacim defiisimini ¥ , ¢, , g, ve £ nin fonksiyonu olarak hesap-
layiniz ve g, nin p basincinin azalan bir fonksiyonu oldugunu gdsteriniz.

V1.7. Karsihkli iki ylizil diiz, s yiizeyini haiz ve médeni olan [ kalinliginda bir
piezoelektrik levha gbz Onilne aliniyor. ! kalinhigt ile levhanin g yikii (pile bir
yilziin fizerine uygulanan basing, 7T ile levhanin sicaklign ve V ile de levhanin ug-
larina uygulanan potansiyel farkim gostererek) ¢ = g{p, T, V) seklinde bagimsiz
{ic degiskenin fonksiyonudur. p basinci bir germe kuvveti i¢cin pozitif, bir sikig-
tirma kuvveti icin de negatif olarak hesaplanacaktir. Ayrica, sistem yalmzca esi-
sili bir déniisiim icin piezoelektrik levhamn karakteristik katsayilarindan

— s@bit gerilimdeki esneklik modiilii: £ = / (—%—Ii)—) ;
(4

— sibit basingtaki piezoelektrik katsayisi: K = llw (—a—l—) ;
p

— piroelektrik katsayisi: Il = 99 ;
3T J,p

— lineer genlesme Kkatsayist: h = — (———) D ve
oV
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— sabit gerilimde yiikk artis1 katsayisi : a = (%-ql_) seklinde tanimlaniriar.
Vv

1) Termodinamigin temel ilkelerini diferansiyel sekilleriyle uygulayarak ge-
rilim, egisilt ve tersinir bir bigimde AV kadar degistifinde levhamin / kalinhigini
sabit tutmak igin basinci (@ nin, s nin ve AV nin fonksiyonu olarak ifide edilecek
olan) bir Ap mikdarn kadar degistirmek gerektigini gosteriniz. a = 0,21 ile tanim-
lanan bir piezoelektrik levha tizerine, gerilim 200 V arttifinda fazladan uygulan-
mast gereken kuvvetin siddeti ve yonii ne olacaktir?

2) Piezoelektrik levhanin katsayilari arasinda ¢ = K E § seklinde bir bagmit
oldugunu gdsteriniz.

3) Kalinlhigin dlfl izafi artisint degiskenlerin dp, dT ve elemanter degisimleri-
nin ve £, M, K karakteristik katsayilaninin fonksiyonu olarak ifide ediniz.

4) G =U-—qV—psl—TS termodinamik potansiyelinin diferansiyelini
yazip buradan levhamin karakteristik katsayilarinin ve C, 151 sifasimn fonksi-
yonu olarak S(p, ¥, T) entropisinin diferansiyelini ¢ikariniz.

5) dljl yi 3) ve 4) fikralarinda elde edilen ifadelerin 1iginda 4 d7T + Bdp
seklinde ifide ediniz.
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VIL. BOLUM

GAZLARIN
KINETIK TEORISI

(VILY) BOLTZMANN TRANSPORT DENKLEMI

istatistiksel Mekanikleri incelerken bir termodinamik sistemi olusturan
mikroskopik tdneciklerin (atomlar, molekiiller, v.s.) mikrofiziksel Szelliklerinden
hareketle sistemin makroskopik denge durumlarimin nasil agiklanabilecegini go-
recegiz.

Kinetik Teori ya da bagka bir isimlendirmeyle Transport Teerisi Ozellikle
akiskanlar dinamigi, 1st iletimi ve difiizyon gibi termodinamik yonden dengesiz-
lik durumlart aksettiren bir takum makroskopik olaylari, tinectklerin aralarin-
daki mikroskopik etkilesmeye dayanarak modellendirip agiklamak amaci gii-
der. Bu teori, 6zellikle, seyrelmis gazlardaki dengesizlik olaylarinin mikroskopik
analizinde biiyitk basari saglamis ve gerek difiizyonda gerekse 1st akiminda ol-
dugu gibi enerjinin ya da maddenin naklini, sistemi olusturan tineciklerin meka-
nigine baglamayi bagarmustir.

Gazlarn kinetik teorisinde makroskopik fiziksel biiyiikliikler ¢ok sayida gaz
molekiiliiniin hareketi iizerinden alnmis ortalama degerler olarak elde edilirler.
Molekiilsel diizeydeki her bir ofaym, mikroskopik Sleekte, bir zaman arah§l
icinde vukuu buldugu kabul edilir. Buna gore makroskopik dlgekteki bir zaman
araligi icinde yapilan bir dlgiim, su halde, ¢cok bilyiik bir sayida molekiiliin
katkistnt ortaya koymus olacaktir. Bu bakimdan, asagida da daha acik bir bi-
cimde gorecegimiz gibi, gazlarnin kinetik tasviri ihtimall bir semaya dayanir.

Gazlarin kinetik teorisinde i ekseni r yervektdruniin bilesenleriyle, gert ka-
lan ii¢ ekseni de p impulsunun (veyd v mzinin) bilesenleriyle karakterize edilen 6
boyutlu ézel bir dik kartezyen faz uzay!r goz Oniine almir. Bu uzaya p-uzayl adi
verilmektedir. Béyle bir uzayin hacim elemani

dy = d’r . d'p = dx dy dz dp, dp, dp, (VILLI)
seklindedir.

101
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Simdi r noktasimi gevreleyen (Adi anlamdaki) d°r hacim elemani iginde, im-
pulstan ¢ &mnda p yi cevreleyen 4°p aralifina diisen molekiillerin dn ile gostere-
cegimiz sayisi igin

dn = flp,x, ) dy (VIL.1.2)

vaz edecegiz. Buradaki f = f(p,r, 1) fonksiyonuna dagihm founksiyonu adi veri-
lir. Buna gOre efer (VIL1.2) ifidesi — o0 = p, = o, — o0 Zp =< oo
— o0 = p, = oo arasinda integre edilirse

®

nr,t) == f fip.r, ) d’p (VII.1.3)

ifidesi, veyahut da eger p yerine degisken olarak v alintyor ve dolayistyla eleman-
ter hactn : dy = d’v d° ise ve integrasyon araligt da v nin bilesenleri aracify-
la tanimlanmissa

nr,t) = f Sfv,xr, t) dv (VI1.1.39)

ifddesi r yi gevreleyen birim hacimda ¢ dmindaki biitiin molekiillerin sayisini
simgeleyecektir. o

Gazlann kinetik teorisinde géz Oniine alinan gazi olusturan molekiiller ara-
sindaki etkilesme yalmizca ikili esnek carpismalaria ortaya c¢ikar. Kinetik teori-
nin amact da ziten s6z konusu etkilesmenin sekli bilindiginde f = f(p,r, ) da-
gilim fonksiyonunu belirlemektir.

Biri p, , digeri p, impulsunu haiz iki molekiil belirli bir r fiziksel uzay nok-
tasmda esnek bir ¢arpisma yaptiklarinda bu molekiillerden birisi eger bir p impul-
sunu kazanmug olursa bu molekiil p-uzayinda dy = d’p 4r hacim elemanina
girmis olur. Tersine, eger esnek bir ¢arpisma yapmis olan iki molekiilden bi-
rinin ¢arpisma Oncesi haiz oldugu impuls p iken garpisma dolayisiyla bu mo-
lekiil p den farkli bir impuls kazanmis olursa bu takdirde de s6z konusu mole-
kiil p-uzaymin dy = d3p d’r hacim elemamimi terketmis olur.

Esnek carpigmalar sonucu 1 siniye iginde p-uzaymin dy hacim elemanima gi-
ren biitiin molekiillerin sayisini Gdy ile ve dy y1 aym siire icinde terketmis olan
biitiin molekiillerin sayisim da T dy ile gosterirsek dy hacim elemamndaki mole-
kiillerin sayisinda zaman birimi basina vukuu bulacak net degisimin bildncosu

‘_Zf_(.l_’é:’_’) dy = (G — T) dy (VIL1.4)

dan ibaret olacaktir. Su halde
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df
Y . VILL.5
b7 G-—T ( )

dir. f == f{p, r, t) dagilim fonksiyonunun ¢ ye gére tam tiirevi

d
3Ly

R E Rl A R e e e

af _af afdx  ofdy  of dz n af dp,
dt Mlat ox dt dy dt 0z dt

_{,_ 2 PE ] = mé-r %I?jl . Vrf“+‘ K. fo

_af
Y

o/ dpz) _9f . p

+ 7:1_— p.grad, f + K. grad, f (Vil.1.6)

seklindedir. Burada, kolayca anlasilacagi gibi, m molekiillerin ortak kiitlelerini
ve K da p-uzaymin (p, r) noktasindaki molekill iizerine etkiyen kuvvet vektod-
riinii gostermektedir.

Gaz icinde molekiiller arasindaki etkilesmenin yalmzca ikili ¢arpigmalar
hilinde vukuu bulduklarinmi varsaymakla gazin yogunluguna kesin bir iist simr
koymus bulunmaktayiz. Bu, inceleme konusu olan gazin yeteri kadar seyrelmig
bir gaz olmast demektir. Ote yandan, carpismalarin esnek olmasi sartr da mole-
kiillerin kat1 kiirecikler gibi telakki edilebilmelerini ve gerek impuls gerekse kine-
tik enerjinin korunduklarmni igerir. Iki molekiil arasinda eger (p, p,) = (P, P;)
seklinde bir esnek ¢arpisma gdz Oniine alirsak impuls ve enerji korunumlar

P+P =P+ P (VILLT)
P2+ pd = pst + pit (VIL.1.8)
seklinde ifade olunacaklardir.

Molekiiller arasindaki bu esnek carpisma bir 4Q kati agisi i¢ine sa¢ilma di-
feransiyel tesir kesiti aracilipiyla karakterize edilebilir. Simdi d’r fiziksel uzay ele-
man iginde, yukartda agiklanmis bulunan sartlar altinda, molekiiller arasinda
vukuu bulan garpismalarin sayisimi hesaplamaya ¢alisalim. Carpigmalar r noktas:
civarindaki d°t hacim eleman iginde ve p impulsunu haiz molekiillerle p, impul-
sunu haiz olan molekiiller arasinda vukuu bulsun ve biz birim zaman bagina vu-
kuu bulan ¢arpigmalardan yalmzca belirli bir d£2 sonsuz kiigiik katt agist icine
sagilmis olmaya yol acanlart géz Oniine alalim. Bu tiir ¢carpismalarin sayilarinin
dSl ile ; impulslart belirli bir p impulsunu ¢evreleyen d’p araligmda, kendileri
ise r noktasinda bulunan molekilllerin f(p, r, t) d’p saywsiyla; impulslan belirli
bir p, impulsunu ¢evreleyen «°p; araliginda, kendileri ise r noktasinda bulunan
molekillerin f{(p,,r, t) d’p, sayistyla; r yi g¢evreleyen d°r hacim elemamyla ;
ve nihdyet her iki grup molekiil arasindaki v, = |v —v,| gorel iziyla orantih
olacaklart agikardir.
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Bu orant1 katsayisimi o ile gostererek d'r de 4} kati acgist igine saglimaya
yol agan, birim zaman zarfindaki ¢arpismalarin sayis: su hilde

o |v—v, | flp.r,)dp flp,.x, 1) dp, v A0} (VI1.1.9)

olur. Bu o orant1 katsayisinin kendist de, muhtemelen, her iki molekilin kiitle
merkezlerini birlestiren dogru ile v, == v — v, gbrel hizi arasindaki Q == {(v, v}
sigilma agisina ve v, gorel hizina bagh olacaktir. o nin 2 ya bagh olacag, mesela,
kafa kafaya tokusan molekiillerin sayilarimin, limit halde birbirlerini siyirmak
sretiyie carprsmis olanlarinkinden farkli olacag dilsiincesinden hareketle anla-
stlmaktadir.

Buna gore, sOz konusu bu ¢ == o¢(v,, 1) oranti katsayisindan hareketle
tamumlanan

do = o(v,, ) dQ (VIL1.10)

biiyiikltkliigiine v hizh bir molekiliin 482 kat1 agist igine sagilma diferansiyel
tesir kesidi adi verilir.

Bu aciklamalarin i@ alinda p-uzaymmn dy = d'p d°r hacim elemanins
esnek bir ¢arpisma sonucu terkeden molekiillerin sayisinin, dvy da vukuu bulan
tim esnck carpismalarn sayisina esit oldugundan,

Tdy = d'p d'r f f v, 0(v, . ) Ap, ¥, ) f(p, ¥, 1) dp, dQ (VILL1D)

dan ibaret olacag anlasilmaktadir. Buradaki integrasyonun, d’p, in temsil ettigi
3 ve d{) nmin da temsil ettigt 2 bagimsiz degisken iizerinden vapilmis olan 5 kath
bir integral alma islemi oldugu gdzden kacirilmamalidir.

Bu diisiincelere benzer diiglincelerle molekiilleri pi-uzayinda temsil eden nok-
talarin dy = d’p d’r hacim elemanina intikaline yol acan ¢arpismalarin sayist da
tesbit edilebilir. Bunlar

(Pz 4 p}) —> (p 3 pl)

seklindeki c¢arpismalardir. Sirasiyla, p, ve p; impulstarini haiz molekiiller géz
oniine alindiginda bunlar arasinda ayni bir 42 katt agisi i¢ine sagilmis olmaya
imkan veren esnek ¢arpigmalarin birim zaman bagina sayist da, v/, = | v, — v
vaz etmek siiretiyle,

v, a(v, ) dQ f(p,, v, 1) f(p; . ¥, ) d’p, dp, dr (VILL.12)

olacaktir. Buna gbre dy ya intikaal eden molekiillerin sayis1 da (VIL1.7) ve

(VIL.1.8) sartlarini saglayan biitiin p, ve p, ler iizerinden integral almakla elde
edilecektir.
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G dy = dr f f f v (s ) Sy £ 1) Sy o 1> 1) Dy ', A0 (VILL1)

Esnek sagtimanin kurallart v, = |v, —v,| i v, = |v—v,] cinsinden, ve
d’p, d’py it de d°p d%p, cinsinden hesaplamay: miimkiin kilarlar. Nitekim
garpismadan sonraki v, = v, —v,| gorel hiz bilylkligii carpismadan Onceki

v, = |v—v,| gorel iz biiylikliglinin aymdir. Gergekten de carpisan iki mole-
kiiliin olusturdugu sistemin kiitle merkezinin ¢arpigmasindan 6nceki V hizi

my - my, i
— = e
A% oy 57 (»-+py) (VIL.1.14)
ve ¢arpigmadan sonraki V' hizi da
,  omvy, -+ myv, 1
V= T e ()

oldugundan (VII.1.7) impuls korunumu ifadesinden

V=V’ | (VIL1.15)

oldugu bulunur. Diger taraftan da v, = v—v, oldugu géz Oniinde tutulacak
olursa (VII.1.14) aracthifiyla

1 1
-—E—vg , vy == Ve = ¥,

Y = V »A}w 2

oldugu goriiliir. Buna gdre ¢arpisma Oncesi sistemin kinetik enerjisi de V' ve v,
cinsinden

= -% mv? - %— my? = mV? - % V2
yazilacaktir. Enerjinin korunumu ilkesi dolayisiyla
E=mV? 4 22 B =m0y (VIL1.16)
olacakiir. (VIL.1.15) in 15181 altinda (VIL.1.16) dan
v, = v, (VIL1.17)

oldugu ortaya ¢ikar.
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Diger taraftan da (V11.1.13) de d®p, d°p; iizerinden integrasyonu d’p d°p, €
doniistiiriirsek

o(p, » P3)
d’p, d’py = | = d’p d?
Jpz ' a(p , [) P pl

olacaktir. Eger bu doniisitmiin JACOBI katsayisini p yi x-ekseni boyunca segerek
hesaplarsak

0Pz B | _
o(p » py)

oldugu yani

l d*p, dp, = d*p d°p, (VIL1.18)

oldugu ortaya ¢ikar. Bu sonuncu ifide eger (VIL.1.13) e vaz edilirse

G = ff v, o(v, , Q) f(p,, 1, 1) fps , ¥, t) dpy A (VIL.1.19)

olur. Burada integral alirken f(p,.r, ) ve f{(p;,r, ¢) deki p, ve p; iin de artk
p ve p; cinsinden ifade edilmelert gerekir.

(VIL.1.6), (VIL1.11) ve (VIL.1.19) ifadeleri araciligiyla (VIL.1.5) bilingosu,
artik

G oS Kewes = [ e, O e 0 ey ) —

—fp, v, ) f(p, . x. )} d'py A2 (VIL1.20)

sekline girmis olur. Kisaligh saglamak amaciyla flp,r, t) =1, fp,, 5. 1) = f1,
fp, . v, 1) =f, ve f(p;,r,1)=f, vaz edecek; aynca o(v,, £2) yerine de yal-
mzca ¢ yazacagiz. Bu notasyonla (VIL.1.20) denklemi

%{ “}%'i P-Vef+K.vof= j:/ vo @ [fofs — S/} 4y dS2 (VIL1.21)

sekline girer.
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Bundan sonraki hesaplar igin p impuls degiskenleri yerine v hiz degiskenle-
rini kullanmak bazan daha uygun olacaktir. v degiskenleri cinsinden (VIL.1.21)
denklemi

8f

S vves g Kows = ([ s sl dvdn | i)

seklindedir.

fster (VI1.1.21) isterse (VIL.1.22) sekliyle verilmis olsun bu integrodiferansi-
yel denkleme BOLTZMANN (1844-1906) transport denklemi adi verilir.

(VIL.2) ENSKOG TRANSPORT DENKLEMI

Simdi bir gazin, biitiiniiyle, u ortalama hizim haiz bir hareket yaptigim var-
sayalim. Gorel hareketin hiz

Ve=v—u

olmak iizere V nin P = (V) = (v —u) scklinde keyfi bir fonksiyonunun
(S = ortalama degeri tarafindan gergekienecek genel bir denklem bulmak
istiyoruz. Bu fonksiyonun ortalama degeri, tanim geregi ve (V1i.1.3) ¢ binden

f v —mu) flv,r, 1) d*v
ff(v, T, 1) dv N n(r ‘)

dir. Buradan ({m) nin zamana gore tiirevini alacak olursak

T8 s fuw“f

veya (VIL.1.21) dolayisiyla

b = j@mws

3 K
o —%--n%% e f YV)v. vifdlv — f V). — VS

+ f YWY [G— T dv

ya da
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t-l;%%~§~nw—~—“—"--f¢(V) ka oL iy fqm ZK oLy
+ f UY) dv ﬂ v oL fs— Al dv do (VIL2.1)

olur. Bu son ifadenin sag yamndakiﬁbirinci ve ikinci terimlerdeki integraller, f
dagilim fonksiyonunun hizin mutlak biiyiikliigiiniin artan degerleri igin gerektigi
kadar ¢abuk azaldifi yani

lim (f)— 0

v!+00

oldugu kabul edilirse, kolayhkla hesaplanir ve K nin v ye tabi olmamast bélinde

f o, —‘% &y = -é%; j v f dv = "a—?c” .00 (VIL22)

[uoie gt ~[§“(¢f>]mm—% AL

m dk dvy

5'_’.‘ _,,_Q_‘_JJ_ 3 -wm_{{k 8\1})
wmffavkdv— -~ (8 (VIL.2.3)

bulunur. Bu (VII.Z.E) ve (VIL.2.3) sonuglarima dayanarak (VIL.2.1) denklemi

gv
k=1 « (VIL2.4)

i_m_f[ UV v, 0. LSy — 1] v dy, dO

— g T S 04
Vot ar+kz‘; GBI L m( )

sekline girer. Buna ENSKOG denklemi, ya da genellestirilmis transport denklemi
ad: verilir.

ENSKOG denkleminin sagindaki integral ¢ok yararli ve ilging bir 6zelligi
haizdir. Bu integrali R ile gdsterelim :

Rmffpr(V)lv—vll%a,[f;f;~fj}]d3vd3v,dﬂ.

Bu ifidenin degerinin {v->v,, v, = v} doOniisiimiine gdére aym: oldugu
astkardir ;
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R, =fff¢1-a-!vwvll.mﬁ—fﬁldﬂvl &vdQ = R

Ote yandan ¢arpisma &ncesi hizlarla garpigma sonrast hizlar degis tokus edersek
(VIL.1.17) ile de gostermis oldugumuz gibi gorel hizlann mutlak degerlerinin in-
varyant olmas: nedeniyle

(sti)“)(vzvvs) ve ("29V)“‘)(V9v1) i¢in Ev"“‘"vi| == Ivz—v3|

yazilacaktir. Buna gore de
Rzsz Oy 0 | Va— | . Ui — fofi) dv, dv, A = — R,
R, :—ff By 0 ¥ — ol Uif — i fi] dvy v, d2 = — R,
olur. Bu duruma gore (R, -+ R, — R — R) vi teskil edelim : |
R, R,— R — R = — 4R = -_4ff b0 |v—v | L fs—F ] dPvdiy, dS

== 0, + U, — ) — o Vg Lfofs — il dPvy dPvy dS) (VIL.2.5a)

olur. Bu ifide gz 6niinde tutulursa (VI1.2.4) ENSKOG denklemi de

- dn 9 9 . K 3”“;
U s n By T el B %ﬁ( “’) _

aVk
- ..;:_ f f f (W, Uy — b, — W) o v, Lfsfy — i) d3v dv, dL (VIL2.5D)

sekline girer. Simdi ¢ yi
Y=m, b=my, (i=1,2,3), ve qjm%—sz (ViL.2.6)

seklinde hareketin sabitlerinden biri olarak alahm. Bu takdirde, garpismada

m, -+ m, = m; + m
My¥y -t MgV = My Vy; = My (i=1,2,3)

1 1 1 I
> myv,* - 5 myy,? = 5 myv,? + —i--zrr.',vz

oldugundan bu bes korunum denkleminin herbiri i¢in de
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botdy = b+

oldugu kolaylikla tahkik olunur. Bu ise, ¢, -+ §; — @, — & = 0 olmas: demek
oldugundan, ¥ fonksiyonlarimin (VI1.2.6) daki gibi ¢arpisma sabitleri olarak se-
¢ilmis olmalar halinde (VIL2.5) in sag yamimn da sifir olmasini gerektirir ve bu
(VIL.2.6) ozel halleri igcin ENSKOG transport denklemi de

— 3

3 —
— S R K

g - b
of = K m \ dv,

basit sekiine indirgenmis olur.

(VIi.3) H-TEOREMI

(VI1.1.22) BOLTZMANN transport denkleminin zamandan bagimsiz ¢o-
ziimiine denge hiline tekaabiil eden dagihm fonksiyonu ad: verilir. Bu paragrafta
denge hiline tekaabiil eden dagilim fonksiyonunun, ayn: zamanda, dagihm fonk-
siyonunun { — oo igin smmr hili oldugunu da gosterecegiz.

Simdi g6z dniine alinan gaza etkiyen dig kuvvetler olmadigint (K=0) ve da-
gilim fonksiyonunun da r ye bagh olmadigim varsayalim: f=f(v, r). Denge hali-
ne tekaabiil eden dagiim fonksiyonunu da fy==f(v) ile gOsterecegiz. Denge sarti
altinda (VI1i.1.21) transport denklemi

8?5‘)) =0= f f av, [fo(¥2) fo(¥s) — fo¥) fo(v)] dPvy d2 (VIL3.1)

seklinde yazilacaktir. fy = f4(v) nin bu denklemin bir ¢6ziimii olmasinin yeter
sarta1 asikdr olarak

Sov) Jo(¥3) — fo(W) fy(¥) = O (VIi1.3.2)

dir. Bu sartin ayni zamanda gerek sart oldugunu ve dolayisiyla da v = O ise
Jo = fo(¥) denge dagilimi fonksiyonunun o c¢arpigma tesir kesitine bagit olmadi-
gin1 gosterecegiz.

(VI1.3.2) nin gerek sart oldugunu gostermek icin

H(t) = j v, DI fv, 1) d (VIL3.3)

ile tamimlanan BOLTZMANN fonksiyonelinden harcket edecegiz. (V11.3.3) deki
J{v, 1) fonksiyonu ise
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af(" 2 ffa v Uafs— T F1d%, dQ (VIL3.4)

denklemini gergekleyen dagilim fonksiyonudur.

(VIL3.3) it 7 ye gore tiireterek

dlzgf) _ f afg't, 1) [1 4 In f{v, )] d*v (VIL3.5)

bulunur ki bu, 8 /a7 = 0 olursa kezd dH/dt = 0 olacagim, yani dH/dt = 0 1in
9 f/ot = 0 olmas: igin gerek sarti olusturdugunu gostermektedir. Simdi

dH

=0 (VIL.3.6)

sartimin (VIL.3.2) sartina denk oldugunu gostermek istiyoruz. Bunu tesbit ettik-
ten sonra bundan (VI1.3.2) nin (V1i.3.1) denkleminin ¢6zimil igin gerek sart ol-
dugu da ortaya ¢ikmis olacaktir. Bunu ispatlayabilmek icin (VIL3.4) 4 (VIL3.5)
ifidesine vaz edelim :

E‘i ’"“fff"-vg-[l + Inf(v, D 1o fs — fA) &3y &P dS2 (VIL3.T)
ol

mdi : ~In f = vaz edersek (VI1.2.5a) ve (VI1.3.7) den

o f f f oovg . [U 4+ I f1fafs — FAld d¥v, dS
_—;-fffa'. b [l Iy 10 fy—1—Inf,—1—Inf]x

X LLfs— A1 dPv, dQ

_ _._%fffa v, DSy — 0 SR Uafs— S ] dPy div dS. (VIL3B)

bulunur. Bu sonuncu ifadenin integrantinda o = 0 ve v, = 0 dur. Ote yandan
{x—y) ve (In x—In y) fonksiyonlari x ve y nin hangi degerleri olursa olsun ya
beraberce artarlar va da beraberce azahrlar. Bu itibarla (V11.3.8) in integrantin-
da daima

(mfhfi—Wf A NLL—F) =0

olacaktir. S6z konusu integral ise integrantimn hi¢ bir zaman negatif olmamasi
nedeniyle ya pozitiftir, ya da sifirdir. Buna gore de demek ki daima
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dH(1) |
o= =0 (VI1.3.9)

olacaktir. Su hilde: fi=f(v, t) eger (VIL.3.4) BOLTZMANN transport denklemini
gercekliyorsa bu takdirde dH/dt=0 dwr. (BOLTZMANN'm H-teoremi).

H-=F(t) fonksiyonunun zamana gore tiirevinin sifirdan kiigiikk ya da sifira
esit olmasim saglayan sartlar: kisaca

dg V= 0 eger fof = fif ise

T (VIL3.10)
= { eger L = fi ) Ise

scklinde ozetleyebiliriz. Esitlik halinin (VIL3.2) sartlarinin gergeklenmesine bagh
oldugu goérillmektedir. '

Hiz uzaywnda f nin sifira ve dolayisiyla da In f nin de —-co a gittigi bolgelerde
fin fearpimi da sifira gidecektir; bu ise H=:H(¢) fonksiyonunun siurlt oldugu-~
nun kamtidir. Su hilde (VI1.3.10) sartlarindan bu bilginin 151§1 altinda ¢ikartila-
bilecek vegine sonuc su olmaktadir: H=H(t) fonksiyonu bir #==1, baslangi¢
aninda belirli sonlu bir H, degerinden hareket ederek f arttikga gitgide azalir
ve f, f, = ffi denge sart1 saglandigr zaman da dH/dr = 6 oldugundan H = H(?)
de artik sabit kalir. Buna gore baslangigta herhangt bir degeri haiz olabilen
f = f(v,t) daghm fonksiyonu i¢in

im f(v, ) = f,(¥) (VIL3.11)

00

sinir sartinin gegerli olacag: boylelikle anlagilmig olur.

(VIL4) MAXWELL-BOLTZMANN DAGILIM FONKSIYONU

Bir Onceki paragrafta denge hiline tekaabiil eden fy==f;(v) dagibm fonksi-
yonunun (VIL.1.22) BOLTZMANN transport denkleminin bir ¢dziimi oldugunu
gosterdik. Simdi ise, bundan béyle MAXWELL-BOLTZMANN dagilim fonksi-

yonu diye isimlendirecegimiz fy(v) nin agik ifidesini tesis etmek istiyoruz.
(V1L.3.2) den
In f3(¥,) + In fi(¥3) == In fi(¥,) + In fi(3) (VIL4.1)

yazilabilir. {v,, v;} ve {v;, v} vektdr ciftleri herhangi bir esnek carpis-
mada iki molekiilin sirasiyla baslangic ve sonu¢ hizlanm gosterdiklerinden
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(V11.4.1) bagntisi, carpisma Oncesi bir biyiikliik olan [In fi(v,) + In fi(v;)] iin
carpisma sonrast bir biiyiiklik olan [In fi(v;) + Infi(v)] ye esit oldugunu
ifade etmekle, ashnda, bir korunum kurahmm ifddesini yansitnus olmaktadir.
Ancak, bilindigi gibi esnek bir carpismada korunan biiyiiklikler bellidir. Bunlar

1) carpisan molekiillerin sayisi,

2) impulslar, ve

3) kinetik enerjilerdir.

Esnek bir carpisma igin baska herhangi bir yaln korunum kurali s6z konusu
degildir. Bu itibarla, bir korunum kurah gériinimiindeki (V1L.4.1) ifadesi ancak
bu bilinen korunum kurallarinmn ifadelerinin lineer bir kombinezonu olabilir. Su
halde eger In fi(v) ifadesi (VIL4.1) in bir ¢6ziimi ise bunu, en genel halde: 1) bir

sabitin, 2) p = mv impulsunun ig¢ bileseninin, ve 3) E = 5 mv* kinetik ener-

jisinin lineer bir kombinezonu olarak ifadde edebiliriz. Bu takdirde, C pozitif bir
sabit olmak lzere, In f4(v) fonksiyonu

1

Infy(v) = InC+C .mv+C". 5 mv* (VIL4.2)

seklinde ifade edilebilir. Simdi

1
-——Am-—i-mi?” ve vu.(vo———Zv):%- C.v

olacak sekilde C’ ve C" yii v, ve A gibi yeni iki sibit aracihfiyla ifide edersek
(VIL4.2) yi

Infy(v) =InC—AF—v)
ya da

fo(0) = Cexp [~ A (v — )] (Vil.4.3)
sekline sokmak miimkiin olur. Buradaki €, A ve v, sabitlerinin degerlerini ve
fiziksel anlamlarim tesbit etmemiz gerekir,

Birim hacimdaki molekiil sayistm bulmak i¢in (VIL.1.3) bagntisindan hare-
ketle ve biitiin miimkiin hiz degerleri iizerinden integral alarak

= f.f;)(v) d’v = Cj E_A(VWVG)‘E d’v = C f e_Av’i' d3v’

Y oo o
e 4372
—c f ey, [y f e ({;}) (VIL4.4)
o 0 0

bulunur. Bu sonug, #>>0 oldugundan, ayrica 4>>0 olmast gerektigini de goster-
mektedir. Su halde C nin degeri
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3/2
C=n ( i) (VIT.4.5)

7

dir. Ote yandan v, vektoriiniin fiziksel anlamint agik¢a ortaya koyabilmek igin
bir gaz molekiiliiniin ortalama hizinin, tanimi geregi

f v fo(v) dv

'/“ fi®) d

o9 = (V11.4.6) (VIL4.6)

ile belirlenecegine dikkati ¢ekelim. Buna gore, ve (V11.4.3) ile (VI1.4.5) in 15181
altinda, ve ayrintili hesaplardan sarf-i nazar ederek,

vy =¥ = % [ v e AT iy — % f (v ) e BBy =y, (VILAT)

oldugu ortaya c¢ikar. Eger v, = O ise biitiin gaz bir Gteleme hareketi yapiyor
demektir.

Simdi ise bir gaz molekiiliiniin € ortalama kinetik enerjisini hesaplayalim;
vy == 0 varsayarak

i X
f 5 " vt fo(v) dv .

I , mC gy
5 my* ) == g es - = > j e 4V ddv
j fi(¥) dPv

s8]

) 2nmC ) 4 —Av? _3_ ﬁ
= " w{ v e dv == 4 A
0
ve dolayisiyla
2
72 [ —
(= (VIL4.8)
olur. Su halde 4 sabiti de
3 m
A= ZE (VII.4.9)
dir. Buna gére C sabitininin degert de
. 3 2372

olur. Buna gére {VI1.4.3) dagilmmi
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3 32 )
Jol¥) = 7 ( 4?&) g (VIL4.11)

seklini alir.

Bir gaz molekiiliiniin haiz oldugu ¢ ortalama kinetik enerjisi ile gazin tii-
miinii karakterize eden makroskopik bir biiyiikliik arasinda bir bagint: kurabil-
mek icin, gdz oniine alinan gazin denge durumuna tekaabiil eden hal denklemini
tesis etmeye g¢alisacagiz.

Bunun igin énce gazin, yiizey birimi bagina uygulanan kuvvet olarak tanim-
lanan P basmncint hesaplayalum. Sekil: VIL I deki gibi x-eksenine dik olarak sege-
cefimiz mitkemmel yansitici dairesel bir ylizey birimi gz énitne alalim. Bir gaz
molekiiliiniin v mzimn v bileseni eger pozitif ise molekiil s6z konusu yuzey tze-
rine ¢arpinca bunun miikemmel bir yansitici olmasindan Stiirit 2mvy, deferinde
bir impuls degisimine méruz kalacaktir. Bir saniye zarfinda bu birim zaman ara-
i1 iginde x-ekseni boyunca harcket ederek sz konusu yiizeye erisecek olan mo-

‘.4_._..-—--—-. L —-—-————-———m‘a-l
/f‘
Sekil : ¥Vil. 1 — Gazm ba- { I
smcinin hesaplanmast hak- \\M Bicim Yiizey
kinda. —Tr T T T T T

lckiillerin sayist kadar olacaktir. Halbuki gaz molekiilleri x>0 yoniinde saniyede
v, kadar bir hizla ilerlediklerinden, bir saniye icinde s6z konusu birim yuzeye ¢ar-
pan moiekiillerin sayisi tabant bu yiizey ve yiksekligi de v, e esit olan bir silindir
icindeki molekiillerin sayisina esit olacaktir. Su halde bu say1 v, f(v) d*v dir. Buna
gdre s6z konusu ylizey tizerindeki basing da

P = f Qmv ) v, fo(v) dv

Vx>0
o C o
_ 2 “‘“Ai’x? ...,...A‘;y'é —“"A'ir'z?
= 2mC f v2e dv, j e dv, | e dv,
] 0 0
4o +-c0o

v i i
= mC f p2 e @y = —j—mC w2 e By

—ca —o0
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o0

. 2 .E_ I I, LA & S 2
_M.?Cf (2 mv) e d>y == 3 ne (VIL.4.12)

a0

bulunur. # nin birim hacim basina molekiil sayisi oldugu godz oniinde tutulacak
olursa (VIL.4.12) nin

NkT 2
P 1.4.13
P 3 flE (V )

biciminde bir hil denkleminden baska bir sey olmad:ig: anlasilmaktadir. Buna
gore ve n=N/V olduguna gdre bir gaz molekiiliiniin e ortalama kinetik enerji-
sinin gazin makroskopik bir 6zelligi olan T sicaklifina

(L e\ 3 VIL4.14)
Em<2mv>m2kT (

seklinde bagl: oldugu gérillmektedir. Buna binfen bir mol'lik bir gazin u i¢ ener-
jist, de N, ile AVOGADRO sayisimt gostermek lizere

3

olur.

(VIL4.14) sonucu g6z 6niinde tutulmak siretiyle disartdan herhangi bir kuv-
vetin etkimedigi seyrelmiy bir gazin denge durumuna tekaabiil eden (VIL4.11)
MAXWELL-BOLTZMANN dagihminin ifadesinin

m 3/2 . _
f‘O(V) = B (m) eﬁﬁm(‘!ﬁ?u)“IZkT (“Iiiéi' 16)

]

seklinde olacag gdériilmektedir.

Gazlann kinetik teorisinin (VIL.4.15) ile tesbit edilmis olan sonucundan ha-
reketle ideal gazlarin 6zgiil 1silan1 hakkinda ilging sonuglar elde etmek miimkiin-
diir. Gergekten de, tanim gerefi,
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Ju
Cr= ( aT),,

oldugundan derhal (VIL.4.15) den

3
Cy=3 R

oldugu saptannmus olur. Gte yandan (1.5.7) ye gére Cp— Cy = R oldugundan
(VIL.4.17) yi de gbdz Oniinde tutarak

Cp— _g, R (VIL4.18)

vE

v Sr 2 (VIL.4.19)

sonuglan elde edilmiy olur.

(VIL.5) BIR FOTON GAZININ BASINCI

Bir 6neceki paragrafin sonuglarindan yararlanarak kapal: bir ¥ hacmindaki
bir foton gazmin basincini hesaplamak mimkiindiir. Bilindigt gibi fotonlarn
siitkfinet kiitleleri sifirdir. Hepsi de ¢ i1k hziyla hareket eden ve v frekansht bir

enerji bagmtisindan

hv

o2

oldugu tesbit edilir. # = N/V" oldugunu ve v frekanslt fotonlar icin de

L\ G\
YN 2 o\ 2 ¢? 2

yazilacagim goz Oniinde tutarak v frekansl: fotonlarin ¥ hacimli kapal: bir kabin
cidarlarina yaptiklart P, basincinin (VI1.4.13) e gore

p 2, 2N 1 NGy 1
L T T T T T 7R M

oldugu goriiliir. », ile ¥ hacmindaki N, adet v frekansli fotonun haiz oldugu
enerji yogunlugu gosteriimis bulunmaktadir.
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Kabin igindeki bitiin fotonlarin icrd ettikleri basing ise

ya da

- 2 (VIIL5.1)

olur ki bu da bir foton gazinin (vani elektromagnetik bir isintmin) basmcinn ga-
zin i¢ enerji yoguniugunun /3 G oldugunu gdéstermektedir.

(VIL6) H FONKSIYONU ILE S ENTROPISI ARASINDAKI [LiSKi

Simdi, dnce, ¥ hacimhi bir kapta bulunan N adet molekiilden olusmus bir
gazin denge hali igin BOLTZMANN fonksiyonunun degerini hesaplayalim. Bu-
nu SF == VI ile gbsterecegiz. Gazn bir kapta bir 6teleme hareketinden s6z edile-
meyecegi cihetle v, = 0 olur ve MAXWELL-BOLTZMANN dagihim: da

\3/2
fo¥)y =n ( 27:2 T) g AT (YlL.6.1)

olur. Bu ifide ile (VII.3.3) tanmum bagmtisindan hareketle

H = VH =V f Solv) . In fo(v) dv
0

(o0 ]

y ) 3 3 m m o,
:Vj fﬁ(v)[lnnmw—fflnT-%w~2~ln2nk _—ZkTV]dV
0

(V11.6.2)

3 m m
2

3 2
= Vn [lnn—mlnTv% -i-lnzﬁk — 37 {vty

bulunur. Bir yandan V' = N/n oldugu, difer yandan da (Vi[L.4.14) g6z Gniinde
tutulursa buradan

i 3 3 m 3
%T_N Llnn———‘—zf ln T+ ?lnm_?:l
_ N m_% In :r] "+ sabit (VIL6.3)
]

sonucu elde edilir.
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Ayni gazin bir kere de S entropisini hesaplayalim. (I1.8.2) den bir molliik
bir gazin entropisinin diferansiyelinin, v ile mol basina hacmit géstererek,
dT dv dT LAV
— [P ez PR PR

T R v A R V
ile verildigini bilmekteyiz. Eger gbz Oniine alinan gaz p moi’liik ise bunun entropi
diferansiyeli de

_ dT dv .
dS = pds = p ¢, 5 -+ R A (Vil.6.4)
olur. (VIL.4.17) bagintisindan &tiirii de
. o f3dTr dv
d5 = uk ( 7T Ty )

yazabiliriz. Bir yandan V = N/n, difer yandan da pR = kN olduguna dikkati
gekerek bu ifideyi integre edersek

S W IS S I 3
2 “ 2 7
. 3 Af . i
= — kN {ln Mo~ 5 In T] - sabit (VIL.6.5)

bulunur.

(VIL6.3) ile (V11.6.5) ifddelerinin karglagtiniimas:, gbz Oniine alinmis olan
hal igin

5 S o= — kA - sabit (ViL6.6)

olduunu ortaya koymaktadir.

Baylelikle hic degilse seyrelmis gazlarin klasik termodinamiginin kinetik teo-
riden elde edilebilecegini goéstermis bulunmaktayiz. Ancak, termodinamigin
{iciincii temel ilkesini gazlarin kinetik teorisinden hareketle ¢ikarmanin mimkiin
olmadifint da kaydetmemiz gerekir.

(VIL7) KORUNUM DENKLEMLERI
(VI1.2.7) ile verilmis olan ENSKOG transport denklemini

3 3

9y | g A oy K <9}l’_> -0 (VIL7.1)

at dxy m o\ 9V,

k==1 k=1

seklinde de yazmak milmkiindiir. Simdi ¢ = m vazedelim. Bu takdirde
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3

d(nm) al{nmvy :

AT —_ X =) .
Tauis 3;{ I (VIL.7.2)

denklemi elde edilr. n = n{r,t) birim hacimdaki molekiil sayisint ve m de bir
molekiiliin kiitlesini gdésterdigine gore

ma(r,t) = p(r, 1)

de asikar olarak gazin kiitlesel yogunlugu olacaktir, Buna gore (VI1.7.2) ifadesi de
kisaca

%% - divipu) =0 (VIL7.3)

sekline girmis olur. Buna siireklilik denkiemi adi verilir. Bu, kiitlenin korundugu-
nu beyin eden makroskopik sartin ifadesini teskil eder.

Simdi de § = my, vaz edelim. Buna gore (V1I.7.1) denklemi

d
X

3
K
{nmyy, > — n-%8,=0, (i=1,2,3
ey Comvn> = 3, 0 i=1,2,3)

3
a . y
a7 {nmv;> + k§1

sekline girer. p yogunlugunun tanmin ve {v) = v, == 4 olmasini gbz Oniinde
tutarsak bu denklem

i1

3
a»- - .._...a.m- (2R 1) o .__9... p—
oo u) + ké ) = K (=123 (VT4

seklinde de vazabiliriz.

bilir. Nitekim
vy =y A V) Qg =+ V) = Qg + Vi Vi - Vi o+ Vi
yazilabilir. Ancak
C Vip = u;{Vp =0
oldugu igin
vy = e + (Vy Vi (VIL7.5)

ofur. Ote vandan da basmg tanssrii olarak
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Pi=p{V; V>, Py= Py (VIL.7.6)

vaz edilirse, (VII.7.5) ve (VIL.7.6) min 1181 alunda (VIL7.4)

3 3
K J I B2 S -
5 ou) - 2_;1 s (B = El e T K (=123 (VILTD)

yazilabilir. Bu denklemler aslinda hidrodinamikteki EULER (1707-1783) hareket
denklemlerinden baska bir sey degildir. Bu denklemlerin sol yanni (VIL.7.3) si-
reklilik denklemini de géz dniinde bulundurarak yeniden yazarsak

3
ap - aul e Z !:u. _@(Puk) L opu _Qfﬁ_} —

“ar TPar T4 M Tax, T T
BN /I T ) P U W 78 R 4
‘[_E)r L axk]‘ [a: - kaxk} S
olacagindan (VIL.7.5) de
du, Y . |
pﬁa?wm;);l_a_;: +L K, G=1,2,3  (VIL78)

sekline girmis olur. Fiziksel olarak bu denklem, akiskanin herhangi bir elemani-
nin ortalama impulsunun, civardaki akiskamn (8di basing da dahil olmak iizere)
gerilim kuvvetleri ile akigkana disaridan etkiyen kuvvetlerden ileri geldigine de-
lalet etmektedir.

1 1 \ ..
Benzer sekilde ¢ = = m V2 e = m |v — u? vazederek enerji korunumu

icin hidrodinamik denklemini de ctkarmak miimkiindiir. Bunu burada yapmak-
tan sarf-1 nazar ediyoruz.

(VIL7.3) ve (VIL7.8) denklemleri BOLTZMANN transport denkleminin
sonuclari olarak ortaya cikmig bulunmaktadirlar. Ancak bunlardan gercekten
de pratikte yararli olabilecek hidrodinamik denklemler elde edebilmek igin Py
basing tansorii gibi bityilikliklerin actk ifadelerinin verilmis olmasi gereklidir.
Her ne kadar (VI1.7.6) tanim bagintilan goriiniiste P, y1 tesbit ediyorlar ise de
bunlar BOLTZMANN transport denkleminin, g6z oniine aliman dzel problem igin
¢Oziimii olacak olan f dagihim fonksiyonun bilinmig olmasim zorunlu kilmakia-
dirlar. f dagim fonksiyonu bulunmadikca da P,, lan kesin olarak belirlemek
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imkam yoktur. Onun i¢in hidrodinamik denklemler ancak gesitli mertebelerde
yaklagimlarla elde edilebilirler. Bu girift problemlerin ayrintilarina girmeyecegiz.

(VIL8) ROLAKSASYON ZAMANLI TRANSPORT DENKLEMI

BOLTZMANN transport denklemi denge hali civarinda bulunan ve ¢ok
sayida tinecikten olusmug bir sistemin tasvirini miimkiin kilmaktadir. Simdi bu
denklemin yan fenomenolojik, yaklasik bir seklini tesis etmek istiyoruz.

Eger sistemi olusturan molekiillerin (va da daha genel olarak, tineciklerin)
aralarinda hi¢ bir etkilesme yoksa fakat buna karsilik tanecikler bir K dis kuvvet
alant icinde bulunuyorlarsa Klasik Teorik Mekanikten bildigimiz LIOUVILLE
teoremine gore f dagihim fonksiyonu bir tinecigin faz uzayindaki yoériingesi bo-
yunca sibit bir degeri haiz olacaktir. 7 ve ¢ + dt anlar arasinda r ve p

r-—>r—}—vdt:-:r+»;:f;pdt

p->p -+ ‘;1: dt =1p -+ Kdt

seklinde degismis olacaklardir. Bu takdirde LIOUVILLE teoreminin matema-
tik ifades: de

S v, 1) = fip+ Kdt ,x + = dt , 1 + db)
olacaktir. Bu ise diferansiyel seklinde

af , 1 '
>t T m pP.Vef+ K.y, /=0 (VIL8.1)

a denktir.

Eger tanecikler arasinda (meseld ¢arpisma seklinde ortaya ¢ikan) bir etkiles-
me varsa (VIL.8.1) denklemi sistemin evrimini eksiksiz olarak tasvir edemez. Bu
takdirde denklemin sag yamna f nin etkilesmeden Otiirii zamana gore degisimini
veren bir ifdde gelmelidir. Bunu kapali bir bigimde

of
( at )erk

ile gosterelim :
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af 1 _ (8]
a1 + T p.v.f+FK. v f= ( Y, )ctk (VIL.8.2)

Aslinda (3 f/81),,, terimi (VIL.1.21) in sag yanmdaki agk ifddeden baska bir sey
degildir. Diger taraftan sistemdeki tanecikler arasinda belirli bir etkilesme varsa
bunun sonucu olarak dagilimin belirli bir zaman sonunda f; denge dafihimina
gidecegini bilmekteyiz. Su haide etkilesmenin etkisinin, sistemin belirli  bir
© = t(p,r) roliksasyon zamam sonunda denge durumuna gitmesi seklinde te-
celli ettifini varsayarsak (VI1.8.2) BOLTZMANN denklemi

d 1 -
—gwqumf+KvJ%w£?@ (Vil.8.3)

seklinde yazilabilecektir. Buradaki f;, denge hiline tekaabil eden dagihm
fonksiyonudur.

(VIL8.2) ve (VII.8.3) den

afy _ Il
at etk

olur. Simdi dis kuvvetlerin birdenbire ortadan kaldinlmis olmalart sonucu bir
denge dist dagilim teessils ettifini varsayahm. Bu takdirde dagilmuin denge ha-
line uzamsi, 3f,/dt = 0 oldugunu da hesaba katarsak, (VIL.8.3) den elde
edilen

W) )
ot T

basit diferansivel denklemine uyacaktir. Bunun ¢ztimii ise

(F ) = (= Formaesp (1 (VIL3.4)

dan ibirettir.

(V11.8.3) sekliyle BOLTZMANN denkleminin ¢dzumi genellikle pespese
yaklagimlarla ve birinci kademede, denklemin solunda f=f, vaz ederek
bulunur.
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Simdi bir 6rnekle (V11.8.3) denkleminin belirli bir fiziksel olay i¢in nasil ¢o-
zullip ne gibi sonuglar verdigini gérelim.

(VIL.9) BiR ELEKTRON GAZININ ELEKTRIK ILETKENLIGI

impuls uzayinda, bir MAXWELL-BOLTZMANN denge dagilmi uyarinca
dagilmig, bagimsiz tdneciklerin olusturdugu bir gaz gibi telakki edilebilecek ka-
dar disiik yogunlukta bir elektron gazimin x-ekseni boyunca yénelmis bir E e-
lektrik alan iginde bulundugunu tasarlayahm. Boyle bir gaz meseld bir yari-ilet-
ken icindeki serbest elektronlar toplulugunu tasvir edebilir. Gazin o elektrik ilet-
kenligini 6lgmek i¢in hareketsiz olduklart varsayilan iyonlarin yogunlugunun
karsiladigt elektronik yik yogunlugunun birbi¢im oldugu bir durumdan yarar-
lanilsin. Ayrica da elektron gazimin dagilumi stasyoner olsun.

Bu verilere gbre ve stasyoner bir rejimde f acikga zamana bagh ol-
mayacagindan

at

i

olacakiwr. Elektron yogunlugu birbicim olduguna gore bir yogunluk gradyentin-
den de¢ bahsedilemez ; su halde

VoS =20
dir. Buna goére ve K = — ¢ E, olmak iizere (VIL.8.3) BOLTZMANN denklemi
K.y, f=— =/ (VIL9.1)

T

ya indirgenmis olur. Ancak K yalnizca x-ekseni dogrultusunda oldugundan prob-
lem tek boyutludur ve (V11.9.1) de

ap. T
dan ibaret olur. Buradan
= fo -+ eEt :Pf (VI1.9.2)

gikar. Alan sifir oldugunda f=f; dir. Bu takdirde (VIL.9.2) denklemini pespese
yaklastmlarla ¢6zmek mimkiindiir. Denklemin sagmdaki f yerine Onceki yak-
lasiklikta bulunan deger yerlestirilir ve
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d.fo
ap,

f=fy + eEx

olur. Ote vandan

32
f —p m —p2 [ 2mkT
0 27k T

dir. Buradan ve (VIL.9.3) aracihfiyla f tesbit edilir. Diger taraftan x-eksent
boyunca elekiron akim yoguniugu, J, = o£ olmakla beraber, J, in icerdigi
kinetik kavram y6niinden de

JX a4 f V}_f(p) (igp

dir. f, denge dagilimi, v, in bir ¢ift fonksiyonu oldugundan, bu integrale katki-
da bulunmaz. Buna gore

J. = — e2Ej T, —mgﬁl d’p
olur. Oysa : 3fy/dp,= —(p,/mkT) fy = — (v,/kT) f, dir. Buna gore

eiE e’ E

UTIL — 2 3 Pl - )2 &
e R O B B TOR

olur. Eger © = sdbit ise

,. 7 [vsz(v) d3v

cF J Ve )
J, = . —— oz wn{v*>
kT j 0 oy 3kT
bulunur. Ote yandan (V1iL4.13) e gore
3kT
2N
(it =2
dir, Su halde
2
m
ve dolayisiyla da
ne*
g == —"";“l““ v (VH.9.3)

oldugu anlagilmig olur.
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ALISTIRMALAR VE PROBLEMLER

VIIL.2. Birbigim bir E elektrik alani i¢indeki elektronlardan olusan bir termodi-
namik sistem gdz Oniine alimiyor.

1) Carpisma olmadifn takdirde bu sistemin BOLTZMANN denklemi na-
sif olur? Bu denklemin genel ¢oziimiinii tesis ediniz.

2) Rolaksasyon zamanh yaklagim gergevesi iginde sag yanhh BOLTZMANN
denklemini yazip f; 1n, denge durumuna tekaabiil eden MAXWELL-BOLZMANN
dagilimi olmasi hilinde denklemin genel ¢6ziimiinii bularak fiziksel yorumunu
veriniz.

VIL3. Aymt anda uygulanms bir E elektrik alam ile bir de B magnetik alaninin
etkisi altindaki bir elektron gazi gbz 6niine alimyor.

1) Rolaksasyon zamanlt yaklagim c¢ergevesi iginde sistemin BOLTZMANN
denklemini, birbigim bir yiik yogunlugunun varligini varsayip elektron gazimin
stasyoner hali icin yaziniz.

2) Bu denklem pespese yaklagimlarla ¢éziilmek istendigi takdirde f dagilim
fonksivonunun B magnetik inditksiyonundan bagimsiz olacagini g0steriniz.

3) C = C(E, B) seklinde bilinmeyen bir vektdr verildiginde BOLTZMANN
denkleminin

f=fo+ et C. grad, f,

seklinde bir ¢dziimii haiz olmasi icin C vektdriiniin gerceklemesi gereken bagin-
tiyi yalnizca E nin lineer terimlerini géz Onlinde tutarak tesis ediniz.

4) C yi E ve B nin fonksiyonu olarak belirleyip buradan fdagiliminin ifa-
desini ¢ikarimz.

5) Klasik yaklasim gercevesi icinde kalarak (ydni kuvantum teorisinin sonucg-
larim1 goéz oniinde tutmaksizin) J akim yoZunlugunu tammlayimz. Jile E pa-
ralel olmadiklarindan o elektrik iletkenligi, B magnetik indiiksiyonunun fonksi-
siyonu olan bir tansdrdiir. Buna gore

3
Ji= Qi ouE (i=1,23)
J=1

seklinde olacaktir. Bu takdirde o; tansériinlin ifddesini tesis ediniz.
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VIi.4. Ideal bir gaz 6niine ahndiginda bunu olusturan molekiillerin en muhte-
mel  hizlarmm: v, = V2kT/m ; ortalama hizlarmn: {(v) = v = \/ 8kT/mwm

gunu gosteriniz.

VIL.S. Enerjileri € ile € -+ de arasinda bulunan molekiillerin MAXWELL-
-BOLTZMANN dagiliminin

2Tn — T
oldugunu gosteriniz.

VIL6. Bir molekiiliin yaricapt ¢ oldugunda iki molekiliin carpismas: igin o
etkin tesir kesitinin ¢ = 4nd? olacagimy gésteriniz.

VII.7. Bir molekiiliin birim hacminda n» molekiil bulunan bir gaz i¢cin de ¢ zamanz
zarfinda yapacafil carpismalarin z sayisimn, pegpese iki ¢arpisma arasinda kate-
decegi A ortalama serbest yolunun ve pespese ikl ¢arpisma arasinda gegen T orta-
fama siiresinin ifidelerini tesis ediniz.

VIL8.2) Bir gaz igindeki molekiillerden birinin ¢ zamani kadar bir siire iginde
baska bir molekiille carpigmaya maruz kalmamasi: thtimali P(¢) ise ve ayni mole-
kiiliin ¢ ve 7 -+ dt zaman araliinda bir ¢arpisma yapmasi ithtiméli de W dt ile gos-

b) Z(t)dt eger, bir molekiiliin # zamam kadar bir siire iginde hig¢ bir ¢arpisma-
ya méruz kalmakstan tile 1 -+ dt anlarn arasinda bir ¢arpismaya maruz kalmasi
ihtimali ise Z(t) dt = W.exp (——Wt)dt oldugunu ve W = 1/t olmas: gerektiini
gosteriniz. W = W(v) ise sonuglar ne sekil alir?

VI1.9.2) Bir gaz igindeki molekiillerden birinin x uzunlugu kadar bir yol iginde
baska bir molekiille carpigmaya miruz kalmamasi ihtimali P(x) ise ve ayni mole-
kiilim x ve x + dx yol araliginda bir ¢arpigma yapmasi ihtimali de W dx ile
gosterilirse P{x) = exp (— Wx) dx oldugu gosteriniz.

B) P(x)dx eper, bir molekiiliin x uzunlugu kadar bir yol boyunca hi¢ bir
carpigmaya méruz kalmaksizin x ile x + dx konumlari arasinda bir ¢arpismaya
maruz kalmasi ibtimali ise Z(x) dx = x exp (— Wx) dx oldugunu ve W = /A
olmas: gerektifini gosteriniz. A == A(v) ise sonuglar ne sekil alr?
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VIIL. BOLUM

ISI ILETIMI

(VIIL1) I1SI AKISE

Bu bsliimde birbicim (homogen) ve esyonsel (izotrop) katt cisimlerde 1s1 ile-
timinin matematikse! kurallarini, ve belirli bir kati cisimdeki 1st iletimi dolayisty-
la sicaklik dagilimini belirli sinir sartlars gergevesi icinde saptamalk icin gerekli
matematikse! ydntemlerden bazilarint inceleyecegiz.

Basit bir misal olarak bir x - eksenine dik ve dis yiizeyleri x = x; 1le x = x,
diizlemlerinden olusan bir katr cisim goz 6niine alahm. x = x; yiizeyi sibit bir
T, ve x == x, ylizeyi de sdbit bir T, < T, sicakliginda bulunsun. Gozlem ve
deney, bu takdirde, sicak yiizeyden daha soguk vyiizeye dogru bir 1s1 iletimi

///
TI Z Tz
%, 7 X,
Sekil : VIl | — Sonsuz difim seklindeki ortam. yd

oldugunu ve, birim yiizeyi birim zamanda kateden j 1s1 mikdarinin, yéni s
akim yoZunlupunun da, eger cismin Ax = X; — X, kalinlig: yeteri kadar kiiciik-
se her iki yiizey arasindaki AT = T — T, sicaklik farkiyla dogru, ve Ax kalin-
lipryla da ters orantih oldugunu gdstermektedir. Su halde

131
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— A . ‘
j= % 7:‘?2 =y K{; (VIIL1.1)
- 2 — 1 -

seklindedir. Buradaki » oranti katsayisina gdz O6niine alinan kati cismin s ilet-
kenligi katsayisi adi verilir.

Bu denel sonugtan hareketle herhangi bir katr cisimdeki 1s1 iletimine gegmek
miimkiindiir. Bu amacla katr cismin herhangi bir r = r(x, », z) noktasinda ve ¢

birbirlerine sonsuz yakin ve her birinin iizerinde sicaklifin sibit oldugu iki
essicakhik yiizeyi gbz Oniine alalim. Bunlar T(r,¢) ve T(r,t) - dT degerlerine
tekaabiil eden essicakitk yiizeyleri olsun. Bu takdirde bu iki yiizey arasinda
kalan sonsuz ince katr cisim dilimini kateden 11 mikdarini, bir 6nceki misdlde

A T dr A
[
7
s
dd' oy,
dA

Sekil : VI 2 Sekil : VIlL 3

oldugu gibi hesaplayabiliriz. A ile essicaklik yiizeylerine dik olan bir birim
vektor ve a ile de A min belirledigi apsis fizerindeki uzaklik degiskeni gosterilirse
A yoOniinde da kalinligindaki kat: cisim diliminin birim yilizeyinden birim zaman
zarfinda gecen j4 11 mikdan (VHI1.1) gore

. T—(T+dr) 4T
Ja =% da o da

(VIIL.1.2)

olacaktir.

Simdi de birim normal vektSriinli n ile gésterecegimiz ve nnin A birim
normal vektoriiyle bir 8 agist yaptigl bir d4 viizey elemanini gz 6niine alalim :
nA = cos 0. Bu takdirde d4 vi birim zaman =zarfinda kateden 1s1 mikdan,
dA4 nin T ye tekaabiil eden essicaklik yiizeyi {izerindeki dik izdiisimii olan
dA’ den aym zamanda gecen 151 mikdari kadar, yani

_ | dTr |,
JadA = = dA

olacaktir. Halbuk:
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dA’ = dA cos 0, a1 cos B — 4ar.
da dn

oldugundan dA4 yi1 n yoniinde birim zamanda kateden 1s: mikdar:

o dA == 0 ﬂ dA (VIIL.L.3)
) dn

olacaktir.

(VI 1.3) ifadesi 1s1 akim yogunlugu vektdrit diye isimlendirecegimiz ve

§(r, 1) = — x grad T(r, 1) (VILL1.4)

diye tanimlayacagimiz bir j(r, 1) vektoriiniin varlifina dellet etmektedir. (VIIL.1.4)
bagintisina binden ortaya konacak olan egsicaklik yiizeylerinin birbirlerini hig
kesmeyecekleri Asikardir. Aksi hilde cisimde ayni bir r noktasina farkli iki sicak-
hik tekaabiil ettirmek gibi abes bir sonug ortaya ¢ikmis olurdu.

Simdi bir A4 yiizeyi ile sinirlanmig kapali bir ¥ hacnunda vukuu bulabilecek
80 1s1 mikdar1 degisimini géz Oniine alalim. §Q nun, j(r, 7} nin tanim geregi, ka-
palt 4 yiizeyini kateden 1sidan ibaret olacag: agiktir. Eger 1s1 akim yogunlugu vek-
torii pozitif yonde yani V hacmimin digina dogru ise V' deki ist azaliyor; eger
i(r, t) vektorll negatif yonde ise yani F nin icine dogru ise V deki 1st artiyor de-
mektir. Buna gore 8Q ile j nin degisimleri birbirlerine ters yondedirler. Eger V'
deki 50 151 mikdar degisiminin bir 6¢ zaman arahigimda vukuu buldugu varsa-

vilirsa
80 = O 8¢ ::——ffj.dAStEmJSt
A4

yazdacaktir. Burada Jile ¥ yi gevreleyen 4 yiizeyinden birim zaman zarfinda ge-
cen 1s1 mikdar gosterilmektedir. Bu ifadeden

Q*jj i dA =0 (VIIL1.5)
A

Q:f[fqdir

oldugunu goéz Oniinde tutar da (VIIL.1.5) 1n ikinci terimine GAUSS teoremini uy-
gularsak neticede

bulunur ; eger
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(VIIL1.6)

bulunur ki bu ifide isi mikdar: korenumu kazandnu ading alir.

Ist yogunlugu ile 151 akim yogunlugu arasmdaki (VII.1.6) bagintisi, entropi-
nin tanim géz dnlinde tutularak, s = ¢/T entropi yogunlugu ile 1s1 akim yogun-
Iugu arasinda bir baginti sekline sokulabilir :

R
8 T div j = 0. (VIIL.L.7)
Ote yandan
i

. s ;
div f — mf; div j— — 5 jograd T

oldugundan bu son baginti aracith@iyla (VIIL1.7) ifadesi

s -+ div % S -7—1,? j.grad T (VIIL1.8)

sekline girer. (VIII. 1.4} tin wifinda (VIIL1.8) i¢in artik

. ) j % N
s + div "‘;]T = ‘“f}:" Igrad le = 0 (VIlllg)

yazilir.

(VINi.1.6) ifadesi ile (VHI.1.9) u karsilastirirsak j/7T nin enfrepi akim yogun-
lugu seklinde yorumlanabilecegi ve 1s1 iletiminde 1s1t mikdarinin korunmasina
karstlik, (VIIL.1.9) ifidesinin entropinin korunmadigina ve hi¢ bir zaman azal-
madigina, bilakis ancak arttigina delilet etmekte oldugu gériilmektedir.

(VHL2) 181 {LETIMIT DENKLEMI

Homogen ve izotrop bir kati cisimdeki 1s1 ifetimini ve dolayisiyla da sicaklik
dagihmini saptamay: temin eden denklemi bulmak igin ortamda r noktasin: gev-
releyen dA kapali yiizeyi ile ¢evrili bir ¢V hacmu icin 1s1 ahsg-verisi bakimindan bir
bilingo vapalim. Asikir olarak, birim zaman aralif igin, bu
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dV deki toplam 151 mikdarmdaki degisim = dJ de @retilen

VHL2.1
151 — dA dan disari cikan st ( )

dan ibaret olacaktir.

Eger k-—k(r, 1} ile birim hacimda birim zamanda iireyen 1styr temsil eden
kaynak fonksivonu gosterilirse (VHI.2.1) bildngosunun matematik ifidesi, p ile
katt cismin yogunlugunu ve c ile de 6zgil 1s1sim1 gostermek lizere,

aTir, t)

a7 dV = k(r,t)dV —§r,t).dA

gc

olacaktir. Bu ifide kat1 cismin biitin ¥ hacmu iizerinden integre edilirse

T e

olur. Bir yandan (VIII.1.4) bagintisin1 gbz Oniinde tutmak, diger yandan da bu
son ifidenin son terimini OSTROGRADSKI-GAUSS formilii aracibhgiyla bir
hacim integraline doniistiirmekie, sonunda,

fff é awm- Vv Te . 0]+ kG 0l dav =0

elde edilir. Bu esitsizligin ger¢eklesebilmesi igin de

aT(rw,_{l

vix T, )] 4 k(@x, 1) = pc 5

(VIIL.2.2)

olmasi gereklidir. Burada x == x(r) oldugu varsayitmis bulunmaktadir. Eger katt
cisim homogen ise x biitiin cisim i¢in sibit olur; éte yandan da pc/x = 1/a vaz
etmek shretiyle g6z oniine alinan katt cisim igin bir a s difiizleme katsayist
tanumbyarak (Vi1.2.2) denklemi

1 1 a7(r.,t)
2 [ I e PN
vt T(r, 1) " k(r,1) 2 57

(VIIL.2.3)

sekline girer,
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Eger ortamda yabanct bir 151 kaynag yok ise k(r, 1) = 0 dir, ve denklem de

VT, 1) = (VIIL.2.4)

olur. Buna FOURIER (1768-1830) st iletimi denklemi veyd difitzyon denkiemi adi
verilir,

Eger ortamdaki sicaklik dagilimm kararhi tse (VIH.2.3) denklemi

v T = — M"‘g) (VI11.2.5)
gibi bir POISSON (1781-1840) denklemine; ve bir de iistelik kaynak terimi yok

ise bu sefer de

v: T{r) = 0 (VIII.2.6)
gibi bir LAPLACE (1749-1827) denklemine indirgenmis olur.

Belirli bir kat: cisim verildiginde bunun igindeki sicaklik dagilimin: saptamak
siiphesiz ki yalmizea (VII1.2.2) ild (VIIL.2.6) kismi tiirevli diferansivel denklemle-
rinden gerekeni ¢6zmek degildir. Cisim igindeki gergek sicaklik dagiiiminin sap-
tanmasi ancak Ozel sinir sartlarninin verilmesiyle miimkiin olur. Bu sartlar séz
konusu diferansiyel denklemin genel ¢oziimiindek: keyfi integrasyon sibitlerini
elemeye yarariar. Bu itibarla st iletimi denkleminin ¢6ziimii igin gerekli sinir sart-
larmin Gzelliklerini incelemek vararli olacakir.

(VIIL3) IS1 ILETIMINDE LINEER SINIR SARTLARI

Is1 iletimi problemlerinde karsilagilan lineer smmr sartlanini ii¢ grupta topla-
mak miimkiindiir.

Birinci Cins Sinir Sartr. — Bu sinir sarti gbz oniine alinan cismin ry yervek-
toriiyle belirleyecegimiz A dis yiizeyi tizerindeki f(ry, #) sicakbik dagiliminin ve-
rilmis olmasindan ibarettir; yani

re€ A olmak tUzere: T = f(ry, 1) (VIIL.3. D)

olmug olmasi birinci cins stmr gartini olusturur. Eger dis yiizeydeki sicakhifin sifir
olmasi (yani T(r4, ¢ ) = 0) sarti kosulursa buna birinci cins homogen sumr sarty
adr verilir.
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ikinci Cins Sinir Sarti. — Bu sart, sicakliin dis yiizeydeki normél tiirevinin
ve dolayisiyla da 1st akiminin dis yiizey iizerindeki degerinin verilmis olmast ha-
line tekaabiil eden bir sarttir. Buna gére ve ry s6z konusu ylizeyin yervektorii ve
f(r4.t) de bu yiizey iizerindeki degerleri bilinen bir fonksiyon olmak tizere, bu
gart

rsc A olmak lizere : (%-Z:) = fltq, 1) (VIIL.3.2)
A
veya
N a7 . E ,
rsc A olmak lizere: — % (8;1) = | j(ta, 1) = — % f{ta, 1) (VIIL3.3)
j A

seklinde ifade edilir.

Esisilh (adyabatik) bir dis ylizey g6z Oniine alinirsa bu, cismin disartyla her-
hangi bir 151 alig-verisine miisaade etmeyen bir yiizey oldugundan miitekaabil sinir
sart1 da

ljcs, )} =0 — (__) = 0 (VIIL.3.4)
A4

seklinde olacaktir. (VIIL.3.4) e de essih (adyabatik) simir sarti ya da ikinci cins
homogen smur sart: ad:i verilir.

Ugiincit Cins Simr Sarti. — Bu sart ise dis ylizey lizerindeki sicaklik ile si-
cakligin normal tiirevinin lineer bir kombinezonunun verilmis olmasina tekaabiil
eder. Bu durum, f{r4, ) ile gene A dis yiizeyi lizerindeki degerleri bilinen bir fonk-
siyon gosterilerek,

rse A olmak iizere : % (—é}a%—) +aT(ra,t) = flvg, 1) (VIIL3.5)
4

seklinde ifade edilir.

Simdi Sekil: VII1.4 deki gibi bir sinir halint 6niine alahm. Kati cismin disariya
intikaal ettirdigi 1s1 mikdarinin NEWTON soguma kural denen ve konveksiyon
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yoluyla sofumada gecerli olan kural araciligryla belirlendigini yini disartya
intikaal eden 1simn dig yiizey ile disanst arasindaki sicakhik farkiyla orantili

%
7
i [N
i
7
TE T A
/
7
. Sekil : VIII. 4 - Farkh iki ortamm sumirindaki simwr
7 " sarfi hakkinda.

oldugunu varsayalim. Eger cismin disindaki sicaklik T, ise, buna gore

T |
Ja = ( %7) == a(Ty— T,) (VIIL3.6)
A

veya
% (,QZ) taTs=aT,=f
h A

yazilabileceginden buradan, (VHI.3.6) NEWTON kuralimn gegerli oldugu simir
sartlarimin {igilincit cins siur gartiarl kapsam icine diistiigii anlasilmis olur.

flrq,t) = 0 olmast halinde (VIIL.3.5) sartina iiclincii cins homogen simr
sarfi adi vernlir.

(ViIL4) ISI ILETIMINDE LINEER OLMAYAN SINIR SARTLARI

Sicaklik degisimlert cok biuiyiikse, veya ist iletkenligi katsayist sicakhgin fonk-
siyonu olarak degisiyorsa, veyahut da cisim 1s1ma yoluyla disina 1s1 iletiyorsa bu
takdirde ortaya lineer olmayan simir sartlart ¢tkar. Meseld cismin dogal konvek-
siyon yoluyla 1st intikaal ettirmesi

rqe A olmak fizere: |i(ry, )] = —x (i?{—) = a(T,— T )Y (VIII4.1)
4

A9

seklinde; ve isintm yoluyla sogumast hialinde de
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a7

r,¢ A olmak lizere: [j(ra,t) = —xn (mé;

N

) = ce (T —T/) (VIIL42)
A

seklinde, lineer olmayan smir sartlanmin kosulmasint zorunlu kilar. Bu sonuncu
sartin (VI.1.5) STEFAN kaantnuna dayandif: gérilmekiedir. (Burada o, STEFAN-
BOLTZMANN siabitini ve € da sinir ylzeyinin 1suma glictini géstermektedir).

S6z konusu sicakbklarin diisik cimalart halinde (VIU.4.1) de 5/4 iissii yeri-
ne 1 almak ¢ok bityitk hatilara vol agmaz ve bdylece lineerlestirilmis olan sinir
sarti da NEWTON kuralimi aksettiren (V111.3.6) ilddesine indirgenmis olur,

Lineer olmayan ifidelere yol agan bir baska durum da géz 6niine alinan kati
cismin 1stl ozelliklerinin r yervektdriine baglh olmamalarina mukaabil T sicakl-

p(1) «T) ﬂg%12 ==y w(TY T, 1) + k(r, 1) (Viii4.3)

denklemini uygun bir doniisiimle déniistiirerek #(7) yi y operatdriiniin digina
¢ikarmak ve meseleyi daha basit bir hile indirgemek miimkiindiir,

(VIIL.4.3) denklemi
aT , o
o(T) 1) 5 = wT) VT + v x(T). T + k (VII1.4.4)

seklinde yazilir. Fakat

ox  dx @aT dx  dn 9T 9 dx 87

ax  dT 9x ' 8y dT dy 9z  dT @z

oldugundan
dx
v uT) = = vT
yazilabileceginden (VIi1.4.3)
' AT ryory w9 2 4
oD «T) 7 =D VT - (VT)* -k (VI1.4.5)

seklinde yazihir.

doniistimit denilen
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T

U(T) = f _3‘_%&?7_1 JT (VIIL4.6)
0
0

doniisitoiind g6z 6niine alalim. Buna gore

al/ v oT dU %
e DL Ttk re—————m bf TIT e I e
at A T v ar vl %y vr
viU=y (ff. VT) S (vx.vT+ % *7T) (VIIL4.7)
%o %o
_ P ]ax 24 o2
-3 [;ﬁ: (VTP 2y T}

oldugu kolaylikla hesaplanir. (VIIL4.7) yi (VIIL.4.5) ile karsilastirarak

k1 au ]
2 —. e LD eemenae mmmnesmeen
VU = (VIIL4.8)

bulunur. ada a = o7T) seklinde sicaklifin bir fonksiyonu oldugundan (VIII.4.8)
de lineer bir ifade degildir. Fakat her ne olursa olsun (VIIL.4.8) ifadesi (VIIL.4.5)
ifidesinden gok daha basittir.

a nin 7 ile yavas degismesi halinde (VIII1.4.8) lineer addedilebilir ve, probleme
tekaabiil eden smir sartlarimn da KIRCHHOFF déniisimi arabgiyla dé-
nistirdimesi sonucu, bilinen yoéntemlerle ¢oziilebilir. Simdi (VIIL4.8) doniis-

mis denklemine kosulabilecek simir sartlarinin lineer olup olmayacaklarini
arastiralim.

Suiir sarti, f{xrs,1) ile bilinen bir fonksiyonu gdstermek iizere,

T = f{ra, 1), (VII1.4.9)

ve x min T ye bagliligi da, § bir sabiti g6stermek iizere,

W(T) = (1 + BT) %, (VIIL4.10)
seklinde olsun. Buna gére KIRCHHOFF déniisimii

T

U(T) = j‘ (I +BTYdT = T + vg T2 (VIiil.4.11)
0

olur. Bu itibarla da U(T) iizerindeki simir sarts, (VIIL4.9) ve (VIHL4.11) in 15181
altinda
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U 1) == T(6s 1)+ o [Tes, OF

= flra, 1) + % [ flra, OF = [, 1) (VIIL4.12)

seklinde olup bu, gene, sinirda dnceden verilmis bir sicakhk dagiluom seklinde kar-
stmiza cikmaktadir, Su hilde KiIRCHHOFF dénisumii, (VIiiI.4.9) sinir sarti-
nin karakterini muhafaza etmektedir.

Simdi de gene ry& 4 olmak ilizere

T) (ﬂ) = flrq, 1) (VIii.4.13)
an |

seklinde ikinci cins fakat lineer olmayan bir sinir sarti goéz 6niine alahm. (VIIL.4.7)
aracthgiyla rye 4 igin

U _ w(T) oT

- Viil4.14
on Ko ON ( )
yazilabilir. (VIIL4.13) ile (VIIL.4.14) arasinda 97/9#n elenirse
. ol .
rqed igin: %, i frea, 1) (VI 4.15)

seklinde yéani lineer ikinci cins bir sinir sart1 elde edilmig olur.

(VIiL5) ISI ILETIMI DENKLEMININ BAKISIM (S/METRI) OZELLIKLERI

Ist kaynag ihtivd etmeyen bir ortam ig¢in

seklindeki 1s1 iletimi denklemint gbz Oniine aldigimizda

X=X = —xX, y=2V =-—y, z->Z = -z

o

yani r ~» —r1 seklindeki orijine gire yamsima doniisimiinde gerek y? gerekse
a/9t diferansiyel operatOrlerinin degismeyecekler1 asikdrdir. Bu itibarla 1s1 ile-
timi denkleminin orijine gore bir yansima ddéniisiimiinde invaryant oldugu anla-
silmis olmaktadir. Bu ise, T == T'(r, 1) eger (VIII.5.1) in bir ¢Ozimi ise kezd
T# = T(—r, ) nin de gene aym denklemin bir baska ¢6ziimii olmasi demektir.

Eger ¢ —>t = —t donislimii yapilirsa, 9/9¢ diferansiyel operatériiniin bu
déniisiimde invaryant kalmamasi nedeniyle 1s1 iletimi denklemi de invaryant
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kalmaz. Yani T = T(r, t) eger (VIIL5.1) in bir ¢0ztimii ise ¢ yerine —— ¢ vazet-
mekle olusturulan 7% = T{r, —) fonksiyonu ist iletimt denkleminin ¢dztimi
olamaz. Bu sonug ise sy iletiminin zaman orijinine nazaran fersinir bir siire¢ ol-
madigim gostermektedir.

Buna karsihik, r, ve 1, sAbit biiyiikliikkler olmak iizere,
r—=r =r—r,, (=1 =11

seklinde genel bir ételeme déniisiimii yapilirsa bdyle bir déniisiimiin gerek v* yi
gerckse 9/dt yi invaryant birakmasi dolayistyla (V111.5.1) denkiemi de invaryant
kalir. Buna binden de, T = T{r,t} fonksiyonu (VIIL.5.1) denkleminin bir ¢dzii-
mii ise 7% = T(x-—1x,,t —1,) da aym denkiemin bir baska ¢dziimi olur.

Ayrica suna da dikkat etmek gerekir ki, ist iletimi denklemi lineer bir diferan-
siyel denklem oldugundan, T, ve T, efer bu denklemin iki Ozel ¢dziimil ise-
ler a, ve a, iki keyfi sdbit olmak iizere, bunlarin @ T; 4 a, T, scklindeki
lineer bir kombinezonu da is1 iletimi denkleminin bir ¢ézimi olur.

Simdi eger 7y ile keyfi bir sdbiti gostererek
T(r ) f) — T*(r y )‘) i T(F . f) -4~ TO

seklinde bir déntisiim yapilirsa T*(r, t) nin de 1st iletimi denklemini gergekleyeceg
asikardir ; yvani st iletimi denklemi sicakhik dlcegine bagh degildir.

(VIIL6) ISI ILETIMI DENKLEMININ COZUMUNUN TEKLIGI

(VI11.5.1) seklindeki, kaynak terimsiz 1s1 iletimi denkleminin

esisih (adyabatik) sinir sarti altinda Ty(r, 1) ve Ty(xr,t) diye farkh iki ¢6zimi
bulundugunu varsayahm. Buna goOre

Ply Al a7, 2 — _J aTz
vl = o ar v = a ar _
(VIIL6.1)
oT, aT,
p. 8}1 e 0 . i m—' = 0

bagintilart gecerli olacaktir. Simdi

@ — Tl i“ TZ
vazedilirse, (VI11.6.1) den
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90

20 — Y™ v

- - . ®,
a Jdt on

olacagi kolayhkla goriiliir. Bu, bize, 1s1 sletimi denkleminin farklt iki ¢dziimiiniin
toplaminin ya da farkinin eststl sinir sartt altinda gene ayni denklemin bir ¢ézi-

mit oldugunu gostermektedir.
Simdi homogen olmayan

aT
raEA, % (mé—g)a == f(ra, 1)

seklindeki ikinci cins simir sartt alinda 7 ve 7% nin hem (VIiL.5.1) 1s1 iletim denk-
lemini ve hem de bu sarti gergekleyen iki farkh ¢dziim olduklarini varsayalim.

Buna gore
N A
o ar Y
: (VIiL6.2)
L
an ’ an

bagintilari gegerli olmahidir. Bu itibarla da

®@=T7 +7, kin: 6 = -(—1; 88(:) ve % 9_"?_ = 2f

.
@ == 7,—T7, Kin: ¢O = Hé--- %? ve % '-Qw =0

olacagr kolaylikla saptanir. Su hilde %(37/dn) = f siur sartt altinda

V2T = (1/a) (87/01) denkleminin ¢dziimleri olan 7, ve T, nin farki gene ayni
problemin bir ¢dztimii olmayip aym denklemin esisihi simir sarts altindaki
¢Oziimidir.

T = T, T, vazedildigine gbre 7, = T -} T, de vyazlabilir. Burada

T, ve T,
oTy _ oy _
* on =/, on =/
homogen olmayan ve T de
ar
*an =0

homogen ikinci cins siur sartlaring gergekleyen, isi ilettmi denklemi ¢bziimleridir.
Ty = T+ T, ¢dziimil ise, 1s1 iletimi denkleminin homogen olmayan ikinci cins
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simir sarti altindaki bir ¢oziimiiniin aym sinmir sartt altinda denklemin bir ¢6ziimi
olan T, ye homogen ikinci cins sinir sartt altinda aymi denklemi gergekleyen 7T
¢cHziimiiniin ilavesiyle elde ediliyor demektir. Buna gdre, 1s1 iletimi denkleminin
homogen olmayan sinir sarti altindaki bir 6zel ¢oziimiine denklemin homogen
sitar sartt altindaki genel ¢ozitmiinii ilave etmek kafidir.

Simdi bu ozellikten yararlanarak belirli baslangig ve sinir sartlan altinda is1
iletimi probleminin 151 iletimi denklemi aracilifiyla tek bir sekilde belirlendigini
ve birbirlerinden bagimsiz 7T, ve T, diye iki ayn ¢6ziimiin olamiyacafim gos-
terecegiz.

Bunun igin 7} # 7, olmak izere

. T (x, 1) _ N aT,(x, 1)

o - fir,t) ., TR = flr,1) (VI.6.3)
sinir sartlari ve
t=0 igin : T, = F(xr) ve T, = F(x) (Viil.6.4)
baslangic sartiart altinda
P, = LT
(ViIL6.5)
Vsz(r L) = Jw fl&g}*ﬂ

oldugunu varsayalim. Buradan
T = T] - TI 7= 0

olmak lizere T ile ilgili st iletimi denklemi ile simir ve baslangic sartlarinin

I aT(r,t) aT(r,t)
2 . Y A e 2R
V T(r 3 I) o G, a[ » X an

0, T.,t)y=0 (VIIL6.6)
oldugu kolayca saptamur. Yani 7, — T, = T sicaklik farky, % (97/0n) = 0 ikinci
cins homogen stmir sartt ve, 7 =0 baslangic a4ninda sicakhifin sifir oldugunu
beyin eden 7(r,0) = O baslangic sart1 altinda

27 I 9T

denklemini ger¢eklestirmektedir.

Simdi i¢inde vukuu bulan st iletimini inceledigimiz A kapalr dig ylzeyli ve
¥V hacimlt bir ortam géz Oniine alalim. A nin birim normal vekt&rii n ise bu
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takdirde ¥ bolgesinde tanimlanmis olan bir § vektorii i¢in, OST. ROGRADSKI-
GAUSS formiliine gore,

[ [ f div E dV = j; f £ . ndA (VIIL6.7)

Gene ¥V de ¢ ve ¢ gibi siirekli iki fonksiyon

olur.

E=ogrady =ovy

olacak sckilde tantmlanmuis olsun. (VIIL.6.7) teoremi uyarinca

/[f div(cpgrad\p)def[cp%%?dA
S -

/[y/ V(e vl) dV = /];/ ve . v dV -+ U‘J 0. v v
= jf *(grad g . grad ) dV -+ /ffq"vz‘l’ 4V
v ) ¥V

veya

olur. Su hilde

ffV]‘q’.VZQJ dv + f j,: f (grad 9) . (grad §) dV = /A j 0 %‘g_ 24 | (VIILe.s)

olur. Bu genel formiilii tesis ettikten sonra simdi de

o = -%? ve b—aT (VIIL6.9)

vazedelim. ¢2T == (1/o) 87/o¢ oldugunu da goz Sénitnde tutarak (VIIL6.8) 1
(VIIL6.9) biiyiikliikleri cinsinden yazarsak

f 9T (1 AT aT [ AT arT
of f 1 of 4+ o7y Vo g4 ot
fjf“ az(a az)d“”fffv(ar)v{”)d “‘/ or an
Vv ¥ A

(VII1.6.10)

bulunur. Halbuki (V111.6.6) daki siir sarti dolaysiyla A izerinde 8T/on =90
oldugundan (VIIL6.10) ifidesinde A izerinden alinmig olan integral sifir olur.

Geriye kalan ifade ise
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[ Vo

9T \? y 827 aT " *T T | 9°T 87T ) .,
fff(”ﬁi”) dV'”fff%axaz ax ' 3ydr 3y | dzdt 9z V=
v v

(VIIL6.11)

dan ibarettir. Halbuki

axat ax 2 d¢

T 8T 1 3 (aT
ax)

yazilabildiginden

(o A () + oo

olur; veyahut da bu ifadenin ¢’ ye gdre O ile 7 arasinda integralini alip ¢ = 0
icin T == 0 oldugu sartin1 da g6z Oniinde tutacak olursak

sfdt' ijf(gt ) v _fff[( ) (%f_) +(%§)2]";T1V=0

0

IIV

bulunur. Halbuki bu ifadedeki her iki integralin integrantiar: negatif ifadeler de-
gildir. Bu pozitif-definit bagintinin gergeklesebilmesi igin yegine olanagin ise

9T _ aT _ aT _ aT
MR T P T

oldugu asikardir. Bu ise 7 fonksiyonunun ¥V bdigesinde mutlak bir sibit olmas:
gerektigine delalet eder. Ancak ¢+ = 0 igin T == 0 oldugundan bu sibit de ancak
sifir olabilir. Su hilde

dir; vani
veeV, vie[0,00] > Ti(r,t) = Ty, 1)

dir. Bu ise géz Oniine alinan gartlar altinda is1 iletimi denkleminin ¢6ziimiiniin tek
olmasi demektir.

(VIIL.7) GREEN FONKSIYONU

Z ile, r yervektOriiniin bilesenlerine ve ¢ ye gore en ¢ok ikinci mertebeden
kismi tiirevler ihtivA eden bir lineer diferansiyel operator gosterelim. Bu takdirde,
ve B da bir sibit olmak iizere,
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DeT(x,1)=PBk@,1) (VIIL7.1)

seklinde, homogen olmayan bir kismi tiirevli diferansiyel denklemin ¢6zimiiniin,
(VIIL7.1) e tekaabiil eden homogen denklem

Dah(r,1)=20 (V1il.7.2)
olmak ve kezd G(r,¢', 1t —1') ile de
D * Gr,x', t — ) =8 — 1) &1 —1) (VII1.7.3)

denkleminin ¢oziimiinii gdstermek tizere,

T(r, 1) = h(r , 1) + f dt’ f f BA(, 1) G(r, v, t —1)d% | (VIIL7.4)

oldugu kolaylikla gosterilir. Bu son ifadenin (VIIE7.1) kismi tiirevii diferansiyel
denklemini gercekten de gergekledigini gdstermek icin bunun her iki yanina da
@ diferansiyel operatdriinii uygulayalm. £ nin ancak r ve fye etkimesi
nedeniyle

GxT(x,ty= D*hx,t) -+ j dt’ fffﬁ k(x',1') @ =G, ¥, t—1") d*’

ve (VIIL7.1), (VIIL7.2) ve (VIIL.7.3) gbz 6niinde tutuldugunda da

B k(e 1) = 0-F j 5(t — 1) d’ [f B k(', 1) 8(r — ') d°r

mfﬁ ke, 1) § (1 — ') dt' = B . k(x, 1)

bulunur. Bu sonug (VII.7.4) in (VIIL7.1) in gergekten de ¢oziimii oldugunu
gostermektedir. (VIIL.7.3) ile tanimlanan G(r, v', # — ') fonksiyonuna (VIIL.7.1)
diferansiyel denklemine tekaabiil eden GREEN fonksiyonu adi verilir.

(VI1L.7.4) ifadesi bize, homogen olmayan bir lineer diferansiyel denklemin
[ve bu arada meseld (VIIL.2.3) sekliyle kaypak terimli s iletimi denkleminin]
genel ¢oziimiiniin, bu denkleme tekaabiil eden homogen denklemin ¢oziimiine, denk-
min saj yanmn, miitekaabil GREEN fonksiyonu ile ¢arpimmn denklemin sag yani-
nin tamm bolgesi iizerindeki integralinin eklenmesiyle elde ediiecegini gostermektedir.

Isi iletimi denkleminin GREEN fonksiyonu

aG, v, t —1)
dat

—a G, t— 1) = 8(r —x) o(t — t') (VI1.7.5)




148 % 18y fLeTIMI

denklemiyle belirlenecegine gbre bunun ¢dziimi olan G(r,r', r—t'), demek ki,
r=r" noktasinda t=¢" dninda ani olarak parlayip sénmek siiretiyle ortaya ¢ikan
birim siddetteki bir 1s1 kaynagimin etkisi altinda g6z dniine alinan bolgedeki sicak-
Ik alamimi belirtmektedir.

(VIIL.8) GREEN FONKSIYONUNUN ONEMLI BiR OZELLIGI: KARSITLIK
TEOREMI

Eger belirli bir sinir sartina bagh bir diferansiyel denkleme tekaabiil eden
GREEN fonksiyonunu hesaplamak gerekirse G(r, r', t—t"), daima, miitekaabil
homogen sinir sartini ve 7<<t’ igin G(r, r’, +—1t') = 0 bagslangi¢ sartim gercekle-
yecek sekilde tayin edilir.

Bu itibarla, mesela, B = [/pc olmak {izere

B—ggfil — a *T(x, 1) = B . k(r, 1) (VIIL8.1)
151 iletimi denklemini
oT '
.4 (m‘) -+ a [T(l', f)] = !:f(i', t)] (VII[82)
he o
sInIr ve
T(r,0) = F(r) (VIIL.8.3)

baslangi¢ sart: altinda ¢6zmek isteyelim. Bu takdirde problemin GREEN fonksi-
yonu da

aG(r, X', t — 1)

— a VG, ¥, 1 — 1) = 8t — ') §(t — ') (VIIL.8.4)

ot
denkleminin
9G )
4 (waen»)rm —-q [G:Ir=r = 0 (VIIL8.5)
A A
1>t 1>
sy, ve
t<2t igin G w0 (VIIL.8.6)

baglangic sartlari altindaki c¢oziimii ile verilecektir.

Simdi (VIIL.8.4) denklemini ¢ ve ¢’ degiskenlerinin isimlerini degis-tokus
ederek yazalim ; buna gére ¢’ > ¢ igin :
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oG, ' t' —1)
ar’

—a G, v, 1 —1) = 8(r—r) b —r) (VIL3T)

olur. Simdi de ' — — ¢ ve {-» — ' donusiimlerini yaparak (VIII.8.7) yi yeni-
den vazalim; bu déniisimde 9/9¢" —» — 9/d¢ olacagindan
oG(r, v, " —t)

o : > —a VZG(T, v, — 1) = 8(1« — 1) 8(1" — 1} (V1iL.8.8)

olur. Ote yandan (VIIL.8.4) de v’ —> " ve ¢ ~> 1" donisiimii yapilusa bu sefer
de ¢t > t¥ igin
aG(r, ", 1 —17)
ot

—a G, ", t—1t") = §(r —1") 6(r — ")  (VIIL.8.9)

bulunur. Simdi (VIII8.8)i &' = G(r,r",t—1t") ile ve (VIIL89) u da
G' = G(r, r', t' — ) ile ¢arpip berikini sonuncudan ¢ikardiktan sonra bu ifadeyi
bir yandan r ye gore tamm bolgesi iizerinden, diger yandan da ¢ ye gore ¢’
degerinin altindan (ydni € sonsuz kiigiik pozitif bir biiyiliklik olmak tzere
t* — e dan) ¢ degerinin ustiine (yini ¢ -} € a) kadar integre edersek

fffd3 f}eaéf + aar %dr+af/fd3rj(G” VG — G’ v*G") dt
v s i
. j:/fcﬂ f 3G(r v, 1) §(r—1*) §(t—t") — G(x, ¥’ t—17) §(r—1") §(+—1") ¢ d

olur. Bu ifideye GREEN integral formiilii uygulanirsa

(o oo ool

tH—e
e
da / dr ffSG(r e, t—1") SG(r ', t'—t) G, (1) aGr, gérﬁr)
l”vt
= G, ', t'—t") — G, 1", t'—17)" (VIILS.10)

elde edilir. Halbuki son ifadede soldaki ilk terim sifirdir; ¢linkii & fonksiyonu,
tekaabiil eden baslangig sartimn tanimmu gere§i limitlerde sifir olacaktir; yani
t'>ticin G’ = 0 ve t* > 1 i¢in G" = 0 dir. Ote yandan soldaki ikinci terim de
A yiizeyi lizerinde yani r == r4 igin (VIIL8.5) sinir sart1 dolayisiyla sifir olur ; zird
kolayca goriilecegl lizere



150 % 181 fieTimi

oG(r, ', t'—1)

G, ', t—1t") P

e Glr, v, 1 1)

aG(r, x", 1—1") §
on -

= m}-ca- G, t*, t—t") G(r, ¢, 1'—1) — % G, v, ' —1) G, ¥, t—1t") = 0

dir. Su haide (V1IL.8.10) un sag yan: da Szdes olarak sifir olur; ve dolayisiyla da

GG, vt —1") = G(r', ¥, 1 —1") I (VIIL8.11)

oldugu saptannus olur. Bu sonug (VIIL.8.1) 1si iletimi denklemine tekaabiil eden
GREEN fonksiyonunun uzay degiskenlerine nazaran simetrik (bakigimh} oldugu-
nu gostermektedir. Bu 6zellik, fiziksel bakimdan, ist iletiminin vukuu buidugu
ortamin herhangi bir ¥’ noktasindaki noktasal ve birim siddetteki bir kaynagin
bir r" noktasinda gézlenen etkisinin, ayni kaynagm 1’ noktasinda olmas: halin-
de r’ noktasinda goézlenecek olan etkisinin aym olacagi seklinde yorumlanir.

(VIIL.8.11) ifadesi GREEN fonksiyonun kargithik teoremi diye bilinmektedir.

(VIIL9) ISI ILETIMI DENKLEMININ FORMEL COZUMU

Bu paragrafta 1s1 iletimit denkleminin genel ¢6ziimiiniin formel olarak GREEN
fonksiyonu aracihigityla nasil insd edilebilecegini gosterecegiz. Buna gdre

rse A ve t'> 0 igin, ve

% [aﬁz(;;rl] ,lr a [T{r” I')} == f([‘A', f’) (Viiigl)
- gr =—r’1 r":r:l
sinir gartl altinda
T, t" 1
9 (aft’, DA T, 1) = — k', 1) (VII1.9.2)

181 iletimi denklemini g6z Oniine alallm. Buna tekaabill eden GREEN fonk-
siyonu ise

aG(x', r, t—1')
of

— a G, b, 1) = §(r'1) 8(-—1') (Vil1.9.3)

denkleminin ¢éziimiidiir, Burada t'— —1t ve (— — 1" doéniisiimlerini yapip
buna gére 9/3f~> — g/dt" oldugunu da gdz Oniinde tutarak (VIIL.9.3) ifadesi
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G, r, 1—1')
— 57

—a Y2, ¥, t—t') = 8(r'—r) 6(t—1’) (V1IL.9.4)

olur. Buna tekaabiil eden simir garti

=T

y [BG(r,r, I_t)]

L an , lG(r’, ¥, i1 ’)]r-x,;g =0 (VIIL9.5)

A

dir ; ayrica baslangic sartlan da

T, 0) = T(r') i

(V1i1.9.6)
<0 i¢in: G, rt—1t) =0

dir.
Simdi (VIIL.9.2) yi G(t', r, t—t') ile, (VIIL.9.4) ii de T(x', ¢') ile ¢carpip sonun-

cu ifadeyi ilkinden ¢ikardiktan sonra r’ ler iizerinden ve bir de +' = 0 dan

(e > 0) ve sonsuz kiigiik bir bityiiklik olmak iizere) t' = ¢ + € a kadar integre
edelim:

t+e

t+e
mfdt./’/f((?—v—%—'f-——-—)d“m j dr' %
X f ‘(Tv’sz—Gv'zT)d%'
/]
t+e ’ . 1 o ’ ’ ’
::fdt jff—x-k(r,t)(}(r,r,tmt)d-"r—
0 %
t+e
-—j dr fff T, t') §(r'—x) 8(e—1") d’r.
0 v

Burada sol yandaki ikinci terime GREEN integral formiiliinii uygulamak stire-
tiyle de

ey o[-t
— ET j?cdt' j f f k(r', 1) G(t', ¥, t—t") &' - TT(x, 1)
Y] 14

bulunur. Buradan ise
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dr’ —

- ==t e
G, 1, t—t"). T(x', I')]

=0

e — — -
co-—[f]
Hrah' f[ (', 1) ——-G(r v, t—t"y — G(r', 1, z-_z)aT(r t)gdA -

iz
1 = g
b [ [ [ [ ke e
0 Ty

elde edilir. &~ 0 yaparak ve limitte sagdaki ilk terimdeki integrantun st

limitte (VIL9.6) ya gore sifir olacagimi kaydedip karsithk teoreminden de
yararlanarak

T, 1) = f'fajv To(r") G(r, v, 1)y d’r ~—-f dt’

aT(r', 1) .
[j G(r, ', t— [ on aT({', t )] dA -+ (VIILS.7)

!
L e e
_J:cj d”j /,/ k(r', 1)y G(r, ', t—t') d°c’
0 Ty

ifadesi bulunur. Bu ifideye dikkat edilirse, ortamda belirli bir ¥ noktasinda belirl:
bir ¢ Anmndaki 7(r, 1) sicakhigimin, ii¢ etkenin aynt ¢ dninda r noktasinda zuhur
eden ortak etkilerinin katkisiyla olustugu derhal goriiliir. Gergekten de bu ifade-
nin sag yamndaki birinci terim g6z Oniine alinan yer ve indaki sicaklifa
baslangig sartinin katkisiny; ikinci terim sur gartimin katkisini ve son terim de or-
tamdaki yabane 1s1 kaynaginin katkisim yansitmaktadir. Burada ilging olan husus
her ii¢ katkinin da GREEN fonksiyonu araciligiyla ifadde edilebilmis olmasidir.

Eger: 1) géz Ontine alinan isi iletimi problemi ortamda stasyoner yini za-
mana bagh olmayan bir sicakhik dagilimi ile ilgili ise; ve iistelik de: 2} ortamin
simrinda sicaklik sabit ise, ve kezd: 3) ortamda yabanci bir 1st kaynagi yok ise,
bu takdirde (VII1.9.7) ifadest yalnizca

() = / j f T,(r') Gr, ') &t (VIIL9.8)

den ibaret olur.
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(VIIL10) ISI iLETiMi DENKLEMININ COZUMUNE VE GREEN FONKSI-
YONUNA ORNEKLER

Bu paragrafta isi iletimi denkleminin bazi ¢cok basit haller i¢in ¢Oziimiine ve
GREEN fonksiyonuna dair &rnekler vererek gesitli matematik ¢dzlim yOntemle-
rine deginmek istiyoruz.

1. Once Sekil: VIIL5 deki gibi yabanci is1 kaynaksiz bir ortam igin

£
H 0
Sekil : Vill. 5 Tek boyutluy sonsuz dilim seklinde o N .
ortam.
Prx.n) 1 9T 1)
x> o ot
161 iletimi denklemini,
T, 1) =
T
(@>0), « (9) ba. (Ther=0
ax x=I
sinIr ve,
T(x,0) = f(x)
baslangig sartlari altinda ¢ozecegiz.
x = L deki siir sart, j= —x.37/dx in x= L de disaridan ortama in-

tikaal eden 1s1 akmmimi gosterdigi goéz oniinde tutularak,
ol .
x| — = —q. (Dyer = = a8 A=
( 9% )x——q ()=t J L

seklinde yazitabilir. Bu ise, ortamin x = L simir yiizeyinden disartya T(L, 1) ile
orantili olarak 1s1 kaybetmesi demektir.
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Is1 iletimi denklemini ¢6zebilmek icin degisken ayrisimi yonetimini uygulayip
T(x, t) = E(x) . =(t) vazedelim. Buna gore ve — A? ile de ayrisim sibitini gdster-
mek iizere

1 4% 1 dt

. e - 2
Edy? gt dr A

olur. Ayrisim sabitinin negatif bir sayl olmasinin fiziksel bir anlami vardir. Bunu
gormek i¢in yukaridaki denklemden

2
jxé 4+ AE =0, =x(t) ~ exp(—ar?i)

ifadelerinin ¢ikariddigma dikkat edelim. Eger ayrisim sidbiti ~—— A? < 0 olmayip
da A% > 0 olsaydi, t(z) ~ exp (aA?t) olacak ve bu, vazolunmus olan sinr sar-
tina gore x = L de ortam 1s1 kaybetmekle beraber ¢ arttik¢a her yerde sicakli-
gin da artmasma ve 7 —> oo igin T —» co olmasina deldlet edecekti, Su halde,
bdyle bir anlamsiziiga yol agmamak i¢in ayrisim sabitinin negatif segilmis olmasi
bir zorunluluktur.

E == E(x)in gercekledigi denklem bir lineer harmonik osilatdér denklemi
oldugundan, A4 ve B ile iki integrasyon parametresini goéstererek, bunun
¢bzimu

E(x) == A cos Ax -+ Bsin Ax
olup E(0) = 4 = 0 ve E(x) == B sin Ax olur. Ikinci smir sartindan da

% h[cosh X]gey, + asin h x]cey =0

veya

wh
tg WL = — -

bagintist elde edilir. Buna karakteristik denklem adi verilir ve bunu gercekleyen
v =0, 1, 2,... olmak lizere, sonsuz adet A, OSzdeferinin var oldufu gdsterilir.
Buna gore problemin &zfonksiyonlan

d’E,

i ME, =0 = E(x) = B,sin Ax,

ve dolayisiyla
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T (x, 1) = E(x) t(t) ~ e Fsin hox

seklindedir. Su halde aranan genel ¢6ziim butiin bu 6zcl ¢éziimlerin lineer bir
kombinezonu olacaktir:

T(x,0) = 3, Ay Tix, 1) = 3 A, & sindx.

y=0 v==0

Buradan, baslangi¢ sartinin da

T(x,0) = ) A,sin by = f(x)

y==0

seklinde ifade olunabilecegi sonucu ¢ikar, Ote yandan 1si iletimi denklemi STURM-
LIOUVILLE denklemi tipinde bir diferansiyel denklem oldugundan bunun &z-
fonksiyoniar: da, bundan 6&tiirii, dik bir fonksiyon ailest olustururlar. Bu 6zellik
dolayisiyla son ifideden A, katsaydarinin degerlerinin

L
f J(x") sin Ax" dy’
A, = 2

L

f sin? A,x’" dx’

0

oldugu kolayhkia hesaplanir ve neticede simir ve baslangig sartlar: altinda prob-
lemin genel ¢dziimii olarak

( L
f f(x') sin Ax" dx’
oQ
T(x,t) = z 0 7 e isin A, x
0 f sin? A,x’" dx’
0

ifadesi elde edilmis olur.

2. Simdi gene sekil: VIII.4 deki gibi L kalmhginda tek boyutiu sonsuz bir
dilim seklinde bir ortam goéz Oniine alalim. x=0 ve x==L sinir yiizeylerinde sicak-
lik sifirda muhafaza edilsin. Fakat buna karsilik ortamda
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X

k(x) = @ .sin L

seklinde siirekli bir sicakhik kayna@ bulunsun. Bu takdirde ortamdaki sicaklik
dagilimini tesbit etmek istiyoruz.

Sicaklik dagilim stasyoner olduguna gore 1s1 iletim denklemi yukarnida ifa-
desi veriimis olan k(x) kaynak fonksiyonunun da katkisiyla

ST 1,
———————dxz - f;c k()\) = 0

seklindedir. C, ve C, iki mtegrasyon parametrest olmak lizere,

d*T(x) Q . 7x
& T T
nin genel ¢éziimii ise
Lr . 7x
T()Q_M'E "%Clx"%c

seklindedir. Suur sartlar1t 7(0) = O = C, ve T(L) = 0 = C, verir. Su hédlde
problemimizin genel ¢&ziimii

Q L X
T(x) — 2 2 gin =
() % T sin L

den ibiret olur. Ayni sonucu simdi GREEN fonksiyonu yontemiyle tekrar bul-
maya ¢alisalim. Bunun igin [0, L] kapali arahi@ginda G(x, x") GREEN fonksiyonu-
nun uygun bir dik fonksiyonlar ailesi aracilifiyla gosteriliminin

G(x, x') = ): A(x') sin ‘ig-\ (VIIL10/2.1)
=0

seklindeki bir agilim olacagina dikkati ¢ekelim. Bu ifade, goriildigi ve gerektigi
gibi stnirlarda sifir olmaktadir. Gte yandan GREEN fonksiyonu, tanimi geredi.

2 . ’
ig%%ﬁ” = 8(x —x') (VIIL.10/2.2)

denklemini gergekleyecektir. Simdi §(x — x") DIRAC distribiisyonunun ayni
[0, L] kapali aralifinda seri seklindeki gdsterilist igin
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Bx—x) = 3, Dx) sin 7 x

y=_

yazilirsa her iki yani da sin (un/L)x ile carpip s6z konusu aralik iizerinden
integre ederek

v=0

L [

T S(—’) sin P — Ysin o o sin P L
‘/ &6(x—x") sin X dx = f Z Dy(x"} sin 7 X s dax
0 0

yani

. bmo . L

S ——x" = D, (x7) 5
bulunur. Buradan D,(x') niin degeri cekilip de §(x——x') niin ifadesinde yerine
konursa &(x—x") niin gosterilisi olarak

fee]

2 . .
S(x—x') = 3 (T sin L‘;x') sin —‘:‘Z’"—.x- (VIIL.10/2.3)

p==0

bulunur. Buna gore (VIIL.10/2.1) ve (VIIL.10/2.3) ifadeleri (VII1.10/2.2) ye vaz-
edilecek olursa G(x, x) GREEN fonksiyonunun (VIII.10/2.1) agihmindaki bi-
linmeyen A4,{x") acilim katsayilar: kolayca tesbit olunur.

w( ,vz'rcz.wt.__m2_v1t,.w:
\EOZM A[x") T Sin X (= 20 g sin X’ sin —ox

veya

- Ve 2 . vy, ) . vk
EOEMA.,(JC) 73 -—~—L—sm X %sm ~—L~wx~"——0

olur. Bu ifadenin gergeklesmesi ancak parantez igindeki katsayilann tiimiiniin
Ozdes olarak sifir olmasiyla miimkindiir. Su halde A4,(x") i¢in

ve neticede de G(x, X'}y GREEN fonksivonu igin de

- 2L . .
G(x, x') = Z (_VTfrfism vznx' )Sm \%x’

v=={)

butunyr. Ote yandan
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L

T(x) = A(x) | f (-~ -32~ k(x’)) G(x, x") dx’
0

dir. Burada A(x) ile problemimizin 1si iletim denklemine tekaabiil eden homogen
denklemin vazolunan sinir sartlarn altindaki ¢dzimii gésterilmektedir. Oysa ki

d?h(
d’g) =0 = hx)=Cx+ G
den x=0 ve x =L i¢in A(x) = 0 olmak gerektifinden C, = C, = 0, yam
h(x) = 0 bulunur. Buna gore
L
T(x) == — f ﬁ-}m k(x") G(x, X"y dx' ==
)
s
IR Y A U 2L VR
-~ ! (Q sin 3 )( o L Qd\ =
0‘ v=={) !

oldugu bulunur ki bu da standart yolla yukarida elde edilmis olan ifadenin
aymidir.

3. Simdi Sekil : VIILG daki gibi L x M boyutlanndaki dikdértgen bir
levhada

M

x Sekil : VIIL. 6 — L <M boyutlarin haiz dikdortgen
o fevhada s iletimi.

i

i
aT\
(a)_ =0

ar
9% /o

T(x,0,t) = T(x, M, 1) =0
simir sartlart ve
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T(-xv »s {)) = f(.\’ » y)

baslangi¢ sart1 altinda teessiis eden sicaklik dagilimim hesaplamak istiyoruz.

Degiskenlerin ayrisimi ydntemini uygularsak

vazetmek siiretiyle

a:T N *T I aT
e -

9)* o at
1st iletimi denklemi

d’g
kd L
sekline girer. Her iki yani Ent ile bolerek

] d2§ 1 d’n 1d
Edxt ' o 4P ar dt

veya
L d®n  ldt - 1 d% N _
i iy o T e — VIIL106/3.1
n dy* ot dt E dx? ( /31
yazilir. — A? ayrigrm sabitidir. Buradan

2
‘;24_12;1 -0 > 7(y) = Acosky - Bsiniy

bulunur. Simmir sartlan ise

= T(x,0,1) 10) = 0 = 4
o
0= T(x, M, 1) WM)=0= BsinAy —>{ AM = nn

yani n =0, 1, 2,... olmak iizere

ni

ye

nn(y) = Bﬂ Sl ::;c d

olur. (VIIL.10/3.1) den ayrica
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1 d% 1 dv | 2 )
Tl ara TP

vazilir. p2 ikinci ayrisgim sabitidir. Buna gore de

e | _
dx’iz 4 g =0 > Ex) = Csinpx -+ Dcospx,

fakat sumir sartlanindan Otiicil

o7
0 =|—
(ax )-\"T—“-O

-
0¥ Jp

i

uC = C=20 (b = 0)

fi

l Cp cos ux — Dy, sin px] = [ Dy sin p.x]

. ookl

xuz=],

Il

I D!’j’ SIl’l u[t ""9‘ p.L foovmaind ]fn"]’?;

mim
B = 7

ve

mn
E (x)== D, cos 5 X

olur. Diger taraftan da

1 dv it ot
R o T lnz JE—— I“Lniz T e S ! )
ot di M L
oldugundan
g it | )
Tinn(t) = an exp ?-— a ( LZ e M}, I

seklindedir. Buna gore

T, 0 1) = 30 Y a £ () 1,00 7,00

izl gl
o0 [ n]
z 2 mnrx . ARY \ , fm* it , /
wm ) A, COS ~——— SIN exp |~ ant ey b o
m L M p( Lz Mz \
m=0 n==0 .

olur. a,, katsayilarmn degerlerini tesbit etmek i¢in de bagslangic sartindan
faydalanacagiz.
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T(x,y,0) == f(x,yp z 2 a, X sin Ty

M
m=0 =0

oldugundan her iki tarafi da cos (m'n x/L) sin (n'm y/M) ile carpip integre
ederek

M L

* 3 o omTrx . nmy LM
j jv S{x, y) cos 7 Sin Y; dx dy = yrye —

0

ve dolayisiyla da

nty

ML
4 vy mnx’ |
amn:—"mjjf(x',y’) Cos IX sin — dx" dy’
0 0

bulunur. Buna gore de

M L

® el oo ¥
mix T X
T.«-., J, ponal & . >/\
(x, 3, 1) fj}Z Zcos 7 C0s —
¢ 0 D= p==)

.o nmY . amy m* n? b e e

> sin A ST eXp {m o’ (Zz + ‘1’1_1"2) t] gf(x L ¥y dx dy
bulunur ki bu ifidenin

I M
T(x,y,t) = j / Glx, x5 v, 30 8) X,y Y dy dy
o 0

seklinde olduguna da dikkati gekelim. Gergekten de dogrudan dogruya hesap
yapilacak olursa gbéz Oniine alinmg olan 1st iletimi problemine tekaabili eden
GREEN fonksiyonunun

R o0 I 1 B
\ mux mREXY . AWY | HTY
G(x,x"; v,y = 2 Z (cos 7 cos 7 sin 57 sin 7] v

ifddesiyle verildigi saptanir.
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4. Sonsuz bir ortamda orijinde 1'=0 aninda bulunan bir noktasal st kaynagi
gdz Online alip buna tekaabiill eden GREEN fonksiyonunu saptamak 1stlyoroz
Bu, su halde, (VIIL.7.5) e gbre

22— a6 = 8 800
denkleminin ¢oziimii olacaktir. Bu denklemin, uzay degiskenlerine gbre FOU-
RIER ve zaman degiskenine gére de LAPLACE doénusmiisiinii alir da G nin bu
sartlar altinda d6niismiisiindt G,(k , s) ile gosterirsek

veyi

1 1
(21)* s + ak?

Gk, s) =
olacagi bulunur. Bunun ters LAPLACE donigmiisi G (k, ¢) ise bunun

| ek
Gk, 1) == any e

oldugu kolaylikla hesaplanir. Bu ifadeye de ters FOURIER déniisimii uygula-
nirsa neticede G{(r, ) GREEN fonksiyonu igin

1 o i
G(I’ : f) _ _(2?)3_ /:/:/' em:zk~t erk.r 4k

olur. Buradaki integrali hesaplayabilmek igin [k, k,, k;] dik eksen takimn:
olusturan eksenlerden kA, ii r nin dogrultusunda segelim. Kutupsal koordinat-
lar goz Oniine alindifinda k ile r arasindaki a¢i, aslinda k yervektorii ile
ks-ckseni arasindaki € zenit agist olur. @ == cos 0 vazedilirse &’k elemanter
hacmi da

d’k = k2 sin 0 dk d0 dp = k2 dk dp do

dir. Buna gére

G(r,1) = (2 O fif —aktr kr gy

/27’{'

—l
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oo 0o
1 ) Iy sin & i i i "
= 52 j e ’”_%_'“kwk.—_- o Im [ e ™ M ke dk
0 —0
o 1 1 28 ja ——-ak?y_ikr
= Ty {m P A e e dk
. 1 ] 8 l‘ " e ir_.___ : R S 7. P
~ g tm - [ e | (k Vet — 5= )]dke o,

w
-

Reel bir eksen ile ona —r/2as uzakhiktaki paralel dogru arasinda kalan
bdigede yukardaki ifidenin integrantinmn hi¢ bir tekil noktasi bulunmadigin-
dan eger -— oo dan - o a kadarki integrasyon cevresi reel eksene paralel ve
—r/2at kadar Stelenmis bir baska ¢evreyle ikaame olunursa yukaridaki integ-
ral aligkin oldugumuz bir GAUSS integraline indirgenmis olur ve bu takdirde

de degeri \/11;/(11‘ olur. Buna gore de

A ! ﬁ 8 e ¥ 4o o
Glr.2) = 42 r al or (e )

veyd

ifidesi elde edilmis olur.

5. Simdi de somut bir problemi, Giinesin Arz ylizeyini periyodik bir bigimde
isitmast sonucu topragin igindeki sicaklik dagiliminin nasil olacag: problemini
¢6zmek istiyoruz. Buna gbre efer Arz yiizeyini, itk bir yaklagiklikta, x =0
yiizeyi ile temsil edersek sinr sartimiz

T(0, 1) == T, cos wt, (T, : birsabit)
seklinde olacaktir.

Bu sart altinda

OFT(x,0) _ 1 9T(x, 1)
8xt o« of

ist iletimi denkleminin acaba
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T(x, 1) = T, el ex (VIIL10/5.1)

gibi bir ¢6ziimii haiz olup olmayacagim arastiralim. Bu ifade 1s1 iletimi denklemi-
ne tasmrsa (VIIL.10/5.1) in bu denklemin bir ¢6ziimii olmasi igin

in = o @

olmasi gerektigi saptanir. Buradan P nin degen olarak

B = i\/%-\/?zi \/2% (1 4 i)

bulunur. Buna gore, aranan sicaklik dagihm igin

_ £e\/Z =
(v }

== T, e cos | wi & 5a x)
bulunur. Bu ifidenin x = 0 igin sinr sartim gercekledigi gorillmektedir. Buradaki
iki ¢6zimden ancak pozitif isiretlisi gergege uyacaktir, ¢iinkii fiziksel olarak dii-
siiniiliirse toprak tarafindan sogurulan is1, derinlik (yani x) arttik¢a azalmahdir.
Bu husus g6z oniinde tutulursa, ve [ ile de maksimum sicaklifin e carpam kadar
azaldigi derinligi gostererek, aranan ¢dzimii

T(x, 1) = Tp e~/ cos 2w (—:: ,,_l_f%l) (VIIL.10/5.2)

seklinde yazmak da miimkiindiir. Burada

27
/ an&)‘
2o
A=2 — = /4
e ” \/‘rccm'
I e 5]
o T 2r e

vazedilmis bulunmaktadir. / ye sicakhk dalgasimn girginligi adi verilir. (V111.10/5.2)
sicakhk dagihmi, sicakhigin hem giinfiik hem de yillik salinimiar igin gegerlidir;
ancak her iki halde de sicaklik dalgalarinin girginligi farkli olur. Nitekim



ALISTIRMALAR VE PROBLEMLER # 165

Iy _ \/'ryxi _ \/365_ 3# 19
Igiin Tgiin ]

olur. Sicakhk dalgalari yayihminin vuakuu buldugu ortarun 6zgiil ist v.s... gibi
karakteristik Ozelliklerinden tamimen bagimsiz olan bu sonuca gére sicakhk dal-
gastmin yillik girginligi giinlitk girginlifinden vaklasik olarak 19 misli daha faz-
ladir,

ALISTIRMALAR VE PROBLEMLER

VIIL.1. Kalnhg ihmal edilebilen sonsuz uzun bir tel iginde ¢ = 0 d4mnda belirli
bir f(x) sicaklik dagihimi bulunmaktadir. Bu tel iizerinde pozitif x ler yoniinde
sabit bir ¥, hizzyla kaymakta olan noktasal bir is1 kaynag: tele her an Q kadar
bir 1st mikdan intikaal ettirmektedir. Bu takdirde telin i¢indeki sicakiik dagilimi-
nt veren denklemi ve baslangic sartms tesis ediniz.

VIIL2. L uzunlugundaki bir telin yiizeyi iyice yahtilmis olup x=0 daki ucunda
sicakhigin siirekli olarak sifirda muhafaza edilmesine karsilik diger ucundaki si-
caklik, A ile bir sabiti gostererek, u(L, 1} == At seklinde degismektedir. 7 = 0 da
telin sicakhgimin da sifir oldugu sart: altinda teldeki sicaklik dagihminin ifadesini
tesis ediniz.

VIIL.3. a) Yiizeyi iyice yalitilmmg, =0 da igindeki sicaktik daglim: keyfi bir
®(x) fonksiyonu ile temsil edilen, uglan siirekli olarak sifir sicakliginda muha-
faza olunan ve igindeki 1s1 kaynaklart da F(x, ) gibi siirekli bir fonksiyonla
gosterilen L uzunlugundaki bir teldeki sicaklik dagilimimin ifidesini tesis ediniz.

b} 0 << xy < L olmak iizere belirli bir x; noktasmnda sabit @ siddetine
noktasal bir tek 1st kaynag olmasi ve baslangic sicakhfimin da sifir olmas: limit
hili icin a) sikkindaki ifadenin alacag: sekli tesbit ediniz.

VIIL4. FOURIER integral déniisimiinii uygulayarak

#T _ aT

o A s
ox*? at

— oo < x << o0, << 4 oo

Tx,0)=flx) , —o <x<+ o

sinir deger problemini ¢6ziiniiz.

VILS. Farkli ssil 6zellikleri haiz iki paralel tabakadan olusan sonsuz dilim gek-
lindeki bir ortam belirli bir T, sicakliginda iken 7 == 0 aAnindan itibaren her iki



166 ¥ st {LETiMI

yiizii de sifir sicakhiginda tutularak sogutulmaktadir. Bu takdirde ortamdaki
sicakhk dagiliminin ifadesini tesis ediniz.

VIi1.6. a vancapli ve dig yiizeyi iyice yalitiltoms sonsuz bir silindirde 7(r, 0)==f{r)
seklinde eksenle simetriyi haiz bir baglangi¢ sicaklik dagilimi varsa herhangi bir
t >0 anindaki sicakhk dagihimi ne olur?

VII.7. @ yangapl ve dis yiizeyindeki sicaklik siirekli olarak sifirda tutulan bir

minin ifadesini tesis ediniz.

VIIL8. ¢ vangapli bir kiire tizerinde, kiire merkezinde 2% tepe acisini haiz bir
koninin belirledigi bir S, kiire takkesi sdbit bir 7, sicakhginda; kiire yiizeyinin
geri kalan §, kismu da sifir sicakhginda muhafaza edilmektedir. Bu takdirde
kiirenin i¢indeki stasyoner sicaklik da@hminin ifadesini tesis ediniz.

VIILY. Dik kesiti Sekil: VIINL.7 de gosterilen sonsuz uzunluktaki dikdértgen bir

gubuk icinde sdbit @ yogunlukiu bir 1s1
4 birbigim bir sekilde iiremektedir. Sabit ¢
q yoguniugunu haiz bir st akimi ¢ubugun iist
yliziinde 2¢ < 2¢ kadar bir kismindan gu-

i
%i” ] IW = bugu terketmekte olup c¢ubugun diger yiizle-
Z 2 ié ri iyice yahtidmistir. Buna gore gubuktaki
:g > Q h;f stasyoner sicaklik dagihmunin ifadesini tesis
g N N~ " ediniz.
G

Sekil : VIIL 7.

VHI.10. Sekil VIILS deki gibi bir dortte bir diizlem gz oniine alimyor. Bunu
sintrlandiran apsisler ekseninin  siirekli sifir
stcakliginda tutulmas) ve ordinatlar ekseni-
nin de, 0 << y <Z b kadar bir kismindan orta-
ma sabit bir ¢ yogunlugunu haiz bir 1simn
akmasina miisait olmasima karsithk y = &
kisminin iyice yalitidnug olmas: sartlari al-

L=
AL L
o

1 tinda bu bolgedeki stasyoner sicaklik dagi-
—— limmin ifadesini FOURIER déntisimiinden
——> i yararlanarak tesis ediniz.

0

Sekil : VIII. 8.
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VHL1l. x=0 duzlemiyle simirlanmis yan sonsuz bir bolge ¢=0 &nindan
ittbaren
T{x,0) = 0

aT
— ("a—x')x:;ﬂ - Q(T)

baglangig ve simur sartlarina t4bi tutulmaktadir. Burada =7 -- at vazedilmis bu-
lunmaktadir. Simirdan gegen 151 akimunin

a) q(7) = qo = sGbit , B} q(7) = q,sin wt

seklinde olmasi halinde 7(x, 1) sicaklik dagilimlarim: tesbit ediniz.
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IX. BOLUM

ETKILESMESIZ TANECIKLERIN
ISTATISTIKSEL MEKANIKLER]

(IX.1) ISTATISTIKSEL DENGE

ok sayida tanecikten olusan bir sistemin Slgiilebilir makroskopik 6zeltiklerinin
olusum nedenlerini acikiayabilmek iizere her bir tdnecige mekanik kaandnlarin
uygulayip basiangi¢ sartlarini da géz Oniinde tutarak harcket denklemlerini ¢oz-
mek- siiretiyle sistemin evrimi problemine bir yaklasim yapmaga kalkismak tii-
milyle kisir bir iglem olurdu. Zird mesela bir mol’litk bir gaz icin 3 % 6,02.10% adet
ikinci dereceden diferansiyel denklemi bir takim baslangi¢ sartlan altinda ¢6z-
menin ve taneciklerin, birbirleriyle ¢arpigsmalarim ya da daha girift bir bicimde
etkilestiklerint hesaba katarak, yoriingelerinin evrimini inceleyip bunlardan mak-
roskopik sonuglar ¢tkarmanin olanag yoktur.

Istatistiksel Mekanikler, cok sayida tanecikten olusan sistemlerin toplumsai
ya da makroskoptk Ozelliklerini her bir tinecigin ayrintili hareketini géz Sniine
almaksizin mekanigin genel ilkeleri iginde elde etmege yonelik yéntemlerin olus-
turdugu disiplinlerdir.

ok sayida tinecikten olugmus bir sistemi istatistiksel mekanik yoniinden
incelerken her bir tdnecigin 6z hareketi incelenmese bile haiz oldugu dinamik hal
hakkinda akla uygun bazi kabuller yapmak gereklidir. Bunun icin de tineciklerin
haiz olabileceklert farkh dinamik hillere (ya da daha teknik bir terimle ifide edil-
mek gerekirse, farkli kuvantik hallere) ne tiirli dagtilabileceklerinin ihtimali
gbz Oniine aliir. Boyle bir ihtimaliyet kavramini isin icine sokmak, sdz konusu
taneciklerin hi¢ bir belirgin kurala uymaksizin tiimiiyle rastgele harcket etmekte
olduklarini ifade etmek degildir. Bu, yalnizca, sistemi olusturan taneciklerin miim-
kiin kuvantik hallerini degerlendirmege iliskin yontemlerimizle ilgili olan bir hu-
sustur. Bu agidan bakildiginda da ¢ok tAnecikli sistemlerin istatistiksel mekani-
ginin gegerliligi, dogrudan dogruya, tineciklerin s6z konusu dagibm ihtimaliyeti
ile tlgili varsayimlarin gegerliligine bagh olacakur.

171




172 % ISTATISTIKSEL MEKANIKLER

Simdi N gibi ¢ok biiyiik bir sayida tanecikten olusan bir sistem gdz Oniine
alabm. Her bir tanecigin ¢, , €,, € ,... gibi ayrik ve kuvantalasuridmig enerji
hallerinde bulunmasi mumkiin olsun. Eger belirli bir ¢ Arunda #, adet tdnecik g,
enerjisini, n, adet tdnecik e, enerjisini, », Adet tdnecik € enerjisini, #4... haiz
ise bir vandan (sistem icinde olusan etkilesmeler ve diger fiziksel siiregier ne olursa
olsunlar hic degismeyecegini kabul edecegimiz) toplam tinecik sayist igin

Ne=ny -+t ny+ 0= Z 1; (IX.1.1)

yazarken, Ote yandan da (vapuaslart arasindaki etkilesmenin toplam enerjisine
katkist olmadigini varsayacafimiz) sistemin toplam enerjisi igin de

U - ”; El v_ji_ ”2 EZ _%__ ’13 Ej ._ - E ]?i E:! (EX.E.Z}

yazabiliriz. Eger sistemi olusturan tanecikler arasinda sistemin enetjisine katkida
bulunan bir etkilesme olayd: bu takdirde (IX.].2} verine

U= Y e+ 3 & (I1X.1.3)

i i g

yazmak perekecekti. i¢ enerjisi (1X.1.3) seklinde olan sistemlere bu derslerimizin
gevresi i¢inde deginmeyecegiz.

Eger gbz 6niine alinan sistem yalitilmig ise, yani disansiyla hig bir enerji alig
verisinde bulunmuyorsa enerjinin korumunu ilkesine gbre enerjisi sabit kalr.
Ancak, sistemi olusturan taneciklerin birbirleriyle ¢arpigmalari ve bu ¢arpisma-
larin dogal sonuglar nedeniyle tineciklerin enerjileri degisir; bunlar ya azalir ya
da artar. Yani tinecikler arasindaki ¢arpigmalar taneciklerin bir kuvantik héalden
baska bir kuvantik hile gecislerine ve ayni bir kuvantik halde bulunan tinecik-
lerin sayisinin da degismesine sebep olur. Su hilde tanecikierin mimkiin kuvantik
hallere dagitimi da zamanla degisebilecektir. Bununla beraber bir t@necik siste-
minin {makroskopik fiziksel buyiklikler aracilifiyla belirienen) her makroskopik
hiline tekaabiil eden bu anlamda bir dagitimin mevedd olmas: gerekecegi ¢ok
makbldur. Yani bir tdnecik sistemi verildiginde bunun tdnecik sayisi, toplam ener-
jisi ve her bir tAnecigin yapist ile belirlenen dyle bir en muhteme] dagitim vardir ki
bununla karakterize edilen bir sistem, disaridan herhangi bir etkiye maruz kal-
madig: siirece, denge durumunu korur. Sistemde her bir tinecigin bu en muhtemel
dagitim uyarinca bir kuvantik hilde bulunmasi hilinde sistemin istatistiksel
dengede oldugu soylenir.
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Her bir enerji diizeyinde kag¢ tine tinecigin bulunduguna isdret eden
n, , ny ,... dagitim sayiari, en muhtemel dagitima tekaabiil eden istatistikse! denge
durumunda haiz olduklan degerlerin civarinda kiigiitk dalgalanmalar (flitktiias-
yonlar) gosterseler bile bu, makroskopik 6l¢ekte kendisini hissettirmez.

istatistiksel Mekanigin bas sorunu, terkibi verildiginde, yalitilnus bir sisteme
tekaabiil eden en muhtemel dafitimi belirlemek ve bunun ifidesinden sistemin
makroskopik oOlcekte gozlenen Ozelliklerint ¢ikarmakur.

Istatistiksel Mekanigin temel varsaymm her bir kuvantik hdlin digeri kadar
muhtemel oldugudur. Yani bir tdnecigin belirli bir kuvantik halde bulunmast ih-
timali biitin kuvantik hiller i¢in aymdir. Her enerji diizeyine, esit olarak muhte-
mel, belirli sayida kuvantik hal tekaabiil edebileceginden kuvantik héallerin sayisi
bir enerji diizeyinden digerine degisecektir. Bunun sonucu olarak da her bir ener-
ji diizeyinin digerleri kadar muhtemel olmast gerekli degildir. Buna gore her ¢,
enerji diizeyine, o enerjiyi haiz kuvanik héllerin sayis: olan g, , istatistiksel bir
agirhk olarak tekaabiil ettirilmelidir. Bu g, istatistiksel agirlhigma g, enerji diize-
yinin soysuzlagina derecesi adi verilir.

Belirli sayida tinecikten olusan bir sistem verildiginde bu tineciklerin belirii
sayidaki kuvantik héllere tekaabiiliyetlerinin tiimii o sistemin bir makrohalini
olusturur. Aym bir makrohilin olugmas: i¢in milmkiin olan biitiin yollarin say:-
sina da termodinamik ihtimaliyet vey2 mikrohdl sayisi veydhut da kompleksiyon
sayist adi verilir ve bu Q ile gosterilir.

) kompleksiyon sayisinin hesaplanmasi:

1) sistemi olusturan tdneciklertn birbirlerinden ayirdedilebilir olup olmama-
malarina, ve

2) her kuvantik hilde smurlt ya da sinirsiz sayida tinecigin aym anda bulu-
nup bulunmamasina siki sikrya baghdir.

1 nin hesaplanmasina temel teskil eden bu tiir varsayimlara gbre ortaya gikan
sonugtar farkli uygulanma alanlarina sahip farkl: istatistiksel mekaniklerin olug-
masina sebep olur.

. nin maksimum oldugu makrohal istatistiksel dengeyi yansitan makrohaidir.

(IX.2) MAXWELL-BOLTZMANN ISTATISTiGi
MAXWELL-BOLTZMANN modelinde sistemi olusturan taneciklerin
1) 6zdes olduklari, (buna ragmen)

2) birbirlerinden ayirdedilebildikleri, ve
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3) aym bir kuvantik hiide bulunanianmn sayidarman smrh olmadigs temel
varsayimlar olarak kabul edilir.

Simdi ( kompleksiyon sayisint hesaplamak iizere 6nce birbirlerinden farkl
N adet nesnemin miimkin olan biitiin diizenlemelerinin (permitasyonlarinin)
sayisinin N 1 oldugunu hatirlatalim.

Ozdes olmakla beraber birbirlerinden gene de ayirdedilebilen (ve bu nedenle
her birini ayn bir rakkamla gosterebilecegimizy N adet tinecikten olusan bir sis-
temdeki blitiin tinecikiert, her birt sirasiyla €, , & , £ ,... enerji diizeylerine te-
kaabiil etmek iizere n, , ny , 1, ,... adet ténecikten olusan gruplara bélistiirelim.

Eger sistemdeki herhangi iki tlnecigi aralarinda takas edersek bu islem,
sistemin A& toplam ténecik sayisini da U toplam enerjisini de degistirmeyece-
ginden ortaya yeni bir kompleksiyon ¢ikmis olur.

Bu yeni kompleksiyon ancak, her iki tanecigin aynm bir enerjiye tekaabiil
etmemeleri hilinde eskisinden farkli olur. Su halde ayni bir enerji diizeyine teka-
abiil eden bir gruptaki herhangi iki tanecigi aralarinda takas etmekle eskisinden
farklt bir kompleksiyon elde edilmis olmaz.

Bu itibarla ve aym bir i-ninci gruptaki n; adet tanecigin kendi aralarindak:
toplam #,! adet takas: farkli bir kompleksiyon vermeyeceklerinden N adet taneci-
gin mimkin biitin enerji gruplarina farkit kompleksiyonlar olusturacak bigim-
de dagitimlarinin toplam sayisi

N!

{
nintn,l.
olacaktir.

Ancak her bir g enerjisine tekaabill eden grup da ayrica g, adet kuvantik
hile aynsmis bulunmaktadir. Buna goére aradigimiz farkli kompleksiyonlarn
toplam sayisi her g enerjisine iekaabiil eden #; tinecigin birbirlerinden farkh
g; adet kuvantik héle farkli dagitilmalarinin sayisiyla orantith olarak artacaktir.

i-ninci gruptak: #; tAnecigin her birinin g; adet kuvantik hilden birine isibet
etmesi imkani g; tAnedir. Buna gore de n; adet tdnecik igin (g)% adet daglim
olanagi mevcld olur. Bu takdirde ise toplam farklt kompleksiyon (mikrohal)
sayisinin

‘ Nt (g
0 e ———— M og N o 1 !
182 N i i P

Fllzf’ll!... . (ile)

olacagi zannedilebilir.
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Oysa ki s6z konusu sistemi olusturan tdneciklerin birbirlerinden fark: 6z
bakimindan depil de, yalnizca, her birine farkli numara izife edebilmenin miim-
kiin olmasi bakimindandir. Bu itibarla yalnizca farkli numaralara sahip fakat
6zdes iki tanecigin takasityla birbirlerinden farkeden iki makrohalin 6zdes oima-
lart gerekir. Su halde (IX.2.1}1 sistemdeki biitiin taneciklerin permiitasyonunu
veren sayl ile bdlersek aymi bir makrohdle tekaabiil eden farkli kompleksiyon
(mikrohal) sayisi olarak

' a=T] (8)" (1X.2.2)

1
I A s
i

bulunur.

Sistemin denge hali, yukarnda da ifide edilmiy oldugu gibi, Q2 farkhh komp-
leksiyon sayisinin

N = Z n; = sdabit
i

. (IX.2.3)

U s Z nl’ E‘- = .S‘dbll‘
i
/

sartlart altinda, maksimum olmasina tekaabiil eder. (1X.2.2) yi maksimum kilan
n, degerleri aynt zamanda In & y1 da maksimum kilan degerlerdir. Hesap baki-
mindan biiyiik kolaylik saglamasi dolayisiyla biz de £ mn maksimumunu tesbit
etmek verine In {2 mn maksimumunu tesbit edecegiz.

X ¢ok biyiikk bir sayr oldugunda

I In(X) % X.lnX— X

STIRLING yaklastminin gegerli oldugunu da goéz 6niinde tutarak (IX.2.2) den
In £ 4 2 nin g, — anh’lﬂ,- - Z n;
i i i
_ Ei _
= Y mln =L 4 N (IX.2.4)
i i
bulunur. Mesele, (IX.2.3) yan sartlan alttnda (IX.2.4) @in maksimumunu bul-

maktir. Bunun icin de LAGRANGE garpanlan yOntemini uygulayacagiz. Bu
amagcla (IX.2.4) ve (IX.2.3) iin diferansiyellerini alip d(In £2) = 0 vazedelim :
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d(in Q) = Zd (nj In g) : (ln “ ) dn; + z Uy ( -%‘2) dn,
- Z(m )dn md(z n)

.- )_] (m ) dn, = 0 (1X.2.5)

N = Fdn 0 (1X.2.6)

dU = Y g dn, =0 (1X.2.7)

Simdi 4 ve —f itki LAGRANGE c¢arpam olmak iizere (IX.2.6) yi In 4
ve (1X.2.7) vi de - ile carpip her {i¢ denklemi de taraf tarafa toplayalim

D (m 7 + In A— Bs) dn; = 0 (1X.2.8)
- {

olur.

dny ler keyfi degisimler olduklarindan bu son esith@in gercekiesebilmesi igin
dn; nin katsayisinin biitiin 7 degerleri igin sifir olmasi gereklidir ; bu

n = Ag c 8 (IX.2.9)

demektir. Buna goére her g enerji diizeyindeki #; tAnecik sayisimin enerji dii-
zeyinin soysuziuk derecesiyle orantilt oldugu ve diizeyin enerjisivle de iistel
olarak degistigi saptanmis olmaktadir.

Simdi g¢odziimlenmesi gereken problem (IX.2.9) ifidesindeki 4 ve B para-
metrelerinin belirlenmesi problemidir. (§X.2.9) un her iki yanimin 7 iizerinden
toplam1 yapilirsa

N Y= A ) gie ™ = A (IX.2.10)

olur. Burada

! Z Zg,- e B (IX.2.11)

ile tammlanan 2 ifadesine dagrtim fonksiyonu adi verilir. § nin degeri bilindigi
takdirde dagitim fonksiyonu da belirlenmis olacakuir. {leride & nin sistemin
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makroskopik karakteristik biiytikliikleri cinsinden nasil iafde edilebilecegini de
tesbit edecegiz. Buna dayanarak ve A4 = N/Z oldufunu géz Oniinde tutarak
(1X.2.9) dan

pey

e
no— N-E&

IX.2.12
i 7 ( )

yazilabilir.

Eger i-ninci enerji diizeyindeki taneciklerin sayisinin j-ninci enerji diizeyin-
deki taneciklerin sayisina oram hesaplanmak istenirse (IX.2.12) den, kolaylikla,
bunun

n & o Bee ) (IX.2.13)
n; g

seklinde olacag gorilir.

(IX.3) ENTROPI

(I1.10) paragrafinda entropinin istatistiksel anlamima deginmistik. Termod:-
namigin ikinci temel ilkesinin sonucu olarak da bir sistemin daima maksimum
entropi hiline uzandigim bilmekteyiz. Yukarida da, istatistiksel dengenin, mikro-
hal sayisinin maksimumuna tekaabiil ettifine isAret olunmustur. Bu agidan ba-
kildiginda, bir sistemin S entropisi ile 0 entropi degerine tekaabiil eden makro-
halin temelini olusturan mikrohéllerin €2 sayis1 arasinda

S = f({}) (IX.3.1)
seklinde fonksiyonel bir baginti bulunmas:i gerekli goriinmektedir.

Simdi aymi cins taneciklerden olusan iki ayr sistem, ve bunlara tekaabiil eden
entropiler ve mikrohal sayilan da S, , &, ve S,, £, olsun. Bu iki sistem mesela

S, S, S=S5,+5,

Q, Q, Q=20 .9

Sekil : IX. 1 — Entropi ve mikrohidl sayilarmin terkibi hakionda.

Sekil: IX.1 deki gibi birbirlerinden bir cidarla ayrilms iki gaz olsun. Eger bun-
larin arasindaki cidar kaldinlir da bunlar belirli bir andan itibaren tek bir
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sistem olustururlarsa bunlara tekaabiil eden entropilerin toplaminin nihai sis-
temin entropisini vermesine karsilik nihai sistemin makroskopik héalini belirle-
yen mikrohal sayisi her iki sistemin mikrohil sayisinin carpimindan ibaret olur.
Buna goére

S=8+S , O=8,.9,
veyad
f8 - ) = AQ) + ) (1X.3.2)
olur. Bu fonksiyonel denklem: ¢8zmek i¢in Once {1, e gore tiirev alimirsa

3f( - Q) o _ dfiS)
a0, . ) T TG,

ve sonra da bu son ifadenin {2, ye gore tiirevi alinirsa

Y - b))

aflQ, . Q)
(82, . )

! 2
3, . )

Q Q,
veya
Q. + () =0

olur. Oysa ki, kolaylikla da tahkik edilebilecegt gibi,

&Y
dOP?

L
Q do

seklindeki bir diferansiyel denklemin genel ¢O6ztimi, C ve D iki sibit olmak
uzere,

S=fY) =ChnQ+ D (IX.3.3)
seklindedir,

Termodinamikten, bir sistemin entropisinin daima bir sibit yaklasikhgyla
belirlenebildigini biliyoruz. Ote yandan mutlak sifirdaki bir sistemin entropisinin
sifir oldugunu beyan eden termodinamigin {igiinci temel ilkesi dolayisiyla, genel-
ligt bozmadan, D = O alnabilir. Buna gore (IX.3.3) ifadesi entropi hakkinda 6n-
ceden tesis etmiy oldugumuz (II.10.5) ifadesi ile 6zdes olmak zorunda oldugun-
dan buradan da C = k olmasi gerektigi ortaya ¢ikar; ve

S=kinQ (IX.3.4)

olur.
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Ote yandan bir hidrostatik sistem sonsuz kiigiik bir tersinir siirece tabi ol-
dugunda, termodinamigin birinci temel ilkesi dolayisiyla

dU =86Q — PdV = TdS — PdV (IX.3.5)
yazilabileceginden bu siirecin bir de sabit hacimda vukuu bulmas: hilinde
1 oS
1 - (_'aU )V (1X.3.6)

bagintisi gecerli olur,

Gerek § gerekse U istatistiksel mekanik araci@iyla hesaplanabildiklerinden
makroskopik bir biiyiikliik olan T KELVIN sicakiigimin ne sekilde mikroskopik
olaylarin bir tezdhiirli olarak ortaya ¢iktifina (1X.3.6) ifadesi i1k tutmaktadir,

Simdi (IX.2.9) aracilifiyla (IX.2.5) den

d{In }) = 2 (ln —‘%) dn; == 2 Be; dn; - (In A) Z dn;

i .

i i

kY

- Bd(z s,-n,.) ~(In A)d(z ;zf)

= B dU
ve buradan da, (IX.3.4) ii géz Oniinde tutarak
g_din0) 1 dkino) 1 (s
- dU k du ok \aUu ),

ve bu sonucun (IX.3.6) ile karsilastirimasiyla da

|
= 3.
B= —7 (1X.3.7)
oldugu bulunmus olur.
(IX.4) DAGITIM FONKSIYONU
(1X.2.10) ve (IX.3.7) nin 1s1@inda (IX.2.9)
p e V80 ekt (IX.4.1)
' Z

ve & dagitim fonksiyonu da
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F =) g (IX.4.2)

olur.

Z dagitim fonksiyonu goz Oniine alinan sistemin makroskopik 6zellikleri
hakkinda ¢ok 6nemli bilgiler kapsamaktadir. Gergekten de sistemin U toplam ig
enerjisini, S entropisini ve P basincint & dagitim fonksiyonu cinsinden ifade
etmek milmkiindiir.

¥ yi sidbit tutarak (1X.4.2) yi T ye gbre tiiretelim:

Y4 _ & ey kT i kT
(37), - Za(sr) - = L8

!

kT &N TN NKT2 S T NET?
veya
dlnZ ‘
U= NkT? 1X.4.3
( 3T ),, (IX.4.3)
olur. Ayrica U/N = {g) oldugu da g6z 6niinde tutulacak olursa
dn & ‘
£) = — ixX.4.4

yazilabilecegi de kolaylikla tesbit edilir.

Simdi de entropinin (IX.3.4) ile verilen ifadesini alip (IX.2.4) (i de g6z 6niinde
tutarak

S——kViIn __ZJ._ A kN (IX.4.5)
. i

yazilabilecegine dikkat edelim. Diger taraftan n,/g, nin degeri de (iX.4.1) den
gekilip (1X.4.5) ¢ yerlestirilirse

S= Nkln ~ + — + Nk ! (1X.4.6)

bulunur.
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Simdi de Pyi £ nin fonksiyonu olarak ifade edebilmek igin (IX.3.5) ba-
gintisina doniip buradan

_du as (U — TS)
P”"””&?’”FTdV“_( v )T

yazilabilecegine dikkat edelim. Halbuki (IX.4.6) dan dolay:

7]

4
U—T8S=—NkTIn N NkT

oldugundan neticede

din & i
P = NkT
( 7 )T (1X.4.7)

bulunur.

Bovlelikle, sistemin mikroskopik oOzelliklerinin bir ozeti gibi teldkki edile-
bilecek olan dagitim fonksiyonu bilinirse sistemin toplam ig enerjisi, ve basinci
gibi makroskopik ozelliklerini 7" cinsinden belirlemenin miimkiin oldugu goriilmitg
olmaktadir.

(IX.5) ISININ VE iSIN ISTATISTIKSEL ANLAMLARI

Bir sistemin, ¥/ i¢ enerjisinin dU kadar degistigi bir termodinamik doéniigi-
me tabi tutuldugunu diigiinelim. Bu itibarla ve i¢ enerjinin (1X.1.2) ile verilmig
olan ifadesini gz Sniinde bulundurarak, en genel halde,

dU =y g dn, + Y n,d (IX.5.1)

yazilabilir. Gergekten de her tAnecigin g, enerjisi s6z konusu dOniisiimii olustu-
ran dis parameirelerin degisimleri dolaysiyla farklilasmis olabilir. Kezd cesith
hallerdeki tanecik sayilarimi gésteren n, ler de gerek ¢ lerdeki gerekse sicakhik-
taki degisimier nedeniyle farkhilagmug olabilirler.

Boyle bir doniisimde sistemin entropisindeki degisim de (IX.4.6) ya binden,
ve T = 1/kB oldugunu géz Oniinde tutarak,

(v}
dSszéd(iﬂfZ’)—l—%— a8 + % U ———Nk%{ 4 kU dB -+ kB dU

H

\

dan ibaret olacaktir. Su hilde siteme ithal edilen 8§Q 1s1 mikdar da, buna gore,



182 % isTATISTIKSEL MEXANIKLER

Q- TdS — %{ ‘ij 1 % dp -+ dU (IX.5.2)

olur.

(IX.2.11) ve (IX.2.21) aracilinyla d2/ % yi saptamak kaabildir; nitekim

& 7]
az _ i (ﬁ%: dp -+ _Q._Ji; E; ) _ }_ %_ Z e g e " df —

7 7\ 35,

— Z B g e ™ de, ;

= —{e>dff — % Z n,de; = — % dff — -1% 2 n; de; (IX.5.3)

i

olur. (IX.5.3) eger (1X.5.2) ye yerlestirilirse

80 = — é df — 2 n; de; - %i dff + (Z n; de; -+ 2 g; dn; )

yani

i 8Q = ) & dn ' (IX.5.4)

bulunur. Buna gére de

E SW = Y my d, E (1X.5.5)

olacaktir.

(IX.6) MIKROHAL YOGUNLUGU KAVRAMI

Cok sayida tdnecikten olusan bir termodinamik sistemi, hig degilse prensip
itibariyle, Kuvantum Mekanigi gergevesi iginde tasvir ctmek miimkiindiir. Bunun
icin, bilindigi gibi, sistemin 3 HAMILTON operatdriiniin tanimlanmas: ve son-
ra da # nin Ozdegerleri ile 6zfonksiyonlarinin saptanmasi gereklidir. Sistemin
denge héline tekaabiil eden HAMILTON operatorii zamana bagl olmaz ve
Kuvantum Mekaniginde gosterildigi gibi # nin Gzdegerleri de sistemin alabile-
cegl miimkiin enerji diizeylerini verir. Bunlann tiimil sistemin kuvantalastirilmis
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enerji spektrumunu teskil eder. Miimkin enerji diizeylerinin ayrik olmass: bun-
larin sayilabilmelerine olanak saglar.

Gene Kuvantum Mekaniginden bilindigi gibi birka¢ tinecikten olusan bir
sistemin spektrumunun tasvir ettifi enerji diizeylerinin, kuvantalagtirma olayim
iyice acik bir bigimde aksettirecek sekilde ayrik olmalanna karsilik ¢ok sayida
tanecikten olusan biliyiik sistemlerde enerjilerin kuvantalastinilmasi mevelid ol-
makla beraber pespese iki enerji diizeyi arasindaki fark gitgide o kadar azalir ki
spektrum ayrik durumdan farkli olarak N - oo i¢in adetd siirckli bir spek-
trum manzarast arzeder.

Ote yandan HEISENBERG’in (1901-1976) belirsizlik bagmtilarina gore be-
firti bir enerji diizeyi ile onu Slgmek i¢in kullanilan zaman arasinda

AE At = h

bagmtisi vardir. Bu belirsizlik bagintist bir sistemin  Szenerjilerinin kesinlikle
Slciilebilmesine manidir. Bu itibarla, ¢ok sayida tanecikten olusan sistemin miim-
kiln 6zenerji ditzeylerinin sayimimt kolaylastirmak i¢in, §& makroskopik élcege
gore ¢ok kiiglik fakat mikroskopik Olgege gore ise pespese iki enerji dizeyi ara-
sindaki farktan gok bilyiitk bir enerji arahi@ olmak iizere, sistemin biitiin spektru-
munu ayn &F genigligini haiz arahklara bdlelim. Su halde 6F arahigi béyle bir
sistemin miimkiin enerji diizeylerinden pekc¢ogunu icerebilecektir.

Eger I ile E - 8E enerjileri arasinda kalan enerji diizeylerinin sayisini
(ya da baska bir deyimle sistemin mikrohdllerinin sayisim) U(E) ile gosterirsek,
8F nin makroskopik yonden ¢ok kii¢itk olmas: dolayisiyla, bu say1 §£ ile orantih
olacaktir :

SUE) = p(E). §E (IX.6.1)

Buradaki p(£) ye mikrohal yogunlugu adi vertlir. p(£) belirli bir £ enerjisi i¢in
birim enerji basina hal sayisimi gdsterir.

8F nin ¢ok sayida ozenerji diizeyi ihtivA etmesi nedeniyle bir 6F aralifin-
dan miteakip &8FE araligina gecildiinde {¥E) nin ¢ok az defismis olacag
asikArdir. Bu itibarla Q(F) ye E enerji degiskeninin siirekli bir fonksiyonu
goziyle bakmak miimkiindiir.

Simdi eger ®(F)ile £nin altinda bir enerjiyt haiz mikrohélierin toplam
sayistm  gosterirsek, E ile £+ 8F enerji diizeyleri arasindaki mikrohallerin,
toplam sayist olan {X(E) nin @ (E) cinsinden
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QUE) = ®(E + §E) — O(E) = % dE (IX.6.2)

ifddesiyle verilecegi derhal kolaylikla goriliir.

(IX.6.1) ile (IX.6.2) nin karsilastirilmasindan

. 49
8(E) = — (IX.6.3)

oldugu anlasiimaktadir.

UE) nin ®(E) aracilifnyla nasil elde edilebilecegine iki basit drnek ve-
recegiz.

Once L uzunlupundaki tek boyutlu bir kutuda bulunan m kiitleli tek bir ta-
necigi géz Oniine alalim. Kuvantum Mekaniginden, béyle basit bir sistemin miim-
kiin enerji diizeylerinin, n==1,2,... olmak iizere,

» |

e R
 8mi? .

ile verildigi bilinmekiedir. Su halde belirli bir £ enetjisi igin # nin degeri

n =25 \/ImE

den ibaret olacaktir. Pegpese kuvantik hiller, birbirlerinden yalmizea bir birim
farkeden n degerlerine tekaabiil ettikleri icin belirli bir E enerjisinden ya da ona

tekaabiil eden n = 2L \/2mE/h kuvantum sayisindan daha alt diizeydeki bii-
tiin enerji diizeylerinin @(E) sayisi, su halde n den ibdret olacaktir:

WE) = n = 2L ImE .

Buna gore, tek boyutiu bir kutuya hapsedilmis bir tinecigin bir &£ enerji ara-
hginda kalan biitiin miimkiin 6zenerji diizeylerinin sayist

: d® L 2m
QUE) = 22 _
( ) E 6F 7 \/ i SE

olacaktir.
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Bir ikinci drnek olarak, bu sefer, her bir kenart L ye esit ¢ boyutiu bir kiip
icindeki m kiitleli tek bir tinecigin bir 8E enerji arahfinda kalan biitiin mtimkiin
dzenerji diizeylerinin Y(E) sayisim hesaplayalim. Kuvantum Mekaniginden b0Oy-
le bir tnecigin haiz olabilecegi enerjinin (n, , n, , 1, = 1, 2,... olmak iizere)

n? -+ n?k+nt) (1X.6.4)

ifadesi uyarinca kuvantastirilmis oldugunu bilmekteyiz. Eksenleri, sirasiyla
n.,n, ve n, ile gosterilen dik kartezyen referans sistemi saydar uwzaym olus-
turur. Bu uzayda s6z konusu ii¢ kuvantum sayisi ise, adumt bire esit btk
bir sebeke meydana getirirler. E nin belirli bir degeri igin (1X.6.4) den

L\? ,
”x?' +‘ n),.z '"]l" ﬂz2 o (—l;—) . 8]7’1[; ==

olmasi gerektigi, yani belirli bir E degerine tekaabiil eden &¢ kuvantum sayisinim

2L
R = - \.-’ 2mi

yarigaplt bir kiirenin yiizeyi tzerinde bulunacaklart gériimektedir. Buna gore
enerjileri £ den kiigiik olan hallerin ®(£) saytsinn bu R yaricapli kiire iginde
n,,n, ve n_nin pozitif degerlerine tekaabiil eden ve dolayisiyla hacminin
1/8 mde bulunan birim-kiiplerin sayisina esit olacag asikardir. Su hélde

= 2 QmEY?

4r 1}
35

dir. Buna gdre, ii¢ boyutlu bir kutuya hapsedilmis bir tanecigin bir £ enerji ara-
Iiginda kalan biitin miimkiin hallerin sayistnin da, V = L} olmak iizere,

U E) = —2 SE = 2;:3V Qmy2\E SE (1X.6.5)

olacagl tesbit edilmis olur.

(IX.7) TEKATOMLU IDEAL GAZ HALI

(1X.4) paragrafinda bulunmus olan sonuglart tekatomlu ideal gaziara uygu-
layabilmek igin hareket noktasi olarak (1X.2.11) ile tanimlanmis olan Z dagitim
fonksiyonunu segecefiz. Z nin bu tanim baglntlsmda biititn mumkiin ¢ enerji
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diizeyleri iizerinden toplam yapilmakta ve enerji diizeylerinin soysuzlasma dere-
celeri de g, istatistiksel agirliklariyla isin igine girmektedir. Bununla beraber,
gofu kere, toplami enerji diizeyleri lizerinden yapmaktansa ayrik biitiin kuvantik
hiller {izerinden yapmak daha uygun olabilir. Bu takdirde j indisiyle biitiin miim-
kiin kuvantik hallere isiret e¢tmek iizere, demek ki & dagitim fonksiyonu i¢in

o Z 2, oGk T _ 2 o KT

i b
enerji kuvantik
diizeylen hilieci

(1X.7.1)

yazabiliriz.

Simdi belirli bir ¥ hacminda bulunan tekatomlu bir ideal gazin bir molekii-
liinii géz Ontine alalim. Bu molekiiliin enerji diizeyleri ancak molekiiliin yaptig
oteleme hareketi ile belirlenecektir. Ciftatomlu molekiiller igin problemin daha
girift olacag asikdrdir; ¢linkii o zaman her molckiilii olusturan atomlarin birbir-
lerine nazaran rotasyonundan dogan i¢ enerjiyli de hesaba katmak gerekecektir.

Bu tekatomiu molekiillin enerji diizeyleri (IX.6) da da deginmis oldugumuz

gibi

., n?
JE’x.y»z - Sm V2/3 (

nt b ont) (IX.7.2)

ile verilecektir.

Su hilde, s6z konusu tek atomlu ideal gaza tekaabil eden Z dagitim fonk-
sivonu da {IX.7.1) ve (I1X.7.2) ye binden

- - < [ EX Yz
7= 3 % 3 ew|- 5]
B L i
(v w] [ 9] (40 ) . 2 e
= Z 2 z exp —w}"l—_"m(’?z%"nz"i-—"z)
8mkT V23 ¥ oo s
nx“frzl nywal nz"::l k.
;o0 Rn? X oo % nyz \
=) Z. exp [— Sk T VT J fg 3 Zl €xp {“‘“ kT 1?373“] (
nx,_,._.. . . \ny‘:::“:
s 0 a 2
5 hn,
X (Z eXp | — gt (1X.7.3)

olur.
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Enerjinin hissedilir derecede biiyitk degerlerine yol acan n, , n, ve n, de-
gerlerinin ¢ok biiyiikk olmalart gerekliligine karsilik bunlarda vukuu bulan
birimsel degisimlerin fevkaldde kiigiik enerji farklarina yol agmasr sebebiyie
(EX.7.3) deki her bir toplam yerine bir integral ikaame ederek 2 dagitim
fonksiyonunu

S a3y Pz 7
0 ‘0 /
) - W n? i T r ( h? n? 13
> ( “i CXP( 8}?‘?!{'7 V2/3 ) dﬂz { - [ ‘/ CXp \w— —g;};ﬁif‘z";) df!}
0 _ 0 v

seklinde yazabiliriz. Buradan, ve

S e 3
/ ¢ dx = 5 V -

oldugunu hatrrlayarak, dagittm fonksiyonunun degeri igin

, 1 -/ 8mkT V) 2
G [—2" \/} T \/—"“m‘ ‘_h‘2 ] ==V ( "“"rt ;:z"/“?‘) (1X74)

ve buradan da

3 21: ka 3
InZ =mhlt-| £l in ( e ) + 5 InT

bulunur. Su hialde tekatomlu molekillerden olusan bir ideal gazin basmcz olarak
da (IX.7.4) ve (IX.7.5) e binden

dlnZ\  NkT
— NKT (%ﬁ_)r - T

yani

PV = NkT = RT

bulunur ki bu da ziten ¢ok Onceden bildigimiz ve 1lk énce makroskopik Slgiim ve
deneyler sonucu saptanmis olan ideal gazlarin hal denkleminden baska bir sey
degildir.
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Ideal gazin U i¢ enerjisi ise (IX.4.3) ve (IX.7.5) e gore

\ ¥ \

den ibarettir. Gazin molekiillerinin ortalama enerjisi de
U 3
{EY = N =7 kT
olur. Son iki sonu¢ da baska ydntemlerle Snceden bulmus oldugumuz sonugla-
rin aynidir.

Entropiye gelince; (IX.4.6), (IX.7.5) ve (I1X.7.6} dan

kw2 Y
S = Nkln = | — + Nk
t ¥ 3 2 mk 3 j 3 NkT
= N ) —— e —— A I N R I :
f\_k(lnN | 2111( b2 )—; zinTgi 5 - Nk
yani
Nk S Y 3y [ 2rmkT 5 X.7.7
S Nl\.elnN : 2ln 2 ngs (IX.7.7)

bulunur. Bu son ifideye SACKUR-TETRODE formiilii ad1 verilmektedir.

(IX.8) OZGUL ISILAR HAKKINDA EINSTEIN TEORIiSi

Daha 19. yiizytlin baglarinda DULOG ve PETIT bir kat: cismin dzgiil 1sisi-
mn yiiksek sicakliklar icin yaklasik olarak
Cy ~ 6 kal/°K
oldugunu tesbit etmislerdi. DULONG-PETIT kaanfinu diye bilinegelen bu bagin-

tidan dugitk sicakliklarda Cp nin  nigin saptiginin ilk  akla yakin teorisi
EINSTEIN (1879-1955) tarafindan verilmistir.

Kuvantum Mekaniginden bildigimiz gibi lineer bir harmonik osilatériin haiz
olabilecegi enerjiler 1 = 0,1,... olmak iizere

g, = (n -+ %—) hv

ile verilmistir. Kat1 cismi bir kristal yap: olarak olusturan atomlarin denge durum-
lar1 civaninda sanki lineer harmonik osildtorler imig gibi titresimler yaptiklarim
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varsayarsak, tek serbestiik derecesini haiz bu harmonik osilatérlerin istatistiksel
dengenin teessiis etmis oldugu hilde haiz olacaklart ortalama enerjileri (iX.4.4) ¢

B ;
J— R I\J )

olur. Bu ifadedeki toplam, n arttik¢a terimlerinin degeri exp (—/rv/@) kadar
azalan bir geometrik dizinin toplamindan baska bir sey degildir. Su halde

. 3ln & 3 (
R — — T e I
ey ( P )V 26 n E exp

N mr===l)

o w C !
Z exp [““’ B (/n -+ -?) hv] == @B/ 1 — e—#h

p1={) A

ofacaktir. Buna gore
hv / 1 1
/ I e e S“-—"— T s 1 — e ﬁhv P L — o .
&) a8 / B 3 In ( € )5 v (""”2 DT emkT )

bulunur. Eger atomlarin kristal sebekesi iginde yalniz bir yénde degil de 3 serbest-
lik derecesini haiz olarak, denge durumlan civarinda rahatga tfitrestikleri varsa-
yilirsa bu takdirde ortalama enerjilerinin de

] i
(> == 3 hv (-E‘ “+ *E;W\) (IX.8.1)

ifadesiyle verilecepi bilinmektedir. Buna gbre kat: cismin toplam i¢ enerjisi, N
ile atomlarin saywsini gostererek,

, i 1
U= N{e) = 3Nhv (—5 + R )

olur. Su hilde sibit hacimda &zgiil 1s1 da

JdU Ch2 2 ahv/kT
Cvw= 5 = 3N T2 (@it Ty (IX.8.2)
ifadesi ile verilecektir. Simdi
h
O = - (IX.8.3)

ile tanimlanan EINSTEIN sicakligr ithal edilirse, R = Nk oldugundan



190 # ISTATISTIKSEL MEKANIKLER

@Ez e(’)Ef'T
Cyp== 3R 72 (eG)EfT_I)z {IX'8'4)
bulunur,
x == Bg/T nin kiiglik degerleri igin
x*
xz ] ;{ X JE, e { .
o xtet ( 2 ) ] X
(¢ —1)7 v b R T 2
-
oldugundan sicakh@in buyiik degerleri, vant 7 » &y icin
Cy ~ 3R (1 B’ (IX.8.5
RELIES TA) 1X.8.5)

olur ki bu da T— o igin

Iim Cp = 3R - 3 > 8,3143 J/"K == 38,3143 > 0,239 kal/°K 4 6 kal/’K

T—o0
vani DULONG-PETIT limitini verir. DULONG-PETIT limiti ile €, arasindaki
izaf1 hatd ise

s_ 3R—Cp O
3R 1277

mertebesindedir. Buna gbre meseld T = ®p yani 7 = Av/k ise § — 0,08 ve
efer T = 28, yant T — 2hv/k ise & = 0,02 olacaktir.

(IX.9) FERMI-DIRAC ISTATISTIGI

MAXWELL-BOLTZMANN istatistiginin, Dbirbirlerinden ayirdedilebilen
ozdes ve miimkiin kuvantik halleri doymus (satiire) olmayan tineciklerden olusan
sistemlere uygulandifing gorditk. Bu paragrafta ise birbirlerinden ayirdedilemeyen
ve W.PAULImin (1901-1958) bagdasmazhik ilkesi uyarinca aym bir kuvantik hal-
de birden fazla tinecigin bulunamiyacagi tineciklerden olusan sistemlerin ista-
tistigini incelemek istiyoruz. Bu 6zelligi hatz tidneciklerin yarim spinli olduklarin:
ve ¢arpik-bakisimlt (antisimetrik) dalga fonksiyonlariyla temsil edildiklerini Ku-
vantum Mekaniginden biliyoruz. Bunlara genel olarak fermiyon adt verilir. Me-
seld, bu ozellikleri dolayisiyla, elektron bir fermiyondur.
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Simdi gene ayni bir g; Ozenerjisine g; adet (soysuziasmmsg) kuvantik hal teka-
abiil ettigini varsayalim. Meseld s6z konusu olan fermiyonlar eger bir magnetik
olan iginde bulunuyorlarsa, bunlarin aymt bir g; 6zenerji degeri icin spinleri ya
~+1/2 ya da —1/2 olacagindan bu &zenerji diizeyine iekaabiil eden soysuzlagma
derecesi g; = 2 olacaktir. Merkezil bir alandaki bir tanecigin hareketi séz konusu
oldugunda bu tanecigin enerjisi yoriingesel agisal momentin haiz olabilecegi
(2/+1) adet miimkiin ydnden bagimsizdir. Bu itibarla tdnecigin aym bir g; Sze-
nerjisine g,=2/-+1 adet kuvantik hal tekaabiil etmektedir. Eger gbz Oniine alinmis
olan tanecik tistelik bir fermiyon ise bunun ayn: bir g; dzenerjisine tekaabiil eden
mimkiin kuvantik hal sayisi (yani soysuzlasma derecest) spinlerin yonlerinin de
hesaba katilmasiyla g, = 2 (2{-1) olur.

PAULInin bagdasmazhk ilkesi aynt enerjili iki fermiyonun ayni bir kuvan-
tik halde bulunamiyacaklarini beyan ettiginden g; soysuzlagsma derecesinin, aslin-
da, bu ilkey: ¢ignemeksizin aym bir enerji diizevinde bulunabilecek fermiyonlarin
maksimum sayisini gosterdigi anlagilmaktadir. Su halde, fermivonlar séz konusu
oldugunda, i-ninci enerjt diizeyindeki fermiyonlarin »; sayisi bu diizeye tekaabiil
eden g, soysuzlagma derccesinden daha buyiik olamaz: n, < g, .

Buna gore g, adet kuvantik halin »; adet fermiyona kag¢ tiirlii tekaabil etti-
rilebilecefinin sayisi g; nesnenin #1,-ser n-ser kombinezonlarimn sayisindan ibdret
olacaktir :

&Y gi! |
Q, ( ) T (1X.9.1)

n;

Su halde bher bir eneijt diizeyine tekaabiil eden n, , n,,... tanecik sayilanm goz
Ontine alarak ayni bir makrohile tekaabill eden mikrohéllerin sayisinin

o=Jle=I] , 5 (IX.9.2)

!

olacagi anlastimaktadir.

Sistemin istatistiksel denge durumuna tekaabiil eden dagihimlar, daha dnce
de gérmiis oldugumuz gibi, {2 nin

N = Z H; == §Abit

(IX.9.3)

U= z n, g; = sabit
i

yan sartlan altinda maksimum olmasii temin eden #; degerleridir.
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STIRLING yaklasimi aracihiiyla (1X.9.2) den
In {3 == Z g Ilng — Z nlnn; — Z (g; — ) In (g, — n;) (1X.9.4)

bulunur. Mesele (1X.9.3) yan sartlar: altinda (1X.9.4) iin maksimumunu bulmak-
tir. Bunun igin de gerek (IX.9.3), gerekse (1X.9.4) den diferansiyel alip
mmmmmm d(in €1) = 0 vazedelim:

—d(in £2) == Z {in n;—In{g;, —n,) } dn, = 0 (IX.9.5)
AN == 3 dn, = 0 (1X.9.5)
dU Y & dn; =0 (1X.9.7)

Simdi e ve B iki LAGRANGE ¢arpam olmak iizere (IX.9.6) yi «
ve (IX.9.7) yvi de B ile garpip {1X.9.5) ¢ ekleyelim :

Z{mmﬁqn@mmg+a+&ﬂmyﬁo (IX.9.8)
olur. dn; ler keyli olduklarindan bu son esitligin gergeklesebilmesi igin dn, lerin
katsayiarinin &zdes olarak sifir olmalart gerekir: buradan da », dagiiminin is-
tatistiksel denge durumuna tekaabiil eden degerinin :

&

e TH ]

seklinde olmasi gerektigi saptanmis olur. (1X.9.9) ifidesine FERMI-DIRAC da-
gilim kaanfinu denilmektedir.

Buradaki 8 parametresi tipkt MAXWELL-BOLTZMANN dagihm kaani-
nundaki gibi bir rot oynar ve istatistiksel dengedeki bir fermiyon gazimin sicakligs da

!

T~ 15 (1X.9.10)

bagintistyla tammlanir. o parametresine gelince, bu da

N == Z P E f"

.,i.. [
kT
e 41
sartindan saptanabilir. Bununla beraber, genellikle, boyutlari enerji boyutian
olan ve
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o

diye tanimlanan bir biiyiikliik ithal edilir. Buna binden de
_— L (1X.9.12)

e(Ei——EF)H(T _,{_. I

olur. g ¢ogu halde pozitif bir degeri haiz olup fiziksel uygulamalarda ve genel-
likle kati cisimlerin elektronik teorisinde ¢ok Omemli bir rol oynmar. gfye
FERMI enerjisi ve

O = o (1X.9.13)

ile tanimianan sicakliga da FERMI sicakhgr ad1 verilir.

Simdi bir metal igindeki serbest elektronlar goz Oniine alaltm. Bunlara te-
kaabiil eden enerji seviyelerinin soysuzlagma derecesi tipki belirli bir ¥ hacmina
hapsedilmis olan serbest taneciklerin enerji seviyelerinin soysuzlagma derecelert
gibidir, su farkla ki metal iginde 21 yonlii spinhi iki grup elektron oldugundan
soysuzlasma derecesi de taneciklerinkinden 2 misli bityiikk olacaktir. Su hilde ve
(IX.6.5) ifadesini gdz Oniinde tutarak ve fermiyonlarin PAUL/ ilkesine uymalar
dolayisiyla her hilde ancak bir elektronun bulunmast gerektigini unutmayarak,
metalde elektronlarm enerjilerinin siirekli oldugu kabul edilebilen st iletim
seritleri i¢in

(.

QUE) = Ag(E) =2 - Y omyr \JE AE (1X.9.14)

h3
oldugu, yani fermiyonlarin soysuzlasma derecesinin enerjilerinin karekokiiyle

orantill olarak artacagl saptanmis olur. E ile E + AE arasindaki aralikta bulu-
nan elektronlarin An sayst igin

Ag(E)

An = >
{ E""‘"‘"E ) k 1 '

yazilabilir. Buradan ve (I1X.9.14) ifadesinden, artik An ve AE nin de birinci
mertebeden sonsuz kiigiik olabildiklerini kabul ederek
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AV (2my? VE dE
‘“ e e(E—-EF)/kT 41

dn (I1X.9.15)

oiur. Bu, serbest elektronlarin enerji dagihmi icin FERMI-DIRAC denklemidir.
Bu ifadeyi biitlin enerjiler iizerinden integre edersek iletim seridindeki N toplam
elektron sayisimi buluruz. Fakat bu integral alma isleminin sonucu, genel haide,
ancak sonsuz bir seri tle verilebilmektedir. Bununla beraber eger e FERMI
enerjisinin 7 ye bagli olmadigh kabul edilirse T=10 icin N nin g FERMI
enerjising baghhg (1X.9.15) den kolayca hesaplanabilir :

EF
47V (2m)y2 [ V (2m)¥2
ND == N(EF) == __Tt_gg__”n)__ / \/l E dE = 8w (}’:"n)m 55‘3/2.
h N 34
0
Buradan
R [ 3N, 33
er= g~ («-E?") (1X.9.16)

oldugu, yani metaldeki iletim elektronlarinin N,/V" yogunlugu bilindiginde elek-
tronlarin FERM/ enerjisinin de saptanabilecegi ortaya konmus olur.

Sekil: IX.1 ile dn/dE nin E nin fonksiyonu olarak degisimi gdésterilmektedir.

dn
dE 4

//,___ Ditsizk Sicakhik

k"ﬁ"““ Dok Sekil : IX. 2 — FERMI-DIRAC istatistiginde
p & dnf[dE nin E nin fonksiyonu olarak degisimi.

Ty

(IX.10) BOSE-EINSTEIN ISTATISTIGI

Deney, birbirleriyle 6zdes fakat birbirlerinden ayirdedilemeyen ve PAULI nin
bagdasmazlik ilkesiyle de bagh olmayan taneciklerin varhgni gdstermistir. Bu
tiir tAneciklerden olusan sistemlerde aym bir kuvantik hilde bulunabilen tinecik-
lerin sayist sinirh degildir. Mezonlar, fotonlar, helyum atomu gekirdekleri gibi
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spinleri tam say: ve dalga fonksiyonlar1 da simetrik olan biitiin tAnecikierin MAX-
WELL-BOLTZMANN ve FERMI-DIRAC istatistiklerinden farkh bir istatistige
tabi olduklart saptanmistir. Hintli fizik¢i S.N.BOSEnin adina izafeten bu dzel-
ligi haiz tAneciklere bozenlar ve bunlarin uyduklan istatistie de BOSE-EINSTEIN
istatistigi denilmektedir.

Bozonlarin ayni bir makrobéle tekaabiil eden farklhi mikrohillerinin sayisim
hesaplamak diger istatistiklere nazaran daha cetrefildir. Hesaplanmak istenen
bu farkli mikrohillerin sayisi, aslinda, »; adet bozonun iist simtr goézetilmeksizin
g; adet kuvantik hile kag¢ tiirlli dagitdabileceginin sayisidir.

Bunu saptamak i¢in, dnce, n, adet bozenu tek bir sira hélinde dizelim ve
aralarina (g;— 1) adet perde koyarak bunlari g; adet gruba aywralim. Her bir grup-
ta ayni bir g; enerjisine sdhip fakat, farkli g, adet kuavantik héilden bir tanesine
isabet eden bozon bulunacaktir,

Boylelikle n; adet bozon ile (g,— 1) adet perdenin miimkiin biitiin diizenle-
melerinin sayisi, bir satir lizerine dizilmis olan (#; -} g, — 1) nesnenin permiitas-
yonlarinin sayisi olan (#; -+ g; - 1)! den ibéaret olacaktir.

Fakat biitiin bozonlar 6zdes ve birbirlerinden ayirdedilmez olduklarindan
birbirlerinden yalnizca bozonlarin sirasi dolayisiyla farkeden biitiin permiitas-
yonlar farkli bir mikrohile tekaabiil etmis olmayacaklardir. Bu itibarla
(n; 4 gi— D! sayisum n; ! ile bdlmek gereklidir.

Ayrica, bozonlar birbirlerinden ayirdedilemedikleri igin (g;— 1) adet perde-
nin biitiin miimkiin permiitasyonlart da gene ayni ve farksiz bir mikrohile teka-
abiil edecektir. Su halde n; adet bozonun g, adet kuvantik hale farkli dagitim-
larinin toplam sayisi

g — D!

£}, =
! nt (g, — !

(1X.10.1)
olacaktir.

Buna gore ¢, , €, , &, ,... enerji  diizeylerindeki #,, n,. ny,... adet bozonun
ayirdedilebilir farkli dagilm sekillerinin toplam sayisi

_ T 4 g D!
4= H -] ni (g — 1) (1X.10.2)

olacaktir.
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Bozon sisteminin istatistiksel denge durumuna tekaabiil eden n; degerleri,
gene,

N =3 n;=sabit, U=y &n; = sabit
,- -

yan sartlart altinda { nin maksimumunu temin eden degerler olacaktir. Bundan
onceki haller icin yaprmig oldugumuz gibi a ve B iki LAGRANGE garpam olmak
iizere, yan sarthl bu maksimum problemi ST/RLING yaklasim formiiliinden de
yararlanarak c¢oéziiliirse #; ler igin

ny—= —— ol (£X.10.3)

bulunur. Diger istatistiklerde oldugu gibi burada da, 1sil dengedeki bozonlarin
sicaklifini gene

1
T == e X.10.
7P (IX.10.4)
ile tanimlarsak
PIE{— (IX.10.5)
o et
e T_3

olur. Burada da o parametresi gene

N:};nizx——-—gi—m

LR
e 1

sartindan saptanacaktir. @ mn FERMI-DIRAC istatistigindeki gibi 6zel bir an-

lam yoktur; ve n,ler negatif olamiyacakiar: i¢in de a > g,/kT olmalidir. 7 son-

suza kadar uzanabildigi i¢in kisaca a > 0 olmast gerektigi anlasiiir.

(IX.11) FOTON GAZI: PLANCK ISIMA FORMULU

Simdi her bir kenan L uzunlugunda ve ig cidarlari da miikemmel yansitict
olan bir kiibiin iginde sabit bir U 1gima enerjisinin hapsedilmis oldugunu varsa-
yalm. Kiibiin icindeki fotonlarin istatistiksel dengenin teessiis etmis olmas: sart:
altinda miimkiin enerji diizeylerine nasil dagilacaklarini incelemek istiyoruz.
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h = 6,64.107* J. sec olmak iizere, v frekansh bir elektromagnetik dalgaya
tekaabiil eden fotonun enerjisi bilindigi gibi g, = /v den ibarettir. S6z konusu fo-
ton gazim incelerken fotonlann birbirleriyle etkilesmediklerini, ancak i¢ cidarlar
tarafindan sogurulup yaymlandiklarini kabul edecegiz. Bu itibarla, dagilimlarn
hesabinda her ne kadar

U = Z £ 1y == Z hv n, = sdbit (X111

yan sarti gene gegerli ise de artik fotonlarin tiim N sayisi sdbit olamaz,

Bundan bagka, eger fotonlarm bulundugu kitbiin boyutlan isintmin ortala-
ma dalgaboyuna nisbetle ¢ok biiylikse fotonlarin miiteakip enerji diizeyleri ara-
sindaki fark ¢ok kiiciikk olacagindan fotonlarin spektrumu siirekli imis gibi de
diigiintilebitir. Buna gore, ve N nin sdbit olmamasi nedeniyle « == 0 olacagindan,

g(v)ydv
dn — — LY (1X.11.2)
e — 1
yazilabilir.

g(v) soysuzlagma derecesini, ya da baska bir deyimle kavantik hil yoZuniu-
gunu hesaplamak igin kenar1 L olan kiip igindeki duragan bir elekiromagnetik
dalganin ifadesinin

y x\ . Yy o z
\ka,ky_kz(x, ¥, z) = C sin (kxn Zm) sin (ky'rc f) sin (kzm f) (IX.11.3)

seklinde olduguna dikkati ¢ekelim. Burada C ile bir sibit ve
k=~Fee + ke + ke,

ile de dalganin yayilma vektorii gosterilmistir. |k]ile A dalgaboyu arasindaki ba-
gint1, dalganin cidarlar iizerinde diigiim nokialari olusturmas: gereginden ortaya
cikar :

kL L _

5P~ = 3T V24 k2 +k2 = Vot tul=w= == 1_1% (IX.11.4)

Her fotonun haiz oldogu kuvantik hal kendisine tekaabiil eden clektromag-
netik dalganin k yayilma vektoriiniin bilesenlerinin degerleriyle belirlenir. (IX.
11.4) bagintisi, aym bir g = /v foton enerjisine &, , k, , &k, nin alacag: degerlere
gbre oo’ kuvantik hal tekaabiill edebilecegini gdstermektedir.

Simdi [k, k,, k] vzaymda {k|ile |k|- d|k| arasinda kalan kiiresel ka-
buk igindeki biitin pozitif k., k, , k, deger licliilerinin sayisin1 yéni djk|ya
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tekaabiil eden dv frekans aralifina isibet eden bitiin kuvantik hallerin sayisint he-
saplamaya ¢alisalim. Bizi yalnizca k.20, k, =0 k.20 degerleri ilgilendirdigin-
den s8z konusu kiresel kabugun yalmz 1/8 ini hesaba katacagiz demekiir.
Buna gore aradigimiz sayi
I BN
‘g‘“‘(\é—ﬁ{klzdik‘s) (IX.11.5)

dir. Elektromagnetik dalgalarin hizi ¢ olmak izere ve A=c¢/v olmast hasebiyle
(IX.11.4) den

C C

Ve e o ki, dv = 37 dik] (IX.11.6)
yazilabileceginden
1 I 2Lv \?* (2L dv> 4rV
o 2 | e S St e Y2,
= (4n x| Ld|k]) : 4?:( X ) ( - ) o Vv (IXA17)
olur.

Ancak surasina da dikkat etmek gerekir ki herhangi bir yaytma dogrultusu
verildiginde, fotona tekaabiil eden elektromagnetik dalganin yayilma dogruliu-
suna dik tki polarizasyon diizlemi olacagindan belirli bir € = /iv foton enerjisine
tekaabiil eden fotonlarin miimkiin kuvantik hallerinin toplami da (1X.11.7) nin 2
katt olacaktir. Su hilde

8V
g(v) dv = ; W2y (IX.11.8)

diir. Buna binfien, foton sayisi da (IX.11.2) ye gbre

8V Vidyv |
dﬂv m C3 eh\f‘fkT T (IX i 9)

olur. Buradan da birim hacim basina v frekansl: 13ima enerjisinin, yani isuma ener-
jisi yoguningunun

E, 8mh v dy
-j;; dﬂv frevesed duv fere C3 ehvfkTm i (iXI 110)

ile verilecegi anlagtimaktadir. Buna PLANCK isima kaaniinu adi verilir.

Buradan harcketle gene birim hacim basina toplam isima enerjisi hesapla-
nabilir. x == Av/kT vazederek
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u_z___ " eV dn"idv ~ 8mh [ v3dv
-7 = | Fla )=~ |
0 0
8w k* rmx?‘dx 8 m° k*
:WT“fm:(W“) T4 — oT* (X.11.11)
0

elde edilir ki bu bir kara cismin toplam 151ma yogunlugunun cismin sicakliginin
dérdiincii kuvvetiyle orantilh oldugunu ifide eden STEFAN-BOLTZMANN Ka-
antinudur. Burada, degeri diger evrensel sibitlerin fonksiyonu olarak belirlenmis
olan ¢ sabiti cok énce denel olarak Sl¢liimiis ; BOSE-EINSTEIN istatistigi bu
empirik degeri sonradan teorik olarak te'yid ettigi gibi ayni zamanda ¢ nin k&-
kenini de acikliyabilen temel bir teori oldugunun kanitimi vermigtir.

(1X.12) ISTATISTIKLERIN MUKAVYESES]

Simdiye kadar gérdiigiimiiz ii¢ istatistifin dagihm fonksiyonlarini topluca

ele alirsak

(MB) MAXWELL-BOLTZMANN

—_—

ni=gie

(FD) FERMI-DIRAC

(BE) BOSE-EINSTEIN

daghm fonksiyonlarinin

olmak iizere

IR S 4
1.

!

seklinde tek bir ifidede toplanabilecegi gorildr.
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g:/n; » 1 yani g, > n, oldugu sistemlerde her li¢ istatistifin de pratik ba-
kimdan 6zdes sonuglar verecegi kolayhkla goriliir. Bu, yiiksek sicakliklar i¢in
boyledir. Bu itibarla ¢ok diisiik sicakliklar hari¢ olmak iizere kuvantum istatisti-
ginin ortaya koydugu etkiler rahatlikla ihmal edilebilecektir. Bu da pekgok
hilde MAXWELL-BOLTZMANN istatistiginin  basariyla uygulanabilmesine
temel teskil eder.

ALISTIRMALAR VE PROBLEMLER

IX.i. Birbirlerinden bagimsiz ve ayridedilebilen N adet tdnecikten olusan bir
sistemde tek bir tdnecige tekaabiil eden dagitim fonksiyonu z ise tiim siste-
min 2 dagitim fonksiyonunun 2 = zV¥ seklinde olacagmnt gosteriniz.

IX.2. Bir B magnetik alaninda ve 7T sicakliginda birbirleriyle etkilesmeksizin
denge hilinde bulunan N adet spinden olusan bir sistem gdz Oniine aliniyor. Sis-
temin M toplam magnetik momentini ve y magnetik duyarlifint hesaplayiniz.
pB « kT ve pB » kT limit hallerini inceleyiniz.

IX.3. Ikiatomlu ideal bir gaz géz Oniine alimyor. Molekiiliin, iki atomunu bir-
lestiren dogrunun merkezinde dik bir eksene nazaran eylemsizlik momenti J
olsun. Bu takdirde rotasyon diizeylerinin kuvantalastiriimis oldugu ve soysuz-
. . . h? .
lagma derecest g, == (2/ -+ 1) olan her enerji diizeyinin de g, = —8—;;?‘}-— {(-+1) 1le
verilecegi Kuvantum Mekaniginden bilinmektedir, Bu takdirde & dagitim
fonksiyonu ile algak ve yitksek T sicakliklarinda & nin T ye nasil bagl ola-
cagini saptaymiz. Buradan ¢, 6zgil isistnin miitekaabil degerlerini gikariniz.

[X.4. Hizlart v ve v -} dv arasinda bulunan 7 sicakligindaki fermiyonlann
saylsinin
81 Vi’ v?

dN = dv
h3 e[(fiTV','sz“?,F]jk.l n}“ 1

ile verilece@ini gbsteriniz.

IX.5. N fermiyondan olusan bir sistemin ¢ok diisiik sicakliklarda haiz olacagi
toplam U enerjisinin ifAdesini tesis ediniz.

IX.6. Bir cekirdek icindeki nukleonlarin protonlar ve nétronlar olmak fizere iki
ayri fermiyon sistemi olusturduklarum gdz 6niinde tutarak ok diisiik sicakirklar-
da cekirdek icindeki nukleonlarin kinetik enerjilerini belirleyiniz.

IX.7. Birbirleriyle zayif etkilesmede bulunan 1/2 spinli N adet tAnecikten olusan
yalitilmug bir sistem olsun. Her bir tanecik sisteme uygulanmus olan B magnetik
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alamyla ya aym ya da aksi yonde olan bir p magnetik momentini haiz
bulunmaktadir.

1) Sistemin (U, U + 8U) enerji seridinde haiz olacagi (U) mikrohal sayisini
U>» 8U>puB ve U<« Np B varsayimlari alunda saptaymmz. S = S(U) yu
hesaplayiniz.

2) U=U(T) fonksiyonunu tesis ediniz ve T<<0 olup olamiyacagim gosteriniz.

IX.8.A) Kuvantik bir lineer harmonik osilatér goz oniine aliniyor.
1) & dagitim fonksiyonunu ve buradan da (&) i saptayiniz.

2) (e>=f(T) fonksiyonunun degisimini inceliyiniz. k7 < hw ise, ne olur?
Eger kT » fw ise (&) nin limiti ne olur? Bu limit deger 7 ve wya nasil bag-
lidir ? : '

B) Etkilesmeleri cok zayif olan ve T sicaklifinda dengede bulunan N adet
harmonik osilitdrden olusmus bir sistem g&z dniine alimyor. Bu, bir kat: cismin
atomlart icin uygun bir model olarak kabul edilebilir.

1. Bu osilatér toplulugunun C, 6zgil 1sisim belirleyiniz.

2. C, = f(T) yi ¢iziniz ve kT > hw igin C, nin limitini bulunuz.

C) Bir kati cisimdeki atomlarn titresimlerini incelemek lizere, Kuvantum
Mekaniginde, her bir kati cisim atomunun digerlerinden bagimsiz olarak 3 dog-
rultuda aym w frekansiyla titresim yaptigim kabul eden basit bir model kabul

edilir. Bundan otiirii, N atomdan olusan kat: cisim tek bir dogrultuda fre-
kansiyla titresen 3N osilditdrden olusmus gibi teldkki edilebilir.

1. Kati cisim bir T sicaklifanda dengede bulunuyor iken bir osildtdriin (e
ortalama enerjisini ve kati cismin atomlarimn ()4 ortalama enerjisint bulunuz.

2. Kati cismin C, zgiil sistmn w = hw/2kT = 0/T olmak lzere

w? e¥
C,, = 3R (C:VM:MMT)“E

seklinde oldugunu gésteriniz.
3. T 9 igin C,=3R oldugunu ve T->0 igin C, — 0 oldugunu gosteriniz.

4. T« bali igin C, nin yaklagik bir ifadesini bulunuz ve C,=fT) yi tesis
ediniz.
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D) Harmonik olmayan ve enerjisi, kinetik ve potansiyel enerjilerinin topla-
mi olarak

2

+ bxt

s
ile verilen lineer bir osilatdr olsun. T kafi derecede biiyiik kabul edilmektedir.

1. Bu osilatériin ortalama kinetik enerjisi nedir? Bunu harmonik osilato-
rinkiyle karsilastiriniz.

2. Osilatoriin ortalama potansiyel enerjisi nedir? Harmonik osilatoriinkiyle
karsifastiriniz.

3. Toplam ortalama enerjisi nedir?
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