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ONSOZ

Bu kitap TEORIK FIZIK DERSLER} dizisinin 5. cildi olan Iss Teerisi'nde
boliim sonlarindaki 104 abgtirma ve problem ile aymca 131 de ilive problemin
ayrintih ¢oziimlierini ihtiva etmektedir. {lave problemler metinde, Is1 Teorisi ders
kitabimdaki problemlerin ¢Sziimlerinden yildizly bir ¢izgivle ayrilan bélitmlerde
takdim editmis bulunmaktadirlar.

Kitapta yer alan toplam 235 alistirma ve problemin 170 kadan 1974-1978
yillar1 arasinda Istanbul Universitesi Fen Fakiiltesi Teorik Fizik Kiirsisiinde ya
Isi Teorisi dersinin nygulamalarinda ¢6ziilmiis, ya vize yoklamalarinda ya da
dersin smavlarinda sorulmus olan problemlerden olugmaktadi. Bunlana bir
kismi da, metni agirlastirmis olmamak, igin ders kitabina ildve edilmemis konu-
larin problem sekli altinda incelenmesine hasredilmistir.

Boyle bir kitaptaki problemlerin hepsinin de ilk defa vaz edilip ¢Ozilmiis
oldugunn sanmak yersizdir. Bunlarin ¢ogu Ist Teorisi kitabmin Yararlanidan
Kaynaklar™ listesinde gosterilmis kitaplardan bazan sayisal verileri degigtirilmis
fakat, cofu kere de, yillardw okutageldifimiz Is1 Teorisi dersinin rfihuna uygun
bir tarzda redaksiyonu yeniden yapilmis olarak aktarlmis olan problemlerdir.

Kitabin, 6grencilerin Is1 Teorisi dersini daha rahat bir sekilde Gzitmlemele-
rine etkin bir yardimc: olmasmmi temenni eder, dizgi ve tashihlerde géziimiizden
kagmis olan ve diizeltmelerini kitabin sonunda takdim ettifimiz hatilardan do-
layr da Oziir dileriz.

Kitabin zahmetli dizgisi miirettip Tayfur Licin’in titizligi ve sabrz, ve basimi
da basta Fen Fakiiltesi Bastmevi Midiirii Mehmet Mardinligil olmak iizere bii-
tin Basimevi elemanlannmin ve ozellikle Sakir Celik’in titizligi ve gileryiizliilii-
giiyle geicekiestirilmistir. Hepsine pekgok tegekkiir ederiz.

Bu kitabimizi Istanbul Universitesi Fen Fakiiltesi Genel Fizik Kiirsiisiiniin
temel iki direfi olan muhterem hocalar ve aziz dostlanmiz Prof.Dr. Sadrettin
Tunakan ile Prof.Dr. Hilmi B:nele hirmetlerimiz ve en iyi dileklerimizle ithaf
ediyoryz,

A. Y. Ozemre, E. M. Riza
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. BOLUM

TEMEL KAVRAMLAR
VE TERMODINAMIGIN
BIRINCI ILKESI

1.3, Sabit kiitleli bir ideal gazm esisili termodinamik doniigiimlerinin, vy ile ga-
zin karakteristik sibitini gostermek fizere PV = C = sibit bajmbsina uyduklarn
saptanmig olsym, (P, ¥,) ve (Py, V) ile aym egmisils efri dizerindeki iki hal gbstere-
rek bunlarm arasmdaki AU = U(2)—
U(l) ic emerji farkim; 1 >3 —-52 ve "

1 - 452 déniigimlerinde sistemin ka- L p 4
zandigx isi ve siyr hesaplaymiz,

P,

i
"

PV

Sayisal uygulama : v = 5/3,

V=1 litre, P, = 32 atm,, V, = 8 litre. L e t (2
; -
COzZUM : Esist egrisi (adyabat) v, v, v
boyunca evrimiesen sisteme 1st ithal
olunmug olmadifindan Termodinamigin birinci ilkesine gore AU = — AW olur.
Su halde

2 v
AU = UQR) — U(l) = — AW = — f PdV=—C f V-t dv
L§1 Vi
olur, vy = 1 igin ve C = P, V," = P, ¥, oldugunu godz Oniinde tutarak
UQ)—U) =" C "=V =QG—D1PV,—P V)
olur.

1->3 eshacimh degisim egrisi lizerinde sistem iizerinde yaptlan iy sifirdir
(zitd dV=0 — P dV == dW == 0). 3— 2 egbasingli degigim egrisi iizerinde sistemin
kazandif 15 ise:

W,y = P, (V,— V) dir. Bu itibarla sistemin 1-~»3 — 2 siirecinde kazan-
digs 1s1
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AQ = AU+ AW, -+ AWy
= UQ)— U1 + 0+ Py (V) —V)=(x—1) (P VP V) + P (Vi—Vy) -
=y PV [P+ (x— ) P V)

den ibirettir.

1-» 4 esbasing efirisi boyunca sistemin kazandift is AW, = Py (V,— ¥3) dir.
Diger yandan 4->2 eshacim efrisi bovunca da sistem is kazanmamaktadir.
Buna gore sistemin 1-—»4->2 siirecinde kazandify 11

AD =AU+ Wy, + AW,y = UQ)—UD) + Py (V,— V)40
=0 n—F )+ P V,— V)
=——1yP ¥V, + [P+ (1—Y)" Pl ¥,
olur.
Sayisal uygulama :
P,V =PV, dan 32x1=P,(8)*3 ~> P,=1atm. bulunur.
P, ¥, = 32 {atmosfer] x 1 {litre] = 32 (105 Newton X metre™*)x 1072 (metre’y
= 3200 (Newton X metre) = 3200 N.m = 3200 Joule = 3200 J.
P, V, =1 (atmosfer) x 8 (litre) = 8.10™3 Num™2, 10~* m® = 800 J.
U@ —UQ) = (—§~-— 1 )“1 (800 — 3200) J = %(-- 2400) ¥ = — 3600 J.

Benzer gekilde 1 =3~32 igin: AW =700 ve AQ=—2500]) ve 1 42
icin de: AW = 22400 J ve AQ = 18800 J bulunur.

1.2, Bir énceki ahstumadaki séz konusu gazm ic enerjisi, 4 bir sibiti goster-
mek iizere, U = A4 PV geklindedir. Bu ahgtirmamn sayisal verilerini géz oniinde
tutarak: 1) A sibitinin degerini, 2) 13, 352, 14 ve 42 doniigiim siireclerin-
de sisteme kazandirilan 1 mikdarlanm hesaplaymz.

¢OZUM : 1) Bu sartlar altnda
U2)—U(1) = A(PyV; — P\ V) = (y =) (P,Vy — Py V)
olacagindan A sibiti i¢in

1 3
Ad=-i=7

bulunur.
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2) (a) 1->3 iizerinde is stfirdic ve AQ = U(3) ~ U(1) = %w (P, Vi—P, V)
= e 4560 T dur.

{b) 3->2 tizerindeki 11 1-+3 -2 Gzerindeki sidan 1-»3 fizerindeki 1siy1 qu-
karmakla bulunacaktir:

— 2900 J — (—— 4650 1) == 1750 L.

(¢} 42 tizerindeki iy de safirdir ve AQ=U(2) — U(4) == —%— (PyV,— P, V)
== — 37200 J olur.

(&) 1->4 tizerindeki st da, 1-»4 -3 2 siirccindeki isidan 4 -+ 2 siirecindeki
isinin gikartimasiyla bulanacaktir:

18800 J — (—37200 J) = 56000 J.
L3. Egist eprileri Pvr = sdbir seklinde olan bir mol'lilk bir gazin u i¢ enerji-

sinin P ve v ye baghhifmimn en genel seklini fesis ediniz,

COZUM : X == P v¥ olsun. Serbest degiskenler olarak vile X i goz éniinde
tutalim ve u(y, X1 tesbit ctmeye galisalim. Bir esis1 efrisi tizerinde dX =0 ve

kezd du = — P dv = — Xv"™" dv olacaktir, Buradan, derhil,
(’f{%) -
ov/x
ve
X vt—r .
U=+ ()
v—1

olmast gerektigi tesbit edilir. Sonug olarak u icin

Py
v—1

u(v, P) = aitad

bulunur.

L4, A, 1 gramlik hir ideal gaz P, , v, ve T, = 300 °K baslasgig sartlanmn-
da bulunmaktadw, Bu, egsih bir bicimde, hacnu v, = v,/12 oluncaya kadar si-
kstinbnaktadir ; bu ¢akdirde basmer da P, ye yitkselmistir. Bu verilere daya-
narak a) T, nikal sicakhigim, b) yamlan w, isini hesaplaymmz,

B. P, basmo sabit tutelarak gaz 7, ¢ kadar sogutulmakta ve bunun sonuca
olarak da hacmx v; olmaktadir. Buna gore a) v, §i ve b) ortaya ¢ikan g, 1s1 mik-
darmm hesaplaymmz.
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C. Bundan sonra gaz egsicaklikh bir genleymeye ta4bf tutularak tekrar v, hae-
mmg sihip olmaktadsr, Bana gére a) pihal basmey, ve b) bu son diniigiimde or-
taya ¢ikan w, isi ile ¢ st mikdarmu hesaplaymmz,

3. Bitin bu doniisiimler swasinda sistemin i¢ eperjisinin toplam degisimini
hesaplayuiz., (cp==1J g™, °C™? ;v =7/5).
COZUM . A. Ideal bir gaz s6z konusu oldugunda gazin essili termodi-
namik doniisiimleri, €’ bir sibiti gdstermek fizere,
P PY =z C’

bagintist uyarinca olusurlar. Ote yandan ideal bir gazm hal denklemi olan Pv
== RT bagintisim gdz Oniine alir da bu iki bagintiy: taraf tarafa bolersek, C=C'/R
ile yeni bir sibiti gostererek, esist efrilerinin denklemi

Tv—1=C
sekline girmis olur.
a) Su halde
. Cp—2¢C, 0.4
T,=T, ({L)( =T, (—:}) ¢ =300 (%) =810°K
2 2 )

dir.

b) 8g =0 oldugundan du=—_5w dir. Idcal bir gaz i¢in du=c,(T,—T))
oldugundan (JOULE kaaniinu)

w, = | éw| xT—laf-(SIO——BoOO) =~ 364 ¥
dur.

B. ) Basing degismedigine gére hacim sicaklikla orantili olacaktir: ve dola-
yistyla da

T
T,

V3 = ¥V,

= 0,37 v, = 0,031 v,
olur.
b) Sabit basingl: bu doniisiimde ortaya c¢ikan g, 1st mikdart
T2

g, = cp f dT = cp(T,—T,) = 510 ]

n
dur.
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C. a} Gaz v, hacrunt haiz olarak 7 swcakbfina geri d6ndii ise basmcr da
P, = R T,[vy olacakfir.

b) Essicakbikl: genleymede gazin yaptit is
¥z ¥y
1, = f Pdv= fﬂr,i‘f‘iwﬁnlnﬁnm:
¥ vy

dur. Egsicaklikhr bir genlegmede sistemin i¢ emerjisi degigmedifi igin g, =—w,
“olacaktir; yAni sistemin yaptifi ise denk bir 131 mikdarmin sisteme ithil edilmis
olmas: gereklidir.

D. 1k déniisiimde :
ql == 0 ’ wi = cv(Tz""”" Tl)
Aui == Gy (Tz h— T])-
ikinci déniigiimde:

q2w'""cp(T2"—'Tl), szPz(vzwvl)ﬂ.Pz Vz

pm—

1 ___‘11_)
V2

Py, = RT,=(cp—c) Ty, —E?m %
yani
wy = (cp—¢,) (T,—T) ve Auy = —c(T,—T7)
olur.

Ugtincit doniisiimde ise:
Gs = —~W; Ve Au;=20
olmaktadir. Buna gére
Au = Ay + Auy 4 Ay =0
olmakta yini gaz tam bir ¢evrim sonucu ilk hiline déniigmektedir.
L5. Sibit basmctaki ve sabit hacimdaki 5zgiil milary swasyla ¢p ve ¢, olam,

Py==RT hil denklemini haiz bir ideal gazm tersinir bir doniigiiminde ortaya ¢ikan
st mikdan

8q = A dP 4 BRdv
seklindedir,
a) Ave Byi cp,c,, R, P ve v cinsinden hesaplaymiz.
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b) ¢p ve ¢, sin sicakhga bafh olmadiklan kabul ohmmaktadir. Bu takdirde
ve v == cpfc, vaz ederek f(P, v, v} = O geklinde, bu gazmm basmciyla hacoum bir-
birlerine v araciifiyla baglayan hir baginty tesis ediniz.

¢) cp ve ¢, nin sicakhfia bagih olduklariu ve bu baghbix da
Y = Yo—aT
bagmtsimn yansitfim varsayarak v yi 7 ye baglayan bir baimt tfesis ediniz.

COZUM : a) Sabit basingh (dP = 0) bir ddnilsiimde 8y = B dv olur. Fakat
Ste yandan tanum geredi 8g = cp d7T dir de, Bu itibarla

oT
b= "‘“‘(‘g’;}')
P

dir. Bundan bagka hil denklemi Pv = RT oldufuna gire ayrica

avy ary P
P(ﬁ)PWR - (3‘-’)?& R

de yazlabildifinden

L
B== {.5.1)

bulunur. Buna benzer bir muhakeme ile, ve sAbit hacimh (dv = 0) doniigiimler-
den hareket ederek,

A = (1.5.2)

oldugu tesbit edilebilir.
b) Bu sonuglarin 1518 altinda 8g = A4 dP -+ B dv bagmtis:

ve gp  Ecr
Ra'P—i— R dv

8g =

gekline girer. Esisik bir ddniigiimde 8¢ = O oldugundan bu denklem
vdP 4+ yPdv=20
sekline girer ki bunun integrasyonuyla da
Py =C=sdbit ~» @PV—C)=fP,v,Y)=0
bulunur,

¢} §imdi aranan f(», T) = 0 scklinde bir bagintidir; ayrica da y = y,—aT
oldugu bilinmektedir. Bu itibarla 8¢ yu v ile 7 nin fonksiyonn olarak ifade ede-
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bilmekte yarar vardir. Ote yvandan bunu gerceklestirebilmek igin P basmnemu da
v ile T nin fonksiyonu olarak ifide etmemiz gereklidir. Bu bizi

dpm(ﬁf) v+ (5’5) ar
T aT ¥

dv
yazmaga sevk eder. Bunu 8g = 4 dP 4 B dv ifidesine yerlestirirsek
orP apPy -
sq =4[5 ar + B+A(-—~) }dv 53
! (ar)v [ av ) 43

olur. Simdi egisihh (8q = 0) bir doniisiim tasarhyalim., Ote yandan da (1.5.1) ve
(1.5.2) dolayisiyla

B_.r
A v
olduguna dikkat edilirse (1.5.3) den
(Qf) dT + ['r L (?%_?j) ] dy = 0 (L.5.4)
aT/, v ov/r.

bulunur. Hal denkleminden hareketle

MR, ()2

8T v v , av /r Vv

bulunur; bir de y = 7,— a7 oldugundan, bu son ii¢ bagimtimn yardimiyla
{1.5.4) bagntis1

ﬁdT—!—»[wfﬁ-—“-}—)—]dv=: 0
v v
—g—dT"l—[Tg—aTm——l] dv =0, -j—}::l';
vAdT 4+ [(vo— DT —a T dv=0 (L5.5)
sekline girer. Eger b = (v, 1)/a vaz edilirse bu bagnt1
dv adT a dr a dr

Y - — — £ 156
v @D~ (1,— DT  {Yo—1) (T—b (y,—D T

seklinde de yazilabilir.
Eger a = 0 ise (1.5.5) bagintisi

dv d
{o—D—=— —Ej

v

ye indirgenmis olur ki buradan da, bilinen
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Tyt = sibit
bagmts elde edilir. Egier a »= 0 ise bu takdirde de (1.5.6) dan
Ho—DIny=1In T8 ¢ samit
yéni
1
Flv, T) = T abit
r Yol
a

bagintist elde edilmis olur.

1.6. v = 250 cm® hacimh bir balon P = 10° N.m™ == | atmosfer basmer al-
tinda ve 27 °C sicaklikta, sibit hacomdaki 5zgill sis1 ¢, = 0,23 J/°C olan ideal bir
gaz ibtivd etmektedir. Bu balon, dik kesiti $ == 1 cm® olan ve bu gartlar alfinda her
iki kolundaki su, aym seviyede bulunan bir de sulu manemetre ile donatdmgtir, Be-
lona g = 1,5 J luk bir 151 ithfll edilerek icindeki gazin serbestce genislemesi safflan-
maktadir, Av, AP ve AT degisimlerinin de hesaplarda diferansiyel mikdarlar
gibi telikki edilecek kadar Kiigiik olduklar: varsayildiklarmda, manometrenin agtk
ucunda vokua bulan x su seviyesi yiikselmesini ve AT sicakhk farkm hesapla-
ymiz, (Suyun zgil kiitlesi: p = 10° kg m™ ve yercekimi ivmesi de g = 10 m s>
olarak ahwacaktir). (y = 7/5)

COZUM : Balon igindeki ideal gazin hal denklemi
sl Py = RT = (cp—ec) T

dir. Buradan, 8zgiil 1siann sdbit olduklarim
varsayarak,

\ PAy 4+ vAP = (cp—c) AT (L6.1)
Balon

yazihir. Boylelikle Av, AP ve AT biiyiikliik-
™ leri arasinda bir bagmti tesis edilmis olmak-

g—’_l" tadir. Ote yandan, gerek Av hacim farkuun
me ' ' :;_: gerckse AP basmg farkinin manometredeki

x su seviyesi farky cinsinden kolaylikla ifade
edilebilecefine dikkati gekelim. Gergekten de

Av=S8Sx , AP=2gpx
den ibirettir.

ideal gazlar igcin JOULE kaaniinuna gore gazin i¢ enerjisindeki Au degi-
sikligi
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Ay = ¢, AT
seklindedir. Oysa Termodinamigin birinci temel ilkesi geregi ayrica
¢, AT = Ay == g — P Ay (1.6.2)
dir de. (1.6.1) i (1.6.2) ile taraf tarafa bilersek neticede

Wx+35x  ep—c, _
L5—10x ¢, =y—1=04

bulunur, Buradan

X = -%;— metre = 3,1 mm

ve (1.6.2) yardimtyla da
g—-PSx

Cy

AT = == 4,8 °C

bulunur.

L7. ideal bir gazin esisii sikighirilmasnda yapilan w isinin gazin i¢ enerjisin-
deki Ay degisimine esit oldugunu gbsteriniz, ve buradan w nin ifiidesini ¢, sdbit ha-
cmdaki 6zgiil sy, T, baglangig ve T nihaf sicakhklary cinsinden tesis edip aynca
w yi a = v,/v, sikighrma oram cinsinden ifdde ediniz.

COZUM : Esisih bir termodinamik déniisiimde 1s: mikdarmda hic bir
defiisme olmaz. Bu itibarla i¢ enerjinin diferansiyeli
du = -— Pdy

seklindedir. v, hacmindan v, bacmina kadar bir sikistirma yapildifinda ic ener-
jinin Au degisimi de

M=Wm—me

olur. Ote yandan JOULE kaanfinuna gore ideal bir gazin i¢ enerjisi yalnizca si-
caklifan bir fonksiyonndur. Gazin ¢, sibit hacimdaki ozgiil sisi sibit varsa-
yarak

Ay=c,(T\,—T)=c, To(%—~ 1)
0

olur, Bir taraftan ideal gazlarin hél denkleminin
Py = RT

ile verilmesi, diger taraftan da esist egrilerinin
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T v~ = sdbit
denklemini gerceklemesi dolayisiyla, i¢ enerjideki degisimin

Ay = c‘,%ﬁ(a’f—‘ —1)
veyl R = ¢p— 0, (MAYER bagmntis) olmasi hasebiyle
e D0 Y0
Ay == w == T—1 {ar 1}

bafintistyla verilecefi saptanmg olur.

L8. Kismen gigirilmiy ve cidarlan st gegirmeyen bir balonnn toplam kiitlesi
M kg olsun; m ile de, gene kg cinsinden, balon icindeki havanm Kiitlesini ghisterelim.
Balonun icindeki havamn sicakh@is T °K ve digindaki havamn sicakhfi da 77 °K
olsun.

a) Bu balomm yiikseliginin, effler M/m=T/T" ise tersinir olacagim gosteriniz.

b) Bu sartlarda efer nygsm mikdarda 1 ithiliyle T sicakhg sdbit tutnlacak
olursa yiikselme isinin balon icindeki havanmn basing kuvvetinin yaptifa ige egit ola-
cafim gisteriniz.

¢) Eger belirli bir andan itibiren, b) sikkanda sozii edilen 11 ithali kesilirse yiik-
seligin tersinir bir bicimde siiciip gitmesi icin 7" sicakhfmn degisim kaanfinumun
ne bicimde olmas: gerektifini saptayunz.

COZUM : a) Yiikselme hareketi, eger hareket ettirici kuvvet sistemin bir
denge halinden, asla hissedilir derecede uzaklasmamasimu temin edecek kadar kii-
giik ise tersinirdir. Smmr hilde bu tersinirlik garth hareket ettirici kuvvetin sifir

olmasini yini yer degistiren havanin icri ettigi itme kuvvetinin balonun agirligma
egit olmasin: gerektirir,

Yer degistiren havanin M kiitiesi ile balonun igindeki havanin m kiitlesi aym
basing gartlan altinda Slgiilmektedirler; ayrica bunlar aym hacma da shiptirler
Buna gore ideal gaziarin hil denkleminden

Yer degistiren hava igin : PV = M RT’
Balondaki hava igin : PV =mRT
olacaktir, Bunlann taraf tarafa béliinmesi sonucu

M T

=t

m T

bagimtisimin gegerli olacagy goriiliir.
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b) Balonun dz kadar bir yiikseklik kazanmas: hilinde yergekimi kuvvetinin
yaptifit is Mg dz olur, Balonun sicakliffi sabit tutulduguna gére igindeki hava

PV = sibit ~» PdV + VdP =0

BOYLE-MARIOTTE kaanfinuna uygun olacaktir. d¥ hacun degisimine bagh
elemanter iy: —P dV = ¥ dP dir; dte yandan da dP basing degisimi, p ile disa-
nidaki havanmn Gzgil kitlesini gostererek, akigkanlar statiffinin temel bagintisi
olan dP = —pg dz bafintisi aracihifiyla dz ye baghdir. Buradan, yapilan eleman-
ter isin

AW = Mgdzmm%{-d}”m—-?d}’

oldugu goritimektedir.

¢) Eger sisteme artik, 153 ithal edilmezse balonun igindeki hava egisth (adya-
batik) bir genlesmeye miruz kalir; ideal bir gazin emsth doniigiimleri, bilindigi
gibi,
PV7 == sbit

denklemi gergeklenecek sekilde olugtuklarindan buradan diferansiyel alarak, son-

[

YPAV 4+ VdP =10 (L8.1)

olacaf saptanmus olur. Ote yandan sistemin ig enerjisindeki degisim de:
dU=mec,dTl = §Q — P dV = — P dV dir. Buradan ve (1.8.1) den

myc,dl' =mepdl = — Y PdV = VdP = Vpgde = — Mgdz
yazilir. Eger yitkselig tersinir ise M/m = T/T’ olacagindan

ar = i
77
olacak ve buradan da

AT’ = —vcg—dz (1.8.2)

B

ile verilecektir. T, ile z = O da, yani yerdeki, sicaklifi gostererek (1.8.2) nin in-
tegrasyonu da

= Tu'w—-fi;z

VErit.
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L9. Yerde iken kismen sigirilmis olan bir sonda balonu V, hacmun: ve m=380 kg
kiitlesini haizdir. Havanmn yer diizeyindeki 6zgiil kiitlesi p, = 1,2 kg/m® olup, yer-
cekimi ivmesi de yaklagik olarak g = 10 m/s® dir.

a) Yer diizeyindeki K|, yiikselme kuvvetini hesaplaymiz,

b) Atmosferin essicakhkli dengede oldufivon varsayarak z yitksekliinin fonk-
siyonu olarak P atmosfer basincim hesaplaymiz. Yer diizeyindeki basing P, = 10°
N/m? olarak verilmektedir. Bu takdirde havanm p dzgil kiitlesini de z nin fonksi-
yonu olarak belirleyiniz.

¢) Balon yiikseldikge hacmi de arimaktadir, Balon cidarlannm is1 gegirmez
oldugu varsayum altinda z yiiksekliginde balonun ¥ hacomn ve K yiikselme kuv-
vetinin ifidelerini tesis ediniz. Efer V' = 8V, olursa balonun erisecefi en biiyilk Z
yilksekligi ne olur? V, m degeri nedir?

COZUM : a) K, yiikselme kuvveti, dsikdr olarak, havamn balon iizerin-
de icré ettigi w, ARSIMED itkisi ile balonun agihipl arasindaki farka egittir:

Ky = vy — mg = Vy py g — mg = (12 ¥V, — 800) Newton.

b) (Py, V) ve (P, V) halleri goz Oniine alindifinda eger birinden digerine
gecis egsicakbikta vukuu buluyorsa ideal gazlarn hil denklemi aracilifiyla P, ¥, =
PV vyazlir. Diger taraftan her iki hilde de balondaki havamin M kiitlesi degig-
memis oldugundan

V. V P P
P—-L=pP_— o 0 1.9.1
0 M M Po o ( )

olur. Ote yandan akiskanlar statifinin temel denklemi de

dP = —pgdz 1.9.2)
dir. (1.9.1) ile (1.9.2) arasindan p elenirse

P 0g

_ —az _ g
7 P, —> P = Pje—r, (a ) (1.9.3)

Py
bulunur. z yi kilometre cinsinden ifade edersek
P = Pye 2= (1.9.4)

olur. z yitksekliginde havanin ozgiil kiitlesinin degeri de (1.9.1) ve (1.9.4) den
tesbit edilir :

p(z) —_— pﬂ e"ﬂ,lz z,

¢) Hacmmn artigt esisih (adyabatik) bir bigimde gelismektedir. Ideal gazlar
i¢in egisith termodinamik hal doniigimlerini karakterize eden denklem
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P V" == 5ibit

oldugundan (P, V,) ve (P, V) halleri arasmdaki adyabatik déniigiimde, (1.94) @
de gbz Oniinde tutarak

P ¥ Z .
PV =PV ~— V=V, ("}-f") = Vye? {1.9.5)

bulunur. Buradan ARSIMED itkisi igin
1

ifadesi elde edilmis olur. Su hilde K(z} yiikselme kuvveti de

wz)=Vog=V,pge

@ (—1— -—-—l) z
K(z)=12V,e v — 800 (1.9.6)
olur.
Simdi, (1.9.5) de V = 8V, vaz edilirse maksimal Z yiikseklifinin de
Z =243 km

oldugu kolayca saptamr. Bu anda yikselme kuvveti sifir olacagmdan (1.9.6) dan
V, mn degeri igin de

Ve =153 m?
bulunur.

1.10. Arz atmosferinin incelenmesl. Havanm ideal gaziar kaan@inuna wydugu
ve yergekimi jvmesinin de yiikseklife bagh olmadan sabit g=10 m.s? degerini haiz
oldugu kabul edilmektedir.

1) Atmosferin 7" sicaklh@mm sabit oldugu varsayilmaktadir. Bu takdirde N ve
N, ile z ve z, yilksekliklerinde hacim birimi basica bava molekiillerinin sayisim
gisterelim.

a. N molekiil yoZunlugu ve P basmcimn degisim kaan@nlarm z yiiksekliginin
fonksiyomu olarak tesis ediniz. (Bir molekiilin ertalama kiitlesini m ile gdsteri-
niz.)

b. Hangi yiikseklikteki basing yerdeki P, basmemin yarisimna egit olur?

2) Simdi de 7 sicakhfmmn, N molekiil yoguniugu sdbit kalacak bigimde z

]

nin fonksiyonu olarak defistigi varsayilmaktadir.
a. Bu varsayim kisaca dogrulaymiz.
b. Sicakbik ve basmcmn degisim kaanfnlarmm tesis ediniz.

c. Basmg hangi yiikseklikte, yerdekinin yarisina erigir? Ba takdirde sicakhbk
ne olar?
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(Yerdeki sicakhk: 17 °C, yerdeki basng: P, =105 N.m™2, havanin molekiiler
kiitlesi: 71 == 29 g ve gazlar sdbiti de R = 8,32 J/mol/°K olarak ahmacaktr.)

COZUM : 1) a. z ve dz yiikseklikleri arasinda kalan, dz kaholifinda ve §
tabanh bir hava tabakasi g6z 6niine alalhm. Bunun haiz oldufiu dv == § dz hacm
icinde NV dv = NS dz molekiil bulunacag asikardir.

N dN. P4 4P x4 dz Bu hava tabakasimn kendi p agu-

// g / Lig ile K ve K’ basing kuvvetlerinin et-
g / kisi altinda denge halinde bulundugu-

/////’ - // nu yazalim :

(s s s p+K +K=0.

Bu t¢ kuvvetin dogrultusu da aym oldugundan kuvvetlerin dengesi cebirsel ola-
rak

P+ K —K=0
denklemiyle ifide edilecektir. Bu ise

mg(NSdz) +(P+ dP)S—PS =0
ya da

mgNdz + dP =10 (L.10.1)
demektir.

Ote yandan g mol'liik bir gaz i¢in ideal gazlarin hal denklemi

Pv=yuRT veyh P—=P-RT
v
dir. Su halde ideal gazin basinci “hacim birimi basma mol says1” demek olan
pfv ile orantih olmaktadir. A" ile AVOGADRO sayisim gosterirsek, bir mol*
deki molekiil sayisi demek olan bu say1 aslinda A" = M/m demek oldugundan

B _N_am

v A M
ve gazin basinct da

p—nTRT (1.10.2)
M
olur. Sicaklig1 sébit varsayarak bu bagmntiyr N ye gore tiiretelim; buradan
ap =R
M

bulunur. Bu bagmti géz 6niinde tutuldugunda (1.10.1) ifadesi de
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m(gNdz*}-%dN)wO

sekline girer, Buradan, degiiskenlere ayirarak

an _ Mg

LR e vy

N RT

ya da z; ile z ylikseklikleri arasinda integre ederek

N(z) = Nyexp {— % (z— z0) ] (1.10.3)

bulunur. (1.10.2} ve (1.10.3) den de

veya

P(z) = P, exp [- % (z — z,) ] (1.10.4)

bulunur. Buna gore egsicaklikli bir atmosfer iginde gerek N molekill yogunlugu-
nun, gerekse P basmcrun z yiiksekliginin fonksiyonu olarak fistel bir bigimde
azalacafl saptanmis olur.

b. (1.10.4) € binden
RT P,
B 1 e
Mg P
dir. Yerde z; = 0 oldugundan yerdeki basincin yarisi olan basincin
;- 8,32 x 273 +17) 2
29.1073 x 10

yitkseklikte hiikiim siirecegi anlagilmaktadir.

Ze—zy =

= 5740 metre

2) a. Gazin hacmsal kiitlesi

Bir molekiiliin kiitles: x Molekiillerin sayis1
Hacim

seklinde tamumlanir; bu ise p=mN demektir. N = sdbit varsayimi, molekiil-
lerin kiitleleri de degigmeyeceginden, p = sdbit olmasimi gerektirmektedir. Hal-
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buki ideal bir gazin hacimsal kiitlesi basmcla dogru, mutlak sicakhkla da ters
orantilidur :

P I
°Py T
p==sdbit demek P[F = Py/T, = sibit kabul ediliyor, yni z yiikseklifi arttifinda
basincin azalmas:, hacimsal kiitle sabit kalacak sekilde, sicakhgin azalmasiyla
telafi ediliyor demektir. Bu da N = sdbif varsavimmn bir dogrulanmasidir,

b. N = sdbit varsaydifindan (1.10.2) den

ap = NmR o
M

p==p

yazilir. Bunun aracihfyla da (1.10.1) genel bagintis:
. R
Nmlgdz +-— dT)= {0
(g M )

veyd

a7 = --E{i az
R

sckline girer. z, dan z ye kadar integre edildi§inde bu diferansiyel denklemden

M
T = Te[lmﬁ(zmzﬁ)] (1.10.5)

0

bagmutis1 elde edilmig olur. (1.10.5) eger (1.10.2) ye yerlestirilirse

P z-—ng(z.__zn) ...1._%
M
olur. Z, yiiksekliginde basing, bu son ifddeye binden,
Py = NmRT,
M
olacagindan, yani
RT,
yazilabileceginden P(z) artik
Mg
P(2) = Pyl 1 — (z —z 1.10.6
@=n| 2| (L.10.6)

olur.
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¢} P = P2 in z == RT{2Mg = 4160 metre bulunur. (1.10.5) bajmts:
(L.10.6) ile tarafa bolintirse

Lo Do it
T T
yani p == p, = s&bit bulunur; ve buradan da
P 1

Teom Ty = e Ty = 145 °K = — 128 °C
P, 2
bulunur.

L.11, Molekiiler kiitlesi Af olan jdeal bir gazdan N molekiil, dik kesiti § ve
kotlan da siwrasiyla Z, ve Z, olan, hareketli iki pistonla ssurlandwilmg bir dik silin-
dir icinde bulunmaktadwr. Molekiiller sibit bir T sicakhfinda olup yukandan aga-
firya dofru yonelik birbicim bir g gravitasyon alamna tibi bulunmaktadaiax,

1) Bu sartlar altnda basmcin ve gaz yogunlugunun

Mgz MgZ
Py = Pyexp|— —=-" 1, s EXP | — e
o o P[ R ] P == Py ¢Xp [ RT }

fle verildigi bilindiginde P, bityiikliiginii verilerin fonksiyonu olarak belirleyip ga-
zin agwhk merkezinin Z, kotonu hesaplaymmz.

2) Alt piston sfibit tatularak fist piston durgunumsu bir bigimde Z, kotundan
Z’', kotuna gectiginde bu déniiglim siireci icinde gaza intikaal ettirilen W, isini he-
saplaymniz.

3) Ust piston Z,’ kotunda sébit tutularak alt piston durgusamsu bir bigimde
L'y —2Z' =2Z,—Z, olacak sekilde bir Z,' kotuna gegmesi hilinde sisteme intikaal
ettirilecek olan W, igini hesaplaymiz.

COZUM : 1) @ = Mg/RT vaz edelim. Buna gore

L

A
h!

A
T

DM

J

4] )

DM

_MP__ MP,
RT RT

. ¥4

P=Poe‘_-¢z, p

olur. Gazin toplam kiitlesi ise
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Ly
N = f S o(Z) dz = § M0 fomazs __gmans]
oRT
Zy

olur. Buradan derhdl P, m degen gikanlir:

P, = NRTa [e%t —wgmaZe] 7 §74

Ayrica
P(Z) = Py e—%1 == NMg S [1 — estZi—20]~1 |
P(Z,)) == Pye#4s = NMg 8§ [extZ2 —Z0 . ]]71
dir.
Agirlik merkezinin Z,4 kotu, tammi geregi,

e £y

(NM) L= f 7p(2) SdZf = _‘NMg g {e"‘"ﬂ/: C-‘-dth}"l MS Z el d7

RT
Zy £
ile verilecektir. Buradan
Zy
Zy = [ g=oZi] 1 g j xe*dx  (x=0Z)

A

bulunur. Bu ifidedeki integral kismi integrasyonla kolayca hesaplanir ve nihiyet

e‘me’l —_ Z e——D:/g
Zy=o -
+ e'***(x.zl p—— e—ﬁlzrl
bulunur.
Za' Z
_ ’ _ dZ,
) W= — { P(Z,) SdZ, —— NMg f T
Za L3

m-—NRT[ L5 x=alZ—Z)
em......

ve nihdyet
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_ 1 e gl &y 23}
W,= NRTIn { . ]
1 g {Ze'—Z1)
bulunur.
3) Aym gekilde
Zy Zyr iz
= e — NA 1
W, = f P(Z,)SdZ, =— NMg f o
Zy A
——nNRT [ “* . i=a@z—2Z)
i—e
olur, Nihayet
o (Zy! — 24y
W, = NRT In [“ L ]
ecﬂ(z,'“zl’) N 1

bulunur.
Siire¢ esnfisinda sisteme intikaal ettirilmis olan ig

] e g—alZe—Z1)  ax(Zy/'—Z0 1
11— e""ﬁ(.zi.""zl) ey 21"y L}

W= W, + W,:NRTln[

e-———-ﬂ.z,j. —— a0y

= NRTIn [ ] = NRT In {e<2—20} = NMg(Z,—Z,)

e-——azl'_,_ e--—-—ﬂ',z"
den ibdrettir, Bu is siiphesiz ki, biitiin siireg boyunca Z,' — Z, = Z,' — Z, Otele-
me hareketinden baska bir gey yapmamig olan gazin kazanmug oldugu potansiyel
enerjiden bagka bir gey degildir.

1.12. a) Giinegin kiiresel simetriyi haiz bir gaz Liitlesi oldufunu; ve p ozgiil
kiitlesi, P basmei, 7 mflak sicakhifmm da yalmzea r radyal uzakhgmn fonksiyonu
oldaklarim varsayarak r yaricaph kiire icindeki M= AM(r) kiitlesi ile P=2P(r) basm-
cmn radyal degisimlerinia 6igiisii olan dM/dr ve dP/dr bityiiklikklerini hesaplaymiz,
Ayrica biitiin Giines kiiresi iginde p 6zgiil kittlesinin sfbit oldufunn varsayarak Gii-
nesin merkezindeki P, basmcin ifddesinini tesis edip hesaplayimz.

b) Giinesin p 8zgill kiiflesinin gene s@bit oldugu: gazin atom cekirdeklerinin
ve elektronlarn, globil olarak nétr elan, bir kariynmmdan tegekkiil etmis oldufunn;
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ve ¢ekirdekierin de hiiylik bir sayida proton ve aym sayiuda pitrondan olugmug ol-
duklarmz kabol ederek her seyin sanki gbz Onéine ahnan, molekiller kiitlesi p. =2
olan bir gaznug gibi cerevan edecefiini gosteriniz.
¢) Bu gartlar altnda Giinegin merkezindeki mutlak srcakhfs hesaplaymmz,
ideal gaziar sibiti: R=8,32 J/°K; Giinesin kiitlesi: M = 2,10 kg; ortalama
ozgil kiifle: p = 14 g/fem® ve evrensel gravitasyon sibiti de G == 6,64.10°1* MKS
birimi ahnacakter.

¢COZUM: a) Giingg kiiresel simetriyi haiz, gazdan bir kiitle oldufundan

efer M(r) ile r yarigaph kiire iginde kalan gazin kiitlesini gosterirsek Giinesin
merkezinden r uzakhginda yergekimi ivmest

GM(r

g = GMO)

2

r

olur. Simdi sekilde goriildiigii gibi dr kahnhgmmdaki kiiresel bir tabaka iginde
dS taban yiizeyi ve dr yiksekligi-
ni haiz sonsuz kigitk bir silindir
goz oOniine alalm. Bu silindirin
yan ylizlerine etkiyen basing kuv-
vetleri birbirlerini dengeleyecek-
lerinden silindire etkiyen diger
kuvvetler r uzakligindaki dS taba-
m fizerindeki | Py | = P(r) . dS,
ve r-+ dr uzakhgindaki dS tavam fizerindeki | P, | = P(r 4 dr). dS ile silindirin
agirhik merkezine etkiyen | K | =gp dS dr aguligada. Giinesin dengede olmasi
biitiin bu sonsuz kiigiik silindirlerin dengede olmasiyla gerceklesir; su halde den-
ge sarts

P,+K+P =0 —> Pr-+dr)+pgdr=P(r)

dir. Bu son ifddede ilk terimi r civarmmda MACLAURIN serisine agip dr — 0 li-
miti almirsa

dp pG M(r)
T R e e 12.1
dr r2 a )

bulunur. Hélbuki r yarigapt icinde kalan M(r) kiitlesi tamm gerefi
M(y) = f o(r) 4nr°2 dr’ 1.12.2)

0
oldugundan
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dM
o(r)

olur. Efier Gilinegin Szgiil kiitlesi p(r) = p = siibit ise (1.12.2) den
M(r) = -gn*f;prz’ ve MR)=M-= %—1’:9 R

elde edileceginden

Mm;_f:) - %‘.'3_ L12.3)

de yamlabilir.

Giinesin merkezindeki P, basmc ise (I.12.1)i r = Rden r = 0 a kadar
integre etmekle tesbit edilir :

0
AL
”
r
R

Bu ifideden, (1.12.3) ii gbz Oniinde tutarak

) 0
P"x*f GMe 4 . [CMp 00
r'2 RB
R ¥4
yani
PDEM
2R

bulunur. G, p, M ve R nin deferleri yerlerine yerlestirildiginde de Giinegin,
merkezindeki basinct olarak

Py = 1,32.10"* N/m? = 1,32.10% atm.
bulunur.

b) Giinesi olugturan gazin, elektrik bakimindan nétr olan, bir ¢ekirdek ve
elektron kariimmdan ibéret oldugu farzedilmektedir. Cekirdeklerin her biri ¢ok
sayida proton ve agafii yukar1 ayn1 sayida da nétron ihtiva eder. Giineste hiikiim
siiren yiksek sicakhk dolayisiyla biitiin atomlarin tamamiyle iyonlasmig olduk-
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lan kabul edilebilecefinden gazi olugturan atomlarm ve elektronlarm fevkalide
kiiciik yargapa mélik olmalart dolayisiyla bu gazm ideal bir gaz gibi davrandif
savunulabilir. Ote yandan gazi olusturan tinecikler arasindaki kuvvetler de bun-
lann kinetik enerjilert yaninda hatirr sayilir bir potansiyel enerji olusturamazlar,
Biitiin bunlar, gazi olusturan t@neciklerin aralanndaki etkilegmelerin ihmal edile-
bilecek kadar kigiik oldufuna yani gazin ideal bir gaz gibi addedilebilecefine
delélettir.

Simdi Giinesi olugturan maddenin molekiiler kiitlesini w ile gosterelim. Z
de atom (ve ayni zamanda elektron) sayist olsun. Cekirdeklerin ¢ok sayida pro-
ton ihtivd etmekte olduklant kabul edilece§i igin Z de bitylik bir say1 olacaktir.
N ile AVOGADRO sayist gosterilirse

Protonun kiitlesi =~ WNétronun kiitlesi

oldugundan cekirdegin kiitlesi: 2Z/.4" den ibaret olur. Bir mol'de .4 cekirdek
bulundugundan bir mol‘iin kiitlesi de 2Z olur. Su hilde

p = Ortalama molekiiler kiitle = Molekiiler kiitle = 2z

Téanecik sayis1 Z +1

olur. {Z adet elektron + | adet ¢ekirdek)
Z biiytik oldugu igin de

olur.

¢) Giinegin merkezindeki sicaklik igin ideal gazlarin hal denkleminden

P, = RT,p T, = f_g. w
B R p
ve
T, = 22.106 °K
bulunur.

L.13. Bir mol’liik bir karbon gaz
a
P+ — | {v—b)=RT
( L )( )

seklindeki VAN DER WAALS hil denklemine uyar.

1) Bagmmsiz, v hacim ve 7 sicakhk degiskenlerinin fonksiyonu olarak sébit
basmgtaki o genlesme katsayisi ile sfbit hacymdaki B basing artisn katsayismm he-
saplayiz.,
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2) Sahit sicakhiktaki xy skighmlabilivlik katsays: ile g, B ve P arasmnda ge-
nel bir bagmtun var oldufjunu gisteriniz,

3) Gazn i¢ basmomn ihwdl edildifi hillerde xr = o®v/BR olduBvnu gisteriniz,
COZUM : 1) Basmg sibit tutularak gazm hal denklemi tiiretilirse
(P + -E—)de»(v%b)z—a— dv = RAT
y? v

olur. Bu ifidede yalnizca bagimsiz v ve T defigkenlerini muhafaza etmek igin

hal denkleminden harcketle (P + %) yerine RJ; yerlestirilirse
v.-—-

RT  (v—b)2a
v—5 »

ifidesi elde edilir. Sabit basingtaki genlesme katsayisinin tanim géz Oniinde tu-
tulursa (1.13.1) den yararlanarak

) dv = RdT (1.13.1)

g L () o _BIC—H (1.13.2)
v \aT/p RITV—2a(y-—b)?
bulunur.
Simdi de ayni hil denklemini sbit hacunda tiiretelim :
(v—b)dP = R dT.
Buradan
(Qf) =R (L13.3)
aT/, v—b>b

oldugu anlagiir. Ote yandan da P efer v ve T nin fonksiyonu olarak belitlenirse

RT a
P = —_—— 1.13.4
— W ( )

olacaktir. Buna gdre p min tanimindan, ve aynica (1.13.3) ile (1.13.4) ii de gz
oniinde tutarak,

B= (@) = Ry’
P \aT/, RTvV—a(v—b)

bulunur,
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2) Bilindigi gibi xr sibit sicakhktaki sikesgtindabilislik katsayis:

ile tapimlanir, Ote yandan maldm

(52). (32), (5.

aP/r\aT/), \v /p

matematik bafmtist a, § ve %y katsayilarimin tanim bagmtilar: gbz Sniinde tu-
tulursa

—xpvBP L = —1
va,
olacagindan, buradan
r =
= —
pP

genel baZmus1 elde edilir, a mn ifidesi (1.13.2) ile, PP nin ifadesi de (1.13.3) ile
verilmis oldugundan VAN DER WAALS gaznin sibit sicakhktaki %z sikistiri-
labilirlik katsayisi, gu héilde,

v (v—b)?
Hp=
RTv—2a(v—b)?

seklindedir.

3) VAN DER WAALS gazinin i¢ basincinm ihmil edilebilir olmas: demek:
a=0 olmasi demektir. Bu takdirde

J— -2
v—b __}azt(v b)

= Tv T2 2 ’ (1.13.5)
1
p= di'_ ' (1.13.6)
__(v—b)
Ay = RTv (L.13.7)

olur. Bu ii¢ bagintidan hareketle
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Koq == o
=t
B

.
R

olacafh kolayhkla saptamr.

1.14. H4l denklemi VAN DER WAALS denklemi olan gercek bir gaz igin
Py =RT geklindeki ideal gazlar denklemini gergekleyen (P, T) hillerinin geomet-
rik yerini tiyin ediniz ve P'~> 0 icin gazin ideal gazlar denklemine wuydugu 77 si-
cakhigim hesaplaymiz.

COZUM : Hem

(P+ %)(v-—-—b)m RT (L14.1)
¥
hem de
Pv=RT (L14.2)

denklemlerini ayni anda gercekleyen F ve T degerlerini bulmak igin (1.14.2) yi
{1.14.1) e tagirsak

(a—bRT) v=ab "1

veya

(@—bRTYRT ==ab P

bulunur ki bu, sekilde goriildiigii gibi bir parabol
yayidir. Eger P=0 ise T, =a/bR olur.

1.15. Azotun, 0 ile 40 atmosfer basmc altmda,
basmcimn  diferansiyelinin, bir meol'e indirgenmis ©

olan
,_:_53?_"_(1 +2_A)dv+£(1 +i‘;)dr (L15.1)
v

¥ ¥ v

N R et I LR g
st
4

ifddesiyle temsil edilebilecegi saptanmstir.
Goz oniine alman bu basmg aralif icinde azotun hil denklemini tesis ediniz,

COZUM : P = P(v, T) nin tam diferansiyeli

dp-:(ﬁf) dv+(§i’) ar
T aT v

ov
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dir; bunu v degigkenine gore integre edersek (1.15.1) i de gbz Ontinde bulundura-
rak ve f{T) ile sicaklifin keyfi bir fonksiyonunu géstererek

- ] (Z)+am=— [ F )

m..—mf%m,aarfzj" +J’(T)=%-T+§§€+f(ﬂ 115.2)

bulunur. Gte yandan

oP R A R AR
— :m*-—-l T [ RS
(.= [+ 3)=3+5

oldugundan bu bafint1 ile, (1.15.2) den sibit v sart1 altinda elde edilen,
( or ) R AR daf

A A Euin —

v V3 dr

bagmtis1 karsilastithesa dffdT = 0, yéni f{T) = C = sébit bulunur. Buna gore
(1.15.2)

Py=RT (1 +£)+K
v
sekline girer.
Algak basinglarda gaz, ideal bir gaz gibi davranacaktir; yani 77— 0 igin

Py—> 0 olacaktir. Bu ise X =0 olmasi demektir. Buna gére bir mol’liik azot ga-
zimn gdz Oniine alman basing arahfmda haiz oldugu hal denkleminin

PV=RT(1 -+ fi:—)

4

seklinde olaca@1 saptanmis olur.

L16. Deneyler belirli bir gazin bir mol'ii i¢in o ve %y katsaylarmm
R RT
0=, K=
RT 4 bP P(RT + bP)

geklinde oldufuna telkin etmisler ise acaba bu gazin bir mel icin hil denklemi nasit
olur? (R ve b ile iki s#bit biiyiklik gosterilmektedir).
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COZUM : o nm tammindan derbil

umi(@’—) - f—‘?-‘-’-wfadr-kmzp{m
v 33"1’ v

yazmak miimkiindiir. Burada o(P), basincin keyfi bir fonksiyonudur. Son ifa-
dedeki integral alma iglemleri yapiirsa

y = (RT -+ bP) . g(P) (L16.1)

bulnnur. Ote yandan (1.16.1) i de gdz éniinde tutarak xy igin

o L Y RT
4 v \aPly P(RT+bP)

1
{RT -+ bP). (L)
ya da, basitlegtirmelerden sonra,

_—
=

dp
%(Ru b) %2 + bcp(P)g

dpP

bulunur. Bu ise: ¢dP + Pde =0, yani d(9FP) =0 oldufuna igfret etmektedir ;
yani

om0 92)

oP). P = A=sibit —> o(P)= i;.

demektir. Buna gore (1.16.1) denkiemi
Py = A(RT -+ bP)
sekline girer.

Algak basinclarda gaz tipk: bir ideal gazmig gibi davranacagindan (P—0
igin Pv-> RT), A = 1 olmast gerektigi agikardir. Buna gbre, aranan hil denk-
leminin

P(v—b)=RT

geklinde oldufu anlagilmig olmaktadir,

1.17. Bir mol’e nisbet edilmig gercek bir gazn hil denklemi Py carpuminmn seri
seklinde bir agmmm ile ya v cinsinden

Pv=A(1+£+£ +)
v 2
geklinde, ya da P cinsinden
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Pv=AQ -+ BP+CP|.)
scklinde yazilabilir,
VAN DER WAALS bl denklemini ikinci mertebeden terimlere kadar (bun-

lar da dabil olmak @izere) dnce v, sonra da P cinsinden seriye acip 4, B, C, 8,
C' vivyel katsayitarmn T sicaklifs ve gazin a, b ve R sfbitleri cinsinden hesaplaymz.

COZUM : VAN DER WAALS denklemi

(Pw{~%)(v—«b)xRT > Po=RT—2 4P+ 2 qiny

¥ v v

seklindedir. VAN DER WAALS denklemi kezi

seklinde de yazilabilir. P nin bu degerini (I.17.1) in sag yanindaki 3. terime vag
edersek

Pv:Rwau+(Rn—3§~)+—‘f§—=RT(1—~ b_ 4 ")
¥

y v—b ¥ ¥ —b RTv

bulunur. b/v « 1 olmasim g6z Sniinde bulundurup b/v nin karesi cinsinden terim-
lerle yetinmek sartiyla

b b b 2

yazilabileceginden

1
Pr=RT |1 4{6—2)—+Z
' [ +( RT) y vz]

olur. Buna gore viryel katsayilan denilen A, B ve € agimm katsayilarinin
A=RT, B=b—2_, c=p
RT
oldugu tesbit edilmis olur.

Simdi ise VAN DER WAALS denklemini Pv = @(P) seklinde yazmaya ¢a-
hsalim. Kolaylikia, '



TERMODINAMIGIN BIRINCT ILKEST » 29

y = RTQ- +b-—--=--———-——-—-RT po ~i“6wg(1w—}“v;)+b=
P+l rli+ L ,
i (+7a)

RT a Pb

mtr o | ] s e o e 1.17.2
P ( Py m’) (L172)

yazilabilecefi goriiliir, 1k yaklagikhikta Pv=- RT ahnabileceiinden
a aP alP

= - 7.3
Py P2y RT? a )

yazlabilir, (1.17.2) nin tersini alir da bu ifadeye (1.17.3) 4 yerlestirirsek

Lokt )

v RT R2T®* RT
olur. Bu son ifidenin wg1f1 altinda (1.17.1)

2 2
PVxRT_aP(I+ aP bP)+Pb+abP ( L _aP __bP)

RT RT* RT R T? R2T* RT
veyd
aP a*P* abP? ab P? 2P 2bP
Py = RT — — + Pb 4+ ——=
RT RT3 + R T2 +R’ Tz( + R271? RT)

ya da P nin ikinci mertebeden terimleriyle yetinerek nihdyet

1 a a
Py=RT|1+ -~—|b—-—]P ...,mb._._......_pz
’ [ +RT( RT) +R’ T3 ( 2RT) ]
ifddesi elde edilir. Buradan da viryel katsayilarimn

Ad=Rr, B=L[p—2), =2 (o
RT\" RT RT\ 2RT

oldugu gorilmektedir.

1.18, Séabit sicakhktaki sikighinlabilime katsayisi iy ve sibit hasm;;taki gen-
lesme katsayisi da o olan v, hacimh bir kat: cisim

* A,(P, , Tp) hilinden A(P,, T,=kT,) hfline gecmesini safflayan egbasmch
tersinir bir 1sitilmaya,

* Sonra da A hilinden A,(P,, T)) hilinde gecmesini saghyan egsicakhkly
bir sikistiribnaya mérnz kalmaktadir.
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Vo, @ ve %p sibit olmak iizere (P, T) diyagrammda:
1) 4,44, yolunu izleyerek, ve
2) ApA,; yolunu izleyerek

Ay hillinden A, hiline gecerken sistem &izerinde yapilong olan igin Py, vy, Ty, &,
« ve X nin fonksivonu olarak ifidesini tesis ediniz.

COZUM : 1) Elemanter tersinir doniisiim esndsinda kati cisme intikaal
eden i

tr . dW = —Pdv =
P,ﬂkl’. v--------a*m‘________‘___”_::
R TR
e oT/p aP/r

"o dir. Halbuki

et o
; : WY — o A RPN

o T, B T‘z-.:k"l‘. T ol /p °’ oP/r r'e

dir. Buradan

dW = — Pvy(a dT — %z dP) (1.18.1}

sonucu ¢ikar.

Esbasingli 4,4 1smmmas: esndsindaki elemanter iy, dP = 0 oldugundan,
AW = — Py vyudl
olacaktir. Buradan integral alarak
Wad = —a Pa vy (Ty—Ty) = — 0 Pyvy Tg (k—1)
bulunur.

Essicaklikli (4T = 0) sikistirma esnéisinda da elemanter is dW =%y v, P dP

dir; buna gore yapilmig olan W,,, isinin de, buradan integral alarak,
P‘z___Poz: xr Vo P k2 —1)
2 2

ile verilecegi anlasgilmig olur. Buna gore A, hilinden 4,44, yolunu izleyerek
A4, haline gegiste ortaya konan toplam is de

Wagaa, = Waga - Waa,

WAA* == J(.TVO

yani
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2. . ;
Wyt .Po L} (I; 1) [xTP;) . frfﬂl] (1182)

olur,

2) A 4, doniisiimii, sekilden, P == kT denklemiyle temsil edilebildifi icin
(1.18.1) elemanter igininifadesi

AW = —kove T dT + %y v, PdP

sekline girer. Su hilde konan ortaya toplam ig de

z2__ 72 2._p2
W*‘—-kav‘, Tl TO +XTVG"E!""’"£P_°“
olur. k = Py/T, oldugunu da hesaba katarak
2_.
de‘h = f"{']"":!"S‘"";;E?:"'"""""12(:N:I'Po - u-Tu) (1‘183)

bulunur. (I.18.2) ve (1.18.3) ifadeleri kati cismin bir A, baglangic hilinden bir
A, nihai hiline gegmesi i¢in ortaya konan igin izlenen «yol» a tibi oldugunu agik-
ca pOstermektedirler.

L19, dP/P == adv/v bagmtisiyla tammlanan bir doniisiim goz Oniize almmak-
tadir. Ideal bir gaz igin bu déniigiime tekaabiil eden c, dzgiil 1s155m hesaplaymniz,
a=0yadaua=-co olmsa bu ifide ne olar? Pv' = sibit denklemiyle belirlenen
esisth bir doniigiimde ¢, nm degerini grkarimz.

- dP d
cOzZUM > = ad déniisiimiinii gbz Oniine alalim. Boyle bir dé-
v

niigiime tdbi olan gaz ideal bir gaz oldugu i¢in bu-
nun i¢ enerjisinde vukuu bulan degisim, gazi aym
baslangic sicakligindan ayni nihai sicakhga inti-
kaal ettiren sibit hacimli bir doniisiimdeki ig ener-
jinin degisimi kadardar:

du, = ¢, dT = du, .

Halbuki

du, = 8g — 8w = ¢, dT — 8w
dir. Buna gore
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¢, dT == ¢q dT — Pdy

va da

d
Co— C, = PEL
dT
olur. Goz éniine alinan ideal bir gaz oldufundan FPv = RT ve
P dv AT v odT
P v T v T
& _ v 1 Pdv R
dr T l+a drr 1+
ve dolayisivla da
R
Cx €, == ————m
I +a

olur.

Eger =0 ise ¢,~¢,= R=» ¢, = cp olur. Efer o=

c,—c¢,=0 ~» ¢, == ¢, olur.
dP
P v

ise, bu sefer de

= utﬂ yi integre edersek Pv—* = sdbit bulunur ki esisth (adyabatik)

bir déniisimde ideal gazlar igin Pv' = sdbit bagmtist gegerli oldugundan bu-
radan ¢ == —y olmas: gerektigi sonucu cikar. Su halde

=

R

€y —C, = —

1 —

€y = €, +

— cv—'YCv+ R__ Cv_'_"cP'{"R

l—x
bulunur. Hilbuki ideal gazlar i¢in bilindigi gibi

'

I—wy

cp—ec, =R

dir. Su hélde ¢, = 0 olur ki bu &g == ¢, dT = 0 demektir; yini déniisiim ger-

¢ekten de esisih bir ddniiglimdir.
1.20. Yay sabiti k olan yay bir ile gekilde goriilldagii gibi bagh § dik kesitli bir

pistenla kapatiimis bir silindir icindebir mol’lilk bir ideal gaz bulunmaktadmr.

a) Gazm basmar digtaki P, basmer-

pa esit oldufunda yaym wuzamas: ne
kadar olur? Bu denge hiline tekaabiil
eden gaz hacmu v, olsun. Yaymn x kadar

nwzamasl hilinde gazin P basinci ve v hacom hesaplaymiz.
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b) Yaym uzamasinda dx lik bir defisim stz konusu oldufunda 47" swcakl-
fimn dedisimini hesaplaymrz.

c) Buna tekaabéil eden i enerji degisimi nedir? Ortaya ¢kan 151 mikdar, e(x)
ile bir Gzgiil 1ay1 gostermek éizere, 8§g = ofx) dT geklindedir. c, ile sbit hacumdaki
bzgil st gistererek [o(x) —¢,] farkim hesaplaymiz.

COZUM : a) Disaridan piston iizerine etkiyen (PyS) degerindeki kuvvet
ile yaym pistona icrd ettifi (kx) degerindeki kuvveti ayni y6ude olup gazin igeri-
den piston lizerine icrd ettigi (P.S) degerindeki kuvvet bunlara aksi yéndedir. Pis-
tonun denge hili

PS=PS +kx - P Py = —

ile verilecektir. Buradan,
ap =% gy
hY

olmas gerektifi goriillmektedir. Hacim igin de

v=yv,4+x8 —» dv=Sdx

yazilabilecegi agikardir,

by Pv= RT oldugundan P dv-+ v dP = R dT, veyd diferansiyellerin yuka-
rida saptanmus degeclerini bu ifideye yerlegtirerek

(Pn+ %)de—[— (vo-i—xS)-gdx: RAT

ve buradan da

dT-_—.:._di[POS+m+ ka]
R 5

bulunur.

¢) du = ¢,dT = ¢(x) dT -+ P dv dir. Buradan da
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c(x}—e¢, = Pﬁfw e PS-C?-J-?-
ar dT

iffidesi elde edilmis olur.

1.21, T toplam st siast 400 gram suyunkine esdefer olan 8, = 15°C taki
bir kalorimetrenin icine, 151 sifasy ithmél edilebilen ve k=1 g/s lik bir debi ile
icinden ¢ = 0,4 cal/g/ °C hk bir Gzgiil 1s1yr baiz bir siv1 gecen bir serpantin daldinl-
maktadir, Bu sivr, kalorimetreye 8, = 80 °C da girmekte ve 0 sicaklam haiz olarak
kalorimetreyi terketmektedir. Sistemdeki 11 kagaklari da ihmil edilebilir bir dii-
zeydedir,

1) Kalerimetrenin 0 sicakhfim ¢/ zamammn fonksiyomn olarak veren bagmtiyr
tesis ediniz.

2) Bu svidan 100 £ kadari serpantinden gectigi an kalorimetrenin sicakhis
ne olacaktir?

3) Serpantin bos olmak gartiyla eger 0, sicaklimdaki 100 g sivi dogrudan
dogruya kalorimetrenin icine bogaltlnug olsaydi, baslangig sicakh: 6, olan kalo-
rimetrenin denge hiline tekaabiil eden sicaklifn ne olurdu?

4) Simdi serpantinden 8, = 80 °C baglangic ve 0 ¢k sicakliklarim haiz hid-
rojen gecmekte olsun. Kalorimetrenin baglangic sicakhimm 0, = 15 °C, toplam 11
siasmin I' = 400 g oldufin g6z oniinde bulumdurulmak ve t = 100 saniye sonunda
0 == 52°C oldugu kaydedilmek gartiyla, eder debisi gene k = 1 g/s ise, hidrojenin
Ozgiil 1s1smin degierinin ne olacagmm saptaymz.

COZUM : 1) tvet+ dt anlart arasinda kalorimetrenin sicakhigt da 6
dan @ + 46 ya yikselmis olsun. Buna gbre kalorimetreye intikaal etmis olan 1s1
mikdan da I'df olur. Ote yandan serpantinin iginden gecen stvinin terk ettigi st
mikdari da, m ile kiitleye igiret ederek, dm = k dt olmak iizere

(k dt)c(6,—0)
dir. Buna gére denge hali igin

Tdb=ke(®,—0)dr
ya da

olur, Bu ifadeyi integre ederek, ve In X ile integrasyon sibitini géstererek
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1n(&-ei)mm%5;x+mx
mkc'
0=0,+Ke *

bulunur. =10 amnda kalorimetrenin sicaklifimn 0 = 8, olmas1 sartindan
K = 8,—0; bulunur. Buna gore § sicaklifinm degigim kaantinu da

ke

0=0 —@—0)e ° (L12.1)

seklinde olacaktir.
2) Sivinin debisi k olduguna gore serpantinden m==100 g lik bir sivi kiitlesi

tmﬂz—-lOOs
k

icinde geemis olacaktir. Bu takdirde de kalorimetrenin sicakhifn (1.21.1) e gore
9 = 80 — {80 — 15).exp (— 0,4 x 100/400) = 80 — 65 &% = 21,5°C
olacaktrr.
3) Denge hilinde kalorimetre denklemi
r®e—=>o,)=me@ —0

olacagindan buradan § mmn degieri ¢ikarilr:

e:mcel + I'9,

1.21.2
me+ T ( )

Buradan da kolaylikla
8 =20,9°C
bulunur.

4) Bu hilde de gene (1.21.1) denklemi gegerli olacaktir. Bu denklemden
Lol B8

9,—86
yazilir ve bu ifadeden de ¢ 6zgiil 1s1s1un degeri olarak

€
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¢ = r lnﬁ!_"gg
kt 8,8
va da saysal veriler gbz Omiinde tutuldugunda
L e Y PR TRY

T 1% 100 80-—52
bulunur,

1.22. VAN DER WAALS bhal denklemine uyan bir mol’lik CO, gan goz
toiine almyor. (@ = 0,36, b= 42,7.107% , R = 8,32),

1) v, ve v, hacrmlar1 arasmda sébit bir T sicakhimda vakou bolan egsicakhkh
tersinir bir sikigtwma espismda gaza intikaal eettirilen w iginin ifddesini tesis ediniz.

2) Bu igin ifddesi alcak basinglarda (b« v) ne olur?

3) Bu takdirde g, b ve R nin fonksiyonu olarak ifide edilecek olan belirli bir
T, sicakhi igin gazn fipky bir ideal gaz gibi davranacagum gisteriniz. Bu T, sicak-
Iz icin egsicakbik egrisinin Pv=/(P) gekline konulacak olan hil denklemi gbz 6miin-
de tutulup da cizilen diagramnda (AMAGAT diyagramuda) P — 0 hili icin yatay
bir tegeti haiz olacagim gosteriniz. CO, igin T, in degerini hesaplaymz.

COZUM : 1) VAN DER WAALS hil denklemi
(P + -f’;) (v—b) = RT
Vv

seklinde oldugundan, buradan basing igin
RT a

v—b v

ve egsicaklikh bir sikigtirma siirecinde gaz fizerinde yapilan i olarak da

P =

Ve

L5 d ¥a
Wm_fpdv=-—m*f P o [
v—b v?

¥i Vi vy

— RTIn =2 —t—a(——--l— + -1—)

Vz—b vz "
ya da
b
l— 1 1
w=RTln| 2L __ " |4 a(-— — ,,_) L22.1)
vz 1_—“‘13_ 7y Vs
Y,

bulunur.
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2) Eger basing sifira giderse b, v nin oniinde ihmél edilebilir; gu hilde

2
W ml_im}.,ﬁmlmﬁ(i_ };,,)
4]

ve (1.22.1) ifddesi de, e € 1 olmast hilinde In(l 4 e) =¢ olacagim da gdz
dniinde tutarak,

W= RTan‘-+RT1n[I .*.b(w’:.mi)] +a(,,£_._. ._L)

V3 LR ¢ Vi Wy
veyd
w = RT In L + (@— RTB) (3- _.,,._1_) (1.22.2)
v, v, ¥,

sekline girer.

3) Eger gaz, ideal bir gaz ise: a= b =10 dir; buna gbre de (1.22.2) den, es-
sicakbik sart: altinda igin

w=RTIn :’f— (1.22.3)

2

ifadesiyle verilecefi anlasthir, Gene (1.22.2) ye ddnerek
a—RTb=0

olmas1 hilinde, yini gazin sicakhifiimmn

seklinde olmasi hilinde, bir VAN DER WAALS gazina egsicaklikh vy - v, sikig-
tirmas: esndsinda intikaal ettirilen isin aym sartlar altinda bir ideal gaza intikaal
ettirilecek ise esit olacafi anlagilmaktadir. Bu 7' sicakliina kritik-otesi (metakri-
tik) sicakiik adi verilir.

Pv = f(P) seklindeki egsicakhik egrisi, eger

[B(PV)] =0
L dP ir

ise yatay bir tefeti haizdir. Hilbuki VAN DER WAALS denklemi
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a ab
seklinde de vamlabilir. Dilgitk basinglarda & € v olaca@ icin ab/v® yi RT Oniinde
ihmal edebiliriz. Buna gire

Py = RT+P(bm .ﬁ.)
Py

yaztlabilir, Bunun ise diigiik basinglarda gazin bir ideal gazmug gibi (Pv = RT)
davranmast hasebiyle

. o
Py= Plb o 22,4
( RT) @24
ifidesine egdefer oldugu kolayhida gergeklenebilir. Bu itibarla da egsicaklik egri-
sinin efimi {1.22.4) ¢ binaen
a(pv) a
XY e pon [.22.
[ ar ]T RT (1:22.3)

ite verilecektir. T, metakritik sicakhifit igin 7, = a/Rb olacagindan (1.22.5) in sa§
yam sifir olacakiir; yani Pv degerlerinin ordinata, P degerlerinin de apsise tagin-
mas1 sretiyle gesitli egsicaklik dederleri igin cizilen AMAGAT diyagrammda T
sicakligina tekaabiil eden egstcaklik erisinin tefeti yataydir.

Sayisal uygulama : CO, igin

a 0,36
Rb 8,32 % 4271076

Ty = = 1013,2 °K
bulunur,

1.23. P, v ve T defiskenleriyle tasvir edilen bir sistem igin bu degiskenlerin
gergekledikleri hal denkleminin diferansiyeli

ifidesiyle verilmektedir.

l)uﬂwl——-1++?ff- ve P= F
T vIr? 1+ L
vI?
olarak verildifi takdirde bu bagmtlarmm kendi aralarmda uyumlu olap elmadikla-
rmi gragtrmiz.

2) Sistemin hil denklemi nassldir? Buradan hareketle ideal gazlar denklemin
bulmak mimkin miidiir? Bu takdirde o ve P nm degeri nedir?
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3) Pekgok kat: cismin hil denklemini
Pvibgv)=Tu
seklinde ifide etmek mimkiindiic. Buradaki I' ya GRUNEISEN sibiti adu verilir ;
u da sistemin mol bagma i¢ enerfisidir,
¢, ile sibit hacumdaki birim hacim bagma dzgil 1siyx gostermek iizere

aB . r
o

¥

oldufunu gisteriniz.

COZUM : 1) Hal denkleminin diferansiyeli, a ve § mn degerlerini de yer-
lerine koymak sfiretiyle,

V—[-'?’—a“
v
v—I—;i— v—!—}—;{

sekline girer. Bu, integre edildigi takdirde, In P = f(T, v) seklinde bir hal denklemi
verecektir. o ve B min ifidelerinin birbirleriyle uyumlu olup olmamalari T ve v
bagimsiz degiskenlerine bagh f(7, v) fonksiyonunun kismi tiirevleri arasindaki

2 2
i A (1.23.1)
aTov  ovaT
bagmtisint gergekleyip ger¢eklememelerine baghdir.
3a
¥V + T
%: T-E—- ve gl-z _ y (1.23.2)
Tiv 4+ — v ¥V —
+7) T
olduguna gbre buradan
3a
. A N U N SN S
warT T a a T3 ay’
v—{—T3 (v+T2) V+Tz

af 1 (_ ?Ei)
aT ov ay\ o
(v “+ 7 )
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bulunur ki bu da (1.23.1) bagmtisinmn gergeklendiBini, yini a ve § ifidelerinin
birbirleriyle uyumlu olduklarim gdstermektedir.

y o ! -efmw=mm§+ﬁ)+Mﬁn

av A T
y 4 72
yani
F@m = |2 23
e e
T
seklindedir. Buradan ve (1.23.2) den
2a b 3a

of g T
aT gD ,, 8 @

T T
bulunur. Béylelikle, ve 4 bir sibit olmak tizere,
gm 1
Rt 2= e =y g(T) = AT (1.23.4)
gy T

olmas gerektigi goriilmektedir. In P = f(T, v) oldugundan bu husisu ve bir de
(1.23.3) ile (1.23.4) i1 g6z Oniinde tutarak

AT

InP=In p
v+f'2—

veyd aranan hil denklemi olarak

P(v + i) =AT
Tz

ifidesi bulunur. Eger a = 0 ise buradan A = R olmak iizere ideal gazlarin hil
denklemi elde edilmis olur. Buna gore de a = 1/7 ve § = 1/P olacafs da anla-
silmaktadir,

3) Kat: cisim igin

Pr+gy=Tu (1.23.5)
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® o aar—
¥

ve eghacimlt {dy = 0) bir déolgim igin de

8g = du = ¢, dT
olacafinn gire
adl = il ve du == ﬁ,gﬁ (1.23.6)
p af

olmast gerektigi goriilmektedir.
Hacmi s@bit tutarak (1.23.5) hil denklemi tiiretilirse

ydP =T du — du:f—;g L23.7)

olacagindan (1.23.6.) ve (1.23.7) nin mukayesesinden derhil

olacaf gorilliir,
*OH K R R K K X X N X K

1.24, () P(v — b) e4"RT = RT (a,b = sdbitler) DIETERIC! hal denklemine
uyan bir gaz icin a, § ve %y yi hesaplaymmz,

(if) T ve v nin ¢ok biiyiik degerleri igin bu denklemin ideal gaz denklemini ve

0,y B, %y nin de ideal gazm sfbit basnctaki genlesme, sfbit bacumdaki basmg ar-
fi;1 ve sAbit sicakhktaki sikigabilirlik katsaydarm verdifini gosteriniz,

R+ 1
cOZUM: () a=— z . Be=—f14+-2),
4 Y RT T vRT
v v—b
== RT 1 a
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& _ %
" aTaP aPaT

bagmtismdan faydalanarak

(-6
aP/r 8T /p

2
) [ )~ ) e o
aPJjyr 8P \ v \oT/p/ ir v \aP/r\aTjp vV aPaT

Hp = L (g};) tammindan hareketle de
aF/r

B B o
BTP aP VAOP)e] |p VP oT/p \3P/+ v 8T 9P

oldugu goriiliir. (1.25.1) ve (1.25.2) den

AR :
8P 3T 9TaP

()= )
aPT an

1.26. Hidrostatik bir sistemde herhangi bir siirecte yapilan igin diferansiyelinin

bagmtisinin da yardimm ile

egitligi elde edilir.

&w = Pvg. dT — Pv %7 dP
seklinde yamlabilecefini gisteriniz.

I.27. a ve b shbitler olmak fizere efier a ve xp

_bT? aT?

R Ay == ——

P pr
seklinde iseler hil denklemini bulmmuz,
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COZUM : v= L (—%ﬂ) tammndan
P

_1...(?_’:’_} L

Y 1aT/e P
yéni
v b
e 2 AT 2
—= [ T2 dT + In A(P)
ve
v = A(P) exp (bT?/3P) (1.27.1)
bulunur. Buradan
av dAa , bT?
] == ——exp (BT3P APY . [ — = e bT33P
(aP)T = exp (GT/3P) ()( sz) xp (5T%/3P)

oldufu goriiliir. Diger taraftan xr nin tanumt ve verilen degeri yardimiyla

t dA b1 aT?

e e e eXp (BT3P - A(PYexp (bT33P) = v
i p (bT3{3P) 3P2v()p( {3P) o
yani
d pT? 7
A BT Y o~ BT 3P)
dP 3pP? P?

bulanur. Bu bir lincer diferansiyel denklemdir.
ikinci tarafsiz homogen denklemin genel ¢dziimii

3 3
ddn BT 1o AP _ BT

Ay 3P2 C 3P
Ay(P) = Cexp(— bT3/3P)
dur. Tkinci tarafli denkiemin bir &zel ¢oziimii
ALP) = C(P) exp(— bT?/3P)
farzedilir ve denklemde yerine konursa C(P) igin

J
dC(P) = f%‘i ap

Ve

bulunur. ¢ halde
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aly

ASP)= — = exp(— BT°[3P)

seklindedir. Buradan

al?v

A(P) == A+ A4 (P} = (C-—-- 7 ) exp(~—bT3/3P) (1.27.2)
olur. Buna gore {1.27.1} ve (1.27.2) den
3
p = O al>v
P
bulunur. Su hélde aranan hil denklemi de
aT?
14+—jv=C
(1+%)
dir.
Py Lzs; Vlmsms, V2:24m3;
. P, =3atm., T, = 300 °K
’ veriliyor, Ideal bir gaz tersinir olarak, e~
kilde gisterilen siireclere tfibf tutuldugu
D,
NS zaman
%" b
R S ¥ a (i) Gazm a, c, e hillerindeki sicak-
2 c : \ . h@]m,
] ]

ve lineer ad siireclerinde yapilan isi bulumuz.

" " (ii) abd, acd, aed, egmicaklikh ad,

COZUM : (i) Ideal gaz denklemi sirasiyla a ve b hallerine wygulamrsa

P,v,=RT,, P, v, = RT,

bulupur. Bu denklemler taraf tarafa boliinerek ve P, = P, = P; oldugu goz

Oniinde bulundurularak

T, = 900 °K

oldugu goriiliir.

Gaz, ¢ halinden J haline egsicaklikh olarak gectiginden
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Pyv, = Pyv,
yani
szyimlatm.

dir. T, nin deferlendirilmesinde oldugu gibi hareket edilerek

T, = 100 °K

elde edilir.
ideal gaz (y = 7/5), 2 hilinden e héline esisili olarak geldiginden
Py =P,v7

yani

diir. Diger taraftan

T,=T, L Yo
P, v,
bagmtisi vardir, Buradan kolayca
T,=193°K

elde edilir.

(if) adb stirecinde yapilan is ab stirecinde yapilan ig ile bd stirecinde yapilan
isin toplamundan ibarettir. Halbuki bd siirecinde yapilan ig hacmm sabit kalmass
pedeniyle sifirdir. Buna gére

¥a

Wabd = f Pdv=Py(v,—r,) = 3x1,013.10° x (24—8) Joule

Va

W g == 4 862 400 Joule

dur.
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Benzer gekilde

Yo vg
wmmfmw dev:szvﬂmvc)ﬁ 1620800 Jaule

Ve Ve

W,.q = 1 620 800 Joule

dur.
Ve ¥d Vg
P“VET 1,4
wmﬂfpdw Pdv= [ e dy=3x 10316 x 84 x [ T
va Ye v[

= 2 159 690 Joule

W= 2 159 690 Joule

dir, Ayrica
Vd vd

dy y
Wesss, == dev::Pav‘, f — =Py,ln ~;‘-:-
¥a Va

ve degerleri yerine konarak

Weger, == 1 159970 Joule

ad

bulunur,

Wiineer ¥i hesaplamak i¢in Once gd dofrusunun denklemini bulmak gerek-
lidir. “

P=mv+4n
dogrusunun (8, 3) ve (24, 1) noktalanindan gegmesi ozelliginden m ve » hesapla-
narak yerine konursa, dofrunun
1
P=— ry v+ 4

oldugu gdriiliir. O halde
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24 %
wmwﬂw-—%fvdn+4fdv:=m324}6(}0]ouie
ad
5 8

Wiinesr = 3 241 600 Joule

ad
dur,
1.29. Sabit hacmdaki &zgil s ©f \ -
¢ = %- R olan ideal bir gax tersinic , | P

olarak a dan b ye ach, adb, ve ab yol-
larmdan getiriliyor,

() Her iic hiilde gazm bir mol Tine
verilen 151 mikdarm R ve T cinsinden
hesaplaymz.

(if) Gazin ab hoyunca moler Gzgil 1 siias1 ne olur?

T

/

COZUM : (i) ach siirecinde gaza verilen 151 mikdan ac ve ¢b siireglerinde
gaza verilen 151 mikdarlapmin toplamina egittir, yani

qacb = Gae + 9o
dir. Termodinamigin birinci ilkesine gire

8g=c,dT 4 Pdy
dir. Buna gore

Tg 143
qﬁcmfc,dT+dev=c,(Tcm—T,),
Ty V1

Ta Y2
5
‘ch‘_“'fcydT“"de"*_“'E'R(Tz‘_TD‘FPz("z“""s)
Te ¥

olur. O hilde

qacb -

5
R( Tz""Tl)“}’Pz(Vz—V:)r““Wz"'R(Tz“‘T:) + 2Py v

Nlo Njw

R(Ty—T)+2RT,

dir. Fakat
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bagmtlanindan
T, = 4T,y
bulunur. Buna gére de
19
op=—RT
Hach 5 1
olur.
Benzer sekilde
17
== RT,
Tadd 2 i

bulunur. Ayrica

v

Ty ra Ty
qab=fc,dT+f Pdv=c,de+€—5-fvdv
1
Ty Y1 T

¥1

RV

Gup = 9 RT,

dir.
(i) Ortalama deper taminundan ab boyunca ¢ Ozgiil 1ss1 icin de,

~A s IRTy

= 3R

bulunur.
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1.30. Cok diigiik sieakliklar diginda, bir ok cismin sabit basmgtaki moler 8z~
giil sist cp = a + 2T — cT~2 (a, b, ¢ = sibitler) geklinde ifide edilebilir.

(i) Biyle bir cismin n mol nfin sicakhgim sibit basmgta T, den T, ye gkarmak
icin cisme verilmesi gereken st mikdarmi bolunnz,

(ii) Magnezyum icin a = 25,7.10°, b =3,13, ¢ = 3,27.10% [cp] = Joule
kilomol™ “K™! dir. Magnezynmun 300 °K deki cp si ile 300 K ve 500°K arasmn-
daki ortalama cp sini hesaplaymz.

CEVAP: (i) an[a(szT,)+b(T22WT12)+C(L_,i)} ,
T2 Tl

(i) cp= 23,945.10° Joule kilomol™ °K™,
op = 28.10° Joule kilomol™ °K-1,

1.31. Bir sistem gekildeki ach efrisi Py o
hoyunca a hdlinde b haline gdtiril- e -
mekte ve bu sirada sisteme 80 Joule 1st
verilmektedir. Sistem de 30 J Juk is yap-
maktadr,

N R - 4

{i) adb siireci boyunca yapilan igin

10 J olmasi icin sisteme ne kadar 1s1 ve-
rilmesi gerekir?

' ¥,

(ii) Sistem a héilinden b hiline sekildeki efri boyunca getirildiginde sisteme
yapilan is 10 J dur. Bu sirada sisteme 151 verilmesi mi yoksa sistemden 151 alinmas:
m gerekir?

(iii) U, =0 , U; =40 Jise ad ve db siireglerinde sisteme giren 151 mikdanim
pulunuz (U sistemin i¢ enerjisidir).

COZUM : (i) ach eprisi boyunca sisteme 80 J luk 11 verildigine ve sistem de
30 J luk is yaptifina gbre, i¢ enerjisindeki artig: 80 J—30J =307 olur. adb
egrisi boyunca sisteme verilen 1st mikdarmin bir kismm i¢ enerjiyi 50 J arttinrken
Steki kismmin da 10 J luk is yapmasi istendigine gdre

0=50J+10)=460)
dur,

(i) (AU),, = 50T oldupundan ve sisteme 20J luk iy yapildifma gore,
sisteme 30 J luk 1s1 vermek gerekir.
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(iii) ad stirecinde sistemin 10 J luk ig yaptipm biliyoruz. I enerji 40 T art-
tifina gire, sisteme giren 181 mikdarmn 40Y-+- 103 =507 olmasi gerckir, db
siirecinde i¢ enerji 50 J—40J = 10J artmaktadir. Hacim sfbit kaldifindan
yapilan is sifirdir. Sisteme girmesi gereken 1s: mikdar: da 10 J dur,

1.32. (i) P-V gemasinda F,, ¥V, baglangic balinden hareketle, hacoun 2V, a
kadar genigledigi (q) esisth, (b) egsicakhikh, (¢} esbasingh hiil degisimi siireclerini
temsil eden egrileri ciziniz. Bu grafigi kullanarak hangi siire¢ icin yapilan isip en az
oldugunu bulunuz,

(i) Aym islemleri gazm P, , V, baslangic hilinden hacom V/2 oluncaya kadar
sikigtirlmasy igin tekrarlaymz.

1.33. Py, V| baslangic hilinde bulunan ideal bir gaz, sabit hacimda basma ik
basmemin 2 kati olana kadar isstilmakta sonra, basmer sébit sicakbkta ilk degeri-
ne diigiiriilmekte ve daha sonra da gaz sibit basmg¢ta hacmi ilk hacnna egit olun-
caya kadar sikigtirilmaktadar,

(i) Bu siiregleri P-V, P-T diizlemlerinde ciziniz.

Y (i) N=2 kilomol, P, =2
atm., ¥, =4 m* olduuna gire her
siirecte yapilan igi hesaplaymmz.

1.34 1 mol ideal gaz sekilde

4
) gosterilen siireclere tibi tutulmak-
3 tadir, Bu takdirde
- T,
6 T Winay = Wesed s T1231 = Yas64
\ T,

+  oldupunu gosteriniz.

COZUM : wyysy = Wyg + Wy -+ Wy, Ve

2
Wy, = f Pdv=RT,In 2
¢!
I

Wy = P (v, — vy}, Wy == 0

oldugundan

y
Wiy = RT,1n ‘;,“;' + Py (v —vy),
diir. Benzer sekilde

Y.
Wesge = RT,In —v-s* + Ps (vs—vg)
4
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oldugu gdsteritebilir. Differ taraftan 2 hélinden 3 haline gecis egbasmgh oldu-
gundan, ideal gaz denkleminden,

T
3 T,
ve vy = v, oldugu igin de
2T
}:’1 Tb
dir. Buna gire
Wia1 = RT,In ;_:5_ + R’I‘a( *f"_b) (1.34.1)
b a
olur.

Ayni islemler 5, 6 hillerine uygulanir ve vg = v, oldugu hatirlanirsa

Wesss = TR, 1;1%- + RT,,( —%) (1.34.2)

b a

elde edilir, (1.34.1) ve (1.34.2) den de

Wi =% Wysea
bulunur.

Termodinamigin birinci ilkesine gdre.
8g = du + Pdv
olup bunun siireglere uygulanmasiyla da
Qi1 = (cp + ¢,) (T~ T}) + Wiagy
Gasss = (ep + ) (T, — T}) + Wsgq
elde edilir. Buna gore
Q1231 = Hases
oldugu Asikérdir.

L.35. Pv? = sébit kaanfinuna gire genisleyen bir ideal gaz sofur mu, 1smir m 7
Olay esnasmda gazin moler Gzgiil 1151 ne kadardir?

CEVAP : Genisgleme esnasmda gaz sofur; ¢ =2¢,—cp

1.36. Bir mol ideal gaz, dzgiil isis1 ¢ = aT olacak sekilde bir sfirece tibi tuta-
luyor (a bir sabittir). Ideal gazin bu siiregte uyacafr hil denklemini bulunuz.
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COZUM : Bu siireg icin Termodinamigin birinci ilkesi
ol dT ==du + Pdv=c,dT - Pdv
yini
(0T ) dT — P ey =0
esitligini verir. P, ideal gaz denklemi yardinmyla yok edilirse

(0T - ¢,) dT — ,i"{'i'"f-iL =0,

ve buradan da integrasyonla
o7 —¢,In T — Rln v == s&bit
bulunur. Hilbuki

yani

dir. Buna gbre yukaridaki baginti da

gl — In TROD yR — s3bit

Ve

pR PR D e—T — gibit

seklimi ahlr.

1.37. 2 atomiu bir ideal gaz esisth olarak hacm: ik hacmmn 1,35 i olana kadar
genigletiliyor. Uk sicakhfmum 18 °C olmas: hilinde son sicakhfi ne olur? Bu siirecte
yapilan isi hesaplayimz.

7 291
EVAP : =—, =
CEV Y 5 T (1.35)5- K,
5 i
W= — x 291 X (l ———m——) X R Joule.
2 (1,35)0+%
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1.38. Isi gegirmeyen maddeden yaplong bir silindir, gene aynt maddeden yapl-
nus stirtiinmesiz olarak kayabilen bir piston ihtiva etmektedir. I-inci bblmedeki gaz
sitthyor ve piston H-inci bélmedeki ga-
zmn basmer 27/8 P, olencaya kadar ok
yoniinde hareket ediyor.

Y =15, 9¢/0T=0

1 "

P@ L3 va L Tu
5 mol ideal gaz

dar.

(i) Il-inci bilmedeki gaz izerinde
ne kadar is yapilomgtn?

(i) Ii-inci bohmedeki gazmn son sicakhi nedir?
(iti) I-inci bilmedeki gazin son sicaklif nedir?

(iv) I-inci bolmedeki gaza ne kadar st verilmistir?

CEVAP: (1) W= —%—ncpTo
- 3
(H) -TI :—Q—Tﬂ:
(i) T, = 2% Ta

Giv) @ = wlz ne, Ty .

1.39. Ist gecirmeyen bir maddeden yapilmms bir tank, hacumiarn farkh olacak
sekilde, iki kisma bolimmiigtir. Birinci lnsimda Py, V), 74 hillinde 1, meol ve ikinci
kissmda da Py, Vp, Ty hilinde ng mol ideal gaz bulanmakeadir. Hacumlar: biribi-
rinden ayiran bilme kaldiriidiktan sonra olusan kangmmm sicakhigou ve basinem
bulunuz. (¢, = s#bit farzedilecektir.)

CEVAP: T:T,,TB( PaVat PsVs ) p_LaVat PaVe
Py VsTp+ PgVpTy Vy+ Vp

L40. Hal denklemi (P -+ b6)v = RT olan bir gaz icin dzgiil i¢ enerji
u=al + bv + u, (a, b, u, = sébit) ifadesiyle verildigi takdirde:

(a) ¢, yi hesaplaymiz,
(b) cp — ¢, = R cldugunu ve

(c) T vRico = 5abir esitliginin gerceklendigini gisteriniz,
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141, Tek atomlu bir ideal gaz V,, P,, T, hilinden sdbit hacrmda V, kP, T,
(k ¢ [0, 1]) hiline, daha somra da bu hilden egmcakhkh olarak V,, P,, T, hiline
gecmektedir, Gazin esisilt olavak silogtmidizmda, tekrar V,, Py, T hiline gelebil-
mesi igin Py, V, ne olmabdw? Bu kapali siiveg boyunca gazm i¢ enerjisi ne ka-
dar degisir?

COZUM . Gaz 2 balinden 3 hiline egsicaklikl ve 3 hélinden 1 hiline de esi-
sth olarak gectifine gbre, swrasiyla

P Py V=P, V3,
e
PyVyi=P v,
esitlikleri vardir. Bunlardan, P, V, =k P, V.
yardimiyla
Py = -1 p,
ve
" 3 g
bulunur.

Kapali bir siire¢ (gevrim) boyunca ise ideal gazin ig enerjisi degismez,

1.42. Bir mol ideal gaz P, , v, hiillinden sibit basmgta v, hacomna daha sonra
da Pv? = sdbit kaanipuna gbre 2y, hacnuna kadar genigletilmektedir. Daha sonra
sfibit basingta hacm v, ojuncaya kadar sitkistirilan gazin nihayet #%v = s4bir kaané-
nuna gre hil defigtirerek tekrar P, v, hiilline gelebilmesi icin v, ve v, arasmnda-
ki bagmty ne olmahdir ? Bu cevrimde yapilan isi ve ahnan st mikdarin hesaplaymyz.

143, Sabit bacimdaki &zgill s
Py i 5/2 R olan bir ideal gaz, sekilde goste-
rilen ve 1-2, 4-3 egsicakhik egrilexi ile
1-4, 2-3 eshacim egrileri tarafindan olug-
turalan gevrime tibi tutulnyor (S77R-
LING ¢evrimi).

(i) Biitiin cevrim boyunca yapilan
igi hesaplayimz,

0 v, " (i) Biitiin cevrim boyunca sistem-

den ¢ekilen vey@ sisteme verilen toplam is1 miktara ne kadardm?
COZUM: () Wy = Wy, = 0

veE
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¥y
¥ ¥
wy= | Pdv=RT,In-t=-—RT In-%
LH

oldugundan

w=RT,In2 —RT,In2 = R(T,—T,) Ip -~
. ¥y v,

2
dir.
(ii) 1->2 siirecinde sisteme verilen 151 mikdan
912 = W3,
3 —» 2 siirecinde sistemden ¢ekilen 151 mikdan
3 = €, (Tc - Th)’
3 — 4 siirecinde sistemden c¢ekilen 181 mikdan
T3s = Wiy s
4 —> | siirecinde sisteme verilen 151 mikdan da
dy = C, (Th - To)
dir. Toplam 151 mikdart
=gyt G+ 4+ qu=w>0

oldugundan toplam siire¢ boyunca sisteme 1s1 verilmis oldugu anlagdir.

L44. Sibit hacumda 6zgiil 15151 3/2 R olarak bilinen bir ideal gazn, baglangic-
taki hacom 4 m?, sicakhifn 400 °K ve basmcr da 8 atm. dir. Bu gaz, basmae 1 atm,
oluncaya kadar genisletiliyor. Gazim son hacmum, sicakhifim, yapilan igi, alman
151 miktarim ve i¢ enmerjisindeki degismeyi, geniglemenin: (a) tersinir-esisth, (b)
tersinir-egsicakbkl: olmasina gbre hesaplaymz.

CEVAP: () v,=2% x 4m’, T2=-2'99—°K,

52
w=48,624 x (1 —2"%5 Joule, ¢g=10, u=—w.
®» v,=32m} T,=400°K ,
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W = 29264,4.105 Joule, ¢ =2204410 0 u=o.

4,18
1.45. 1deal gazmn esisth egrilerinin essicaklik efirilerinden daba dik oldufunu
giisteriniz.

COZUM: ideal gazin essicaklik egrilerinin denklemi olan
Py = sbit
in her iki tarafinin diferansiyeli alinarak

P _ P
¥

bulunur, Egsicaklik efrisinin v ekseni ile yaptift agiya a denirse

F
(tga]=—
v
olur.
Diger taraftan ideal gazin esisih efrilerinin denklemi ise
P Y = sa4bit

dir, Her iki tarafin diferansiyeli alinarak

_...........ﬁ_...._qr

dar _1_“__
dy v

bulunur. Egisih egrinin v ekseni ile yaptif1 a1 bu defa da f§ ile gosterilirse
P
tgh=—v—
olur. O hilde

ltgBl=v]|tga]
dir.

Y =cpfc, ve cp—c,= R>0 oldufundan y > | dir. Buradan

|tgB|>|tge]
oldugu anlamlmaktadir,
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1.46. Joule aygitmun kaplarmdan bixi 74 mol; diferi de ny mal VAN DER
WALLS gazn ihtivid etmektedir. Her iki kabm ortak hacom V ve gazmn sicakhifn da
T, div. Aradaki muslek agiiyor, bir zaman sonra termodinamik denge teessiis edi-
yor, T, ile sistemin denge sicakhfim gistercrek ve olayda da 1s: kayhy olmadi-
gim kabul ederek, T; — 7, sicakbk farkim hesaplayimz.

COZUM: Ist kaybt olmad- "'_ 2 L
gmna gore 8Q =0 ve sistem diga- |-+ r0 1 0 . ) ‘
riya i3 yapmadifina gbre de ": et 4 .

SW =0 dir. Buradan termodina-~ L .
migin birinci ilkesine gbre R '; BT
dU =0

sonucu ¢ikar, O halde
(20)=(20),e (L.46.1)
dir.

a a
Ug=thy— ¢, Ty - — -+ ¢, T} = —
Vo 4

a {
:uomcho+“_+chI“nA'“'
¥, V

0 1
oldugu bilindigine gore
a a
Ug=ngtyg—ng ¢, Ty +ng— -+ nq¢, Ty —nd—
Yo 1
bulunur, Benzer sekilde
a , a
Up==nguy—npc, Ty 4 ng— + ngc, Ty —ng 7
Vo 1

vazilir, yani

(Z U)am = (ny + ng)ug— (g +npyc, Ty + (n4 +HB);‘E-+ (r4 +npyc, T, —

0

— (2 + ngd) = (1.46.2)
Vl

dir, Musluk acildiktan sonra toplam mol sayst (r4 + np) ve kabm hacm 2V,
olacagindan, benzer sekilde
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(Z U) = (14 +~ ng) Uy~ (g +ng) ¢, Tg + (14 -+ 11g) 2 4 (g + npye, Ty
: SO0TA v

¥
&

-—-—(.‘1_4 H PIB)Z :’2{; {[46.3)
i

olur. (1.46.1) i g6z oniinde bulundurarak (1.46.2) ve (£.46.3) ifidelerinden

(ny — ng) «
2V (ng--ng)e,

irl I Tz =

sohucu elde edilir.



ll. BOLUM

TERMODINAMIGIN
IKINCI ILKESI VE
ENTROPI KAVRAMI

HL1. X ile bir sibiti gostermek iizere: ¥, hacomm, U, i¢ enerjisini haiz, N,
mol’liik saf bir cisimden olugan bir (I,) sisteminin entropisi

S, = K (N,V,U)'P (IL.1.1)

ve V, hacmmm, U, i¢ enerjisini haiz, N, mollilk aym saf cisimden olugan bir (Z,)
sisteminin entropisi de

S; =K (1"@21‘/20’2)’1’3
olsun. Bu takdirde

1) X sibitinin boyutlan nedir?

2} (%)) ve (T,) sistemleri aym bir cidar aracdigryla temas hflinde oldukla-
rinda, bunlarn olugturduklan tiim sistem de cavardan yalitilnuyg ise, termik denge
teessils ettifi takdirde U, ve U, i¢ enerjilerinin deferlerini hesaplayimz,

COZUM: 1) Entropinin boyutu : [§] = J/°K dir. (I.1.1) den K sabitinin
boyufu olarak

[K] = [S] [N7'7°] [V7'°) (U] = (J/°K) (mol sayis))™'/ (m™) (I71)
= J¥* pi! (°K)™ (mol says)) ™'/
bulunur.
2) () ve (%, sistemlerinden olugan sistemin toplam entropisi
S§=58 + 8 = KMV UM 4 KN,V U,V3 = A, U'P 4 4,0,

diir. Termik dengede, U = U, 4+ U, olmak iizere, § entropisi maksimal deperi
haiz olur, Su hilde

U= U, + U, (IL1.2)

39
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sartt altmda S yi maksimom kilan U, ve U, dederlerini tesbit etmek gerekmek-
tedir. A ile bir LAGRANGE garpam gésterilerek

dU=0 - dU;+dU,=0
ve buradan da
A UTH A =0
AU Q=0
bulunur. $u hilde
Uy = A2 N2

- (I1.1.3)

scklindedir. LAGRANGE carpammn degeri (I1.1.3) ve (11.1.2) aracihifiiyla ko-
layca belirlenir :

Up+ Uy = U= N32 (4,3 4 4,7
yéani
U
Al.’./z + A23/2

ATHE e

dir. Buna gire

Uy= AN = [ A . (N, V)2
AP 4 A2 (Ny V)2 4 (N, V)2
U, — v, V12
2 (N, VY2 (N, V,)'?

bulunmus olur.

I1.2. Bir mol’liik bir ideal gann
Pv=RT
hil denkleminden bagka &zgiil i¢ enerjisinin de

u-—-:}-—RT
2

ile verildigi gazlarn kinetik teorisi bahsinde gbsteriliv. (Bk. VI Boliin). Bu veri-
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lere dayanarak 1/T ve P{T yi « ve v nin fouksiyonu olarak hesaplaymp, bunlar-
dan bir mol’iin 5 ve N mol'iim S entropisini gikarmiz.

COZUM: Tanimu geredi

(as 1 (as) P
— TITE aen ve P =
ouj, T gv/, T

dir. Bu ve u m—z— RT olmas1 géz éniinde futulacak olursa
jﬂwﬂ)ﬁiﬁn P_ (s} _ R
T ou/, 2 u T v/, v

yazlabildiginden ds entropi diferansiyeli de tegkil edilirse
ds=(Q§-) du + (8_{) dv :—-:-}’-Rd—u— + Rit
gu/, av /, 2 u v

bulunur. Buradan integrasyonla
s:—g-Rlnu+Rlnv+C

ifadesi elde edilir. C integrasyon sébitini, keyfi bir baslangic ya da referans hilinin
v, hacmu, 1, i¢ enerjisi, ve s, entropisini de gbz Oniinde tutarak,

C=—-§-Rlnu,,-—Rln Vo -+ 5,

seklinde ifide edersek entropinin ifadesi

Sx%-Rln—y—-I—Rln—v-—}—so (1.2.1)

Uy Yo

sekline biriiniir.

N adet mol’den olugan bir gaz s6z konusu oldugunda S=Ns, V=Nv
ve U= Nu olacafindan

S~ NRIn — + NRIn -~ + Ns,

Nun NVO

olur.
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113, Bir Snecki abstirmamn sonu¢lanma dayararak tek atomlu bir ideal gaun
egist egrilerinin genel denklemini P ve v nin fonksiyonu olarak tesis ediniz.

COZUM : Bilindigi gibi cysi (adyabatik) efrilerini karakterize eden husus
bunlar boyunca sistemin st degisiminin, ya da &S = 8Q/T olmas: dolayisiyla
sistemin entropi degisiminin, olmamasidir, Buna gbre ve (11.2.1) den

F=--5)

o 2 s--s0
ST g (2 +1n(-i):sabit - (ii) (w’i)mc B (IL3.1)
R 2 Uy Vy Uy Yo

bulunur. Diger yandan ve ideal gazlarin hal denklemini gbz dnlinde tutarak

r Y2 v 372 5 — Sy
. — ey exp
) ) = (5

veya

2§
Py == Pyy®? exp(—%—- ‘—R—q“) == sdbii

bulunur,

I1.4, Bir mol'lik tek atomln ideal bir gax gz Ontine abndifmda I1.2 sayih abig-
tirmadaki bagmtilara dayanarak ve entropi kavramina deginmeksizin esisy efrile-
rinin denklemini tesis ediniz.

COZUM : Bir esis1 efirisi boyunca 8¢ = 0 olup, du= —8&w olur. Su
hilde
du = —;—Rde — 8w = — Pdv = _ KT dv
v

olur. Buradan da

3 dT
= f _;_ﬂ:() — Ty = sabit
2 T v

ya da 7 = Pv/R oldufu gbz Oniinde tutulursa
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Pv8 = sabit

bulunur.

IL5. Bir mol'liik tek atomlu bir ideal gazmn egis1 efirilerini karakterize eden
T ve vy arasindaki bagintidan
(ﬁ. ~ £
av/, T

bagmtisim tesis ediniz.

COZUM : Bir tnceki abistirmada ests1 egrilerinin 7v¥/°3 = sdbit (ve dolayi-
siyla da uv?? == sdbit) denkemini gercekleyecekierini gordilkk. Buna binaen s ent-
ropisi de s = f(uv¥?) seklinde keyfi bir f fonksiyonu aracihifiyla ifide edilebilir.

Buna gore ve tanimu gerefii 1/7 = (9s/ou), oldufundan

Q_S.. — 33 2/3Y o _1_
(au),, PRS0 = —

olur. Ote yandan da

(9—5-" — .2_ u p“"lﬂf’(uvzﬁ) _—y _%_ uv""'l _a_i) — _%__
ar), 3 3 au), 3

g l=

= P oldugu icin de nihayet

(as)__P (au)_
— ] = ve [—)| =—
vie T av /s

oldugu anlagilmig olur.

olur. u=-§-RT ve y
2 ¥

1L6. C, ve C, diye sébit 1st sigalarm haiz iki cisim 8nce T ve T, sicakhkla-
hklarndayken aralarmda termik denge teessiis edimceye kadar sidbit hacimda s
alig-verisinde bulunurlarsa T, nihai termik denge sicakhg) ne olur? Entropinin AS
artist ne kadardir? Buradan, x ve y ile pozitif kalan iki defiskeni, o ve § ile de
toplamlar: bire esit olan iki parametreyi gostermek iizere

ox + By = x* )P

egitsizlifini {esis ediniz.
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COZUM: T,> T, oldufiunu varsayahm. Ikinci cismin kaybettifi 1s1 mik-
darinm, termik denge teessiis ettifi zaman, birinci cismin kazandipi 151 mikdanna
esit olacagm ifade edelim:

G — T, = C; (Ty— 1)-
Buradan termik dengeyi karakterize eden nihai sicakhiin

T e CT,+ 6T
C, + G,

(IL6.1)

oldugu sonucu ¢ikar.

Entropinin toplam degigimi ise her iki cismin entropilerinin defisimlerinin
toplammndan ibirettir ve bu ya sifirdir, ya da pouzitiftir :

| Ta Ta Ta Ta
ASmf S_Q_L+f 80, =f C:dij+f C,dT
T T, T, T,
=C,In =% + C,1 ﬂ;}{)
1 Tg
Buradan
€+ T,z Gl + G, (11.6.2)
olur. Simdi
ﬂ:___c_.l_“.._., ﬁm__(_:_g____ (tl—l-ﬁml)

vaz edelim. Buna gére (I1.6.1} ve (I1.6.2) den
InT,=In(T;+pT)2olnT,+InT,
ya da

oy + BT 2 T T

olacafy tesbit.edilmis olur ki bu da x =T, ve y = T, i¢in aranan ifide demektir.
10.7. Bir akiskamn hil denklemi, o bir sAbiti gistermek tzere PV = a U(T, V)
geklinde olsun. Aksskanm U i¢ enerjisi ile S entropisi de
U=V®TV) ve S=¥ITV

seklinde olsunlar,



TERMODINAMIGIN IKINCE ILKEST » 63

) o wm boyutlar pedir?
2y © fle ¥ fonksiyonlar: arasmda ne gibi bir bagints vardir?
3} Kara cismin ssmass hillinde

U
= =g T
%

seklinde olup ¢ burada bir sdbittie. Bu bl icin o yr helirleyiniz.

COzUM: 1) PV carpmminm  boyutu, kolayca tahkik olundugu vechile
bir encrjinin boyutudur. Bu itibarla da o nin boyutsuz bir sayidan ibéret olacag
asikardur,

2) Ote yandan

dU=TdS—PdV — T dS —« %}:dV (IL7.1D)

dir. Fakat U == V™" ®&(TV*) fonksiyonunun diferansiyelini alarak ve kolayhik ol-
mak tizere X = TV® vaz ederek de

dU == —a V=1 @ dV 4 V™ @' dX (11.7.2)
vazlabilir. Kezd § = W(TV*) = ¥(X) den de
ds — ¥ dx (11.7.3)

oldugu bulunur. (IL.7.1 ild 3) bagintilarindan

dU = TdS —a g dV = T dxua-g dv

=—aV DIV + VTR dX

yazilabilir; buradan da aym diferansiyellerin katsayilarim esitleyerek

¥ = il
TV
olmast gerektifi tesbit edilir.
3) Kara cismin 1sumast kaan(nu
UsoVTt (11.7.4)

diir. Bunun
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U= V*o(Tv?
seklinde olabilmesi icin tek olanak U nun
U== V" {a.(TV*)} (11.7.5)
seklinde olmasidir. (11.7.4) ve (I1.7.5) den
oV T= VT V¥
ya da
Patl — 4

yam

olmas1 gerektigi bulunur.

IL8. Aym P basmcmda aymr N sayisimda molekill ihtivd eden aym iki ideal
gaz farkh sicakliklarda ve sirasiyla V| ve V, hacimlarinda bulunmaktadirlar. Bu
iki hacim birbirleriyle irtibat héiline getirilip de gazlarin birbirlerine kangmalarin-
dan sonra denge hili teessiis edimce sistemin entropi degigiminin ne olmug olaca-
fimr hesaplayimz.

COZUM : Nihai entropi izlenen yola bagh olmadifindan bunu, sanki den-
ge sabit basingta teessiis etmis gibi de hesaplamak kaabildir. Her hacim igin ve
T, ile denge sicakhifim gostererek,

dsmig- —> TdS=CpdTl

yazilabileceginden

AS, = Crln—£ ,  AS,— Cpln-L2.,

T T,
ve toplam entropi degisimi igin de
T 2
AS = AS; + AS, = Cpln - “—
1 Ty

olur. (IL6.1} den, bu hél igin, T, denge sicakhfimin
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olacagt kolaylikla goriilmektedir. Buna gore

L t1
2 \{ Tl Tz

ﬁS o ECP In

olur, T, = T, i¢in AS = 0 olacafs husfisuna dikkat edilmelidir.

1L.9. dm kiitlesini haiz bir akiskanmn belirhi bir (1) hilinden bagka bir (2) hiline
gegisinde ortaya ¢ikan isium

80 = CdT 4 L dm
seklinde oldugu bilinmektedir.

1) v, ve v, ile alagkanin (1) ve (2) hallerindeki dzgiil hacimlar gisterilirse
dm yi Ay = v, — v, inve (1)-—> (2) doniisiimii esnfisinda sistemin haemmn dV
degisiminin fonksiyonu olarak ifide edimiz,

2) i¢ enerjinin JU degisimi ile entropinin 45 defisimini yazmz.
3) dU ve dS nin tam diferansiyeller olduklarm iffide etmek stvetiyle
L=TAv 9F
oT
CLAPEYRON (1799-1864) bagintismr tesis ediniz,

COZUM: 1) Ozgiil hacmn tanim
dV

Ay = ——
dm

seklindedir.
2) dU=8Q ~PdV = CdT + Ldn—PdV

= CdT - (L—P) dVv
Av

dir. Ayrica entropi degisimi de

L

§Q C
dS = 22 o dS = —dT av
T T + T

Ay
seklindedir.
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3) Gerek dU nun gerekse dS in tam diferansivel olma sartlarmt vazalmm:

L 8y @p 1 3F 8¢ @r9.1)
(av?  ar ar av ar gv

b ey L1 aL ac (IL9.2)
(avy* ar TAv  Av 9T oV

(11.9.2) yi taraf tarafa (I1.9.1) den ¢ikarmak shretiyle

L apP

T.Av 8T

CLAPEYRON bagmtst elde edilmis olur. Bunu

L=Tav3L
aT

seklinde de yazmak miimkiin olup [L] = Joule'dur.

IL.10. Sabit hacimh, ve baslangic sicakhiklar sirasiyla T ve T, olan iki K, ve
K, cismi dig ortamdan yalitilmig olarak birbirleriyle temas hilinde bulunmaktadir-
iar. K, in1s1 sigas1 bilinen bir C, degerini haiz oldugunda :

1) X, uin bir C, 11 siZasina sdhip olmas: hilinde,

2) K, nin T, sicakhgmda bir 1s1 kaynag: olmas: hélinde bu iki cismin arasmda
termik dengeye erigildigi vakit cisimlerin entropilerinin ne kadar degigmis olacagmni
hesaplaymz. Her iki hilde de her iki degisimin toplaminm iséretini tahkik ediniz.

COZUM : 1) Denge halinde iken K, cismi belirli bir T sicakhpinda bulu-
nacafindan

Ql = Cvl . (T'— Tl)

kadar bir 151 kazanmis olacaktir. Ancak s6z konusu termodinamik déniisiim ne
tersinir, ne de durgunumsu bir doniigiimdiir. Aksine, deney bize, sicakliklarin
dengelenmesi siirecinin tersinir olmayan bir siire¢ oldufunu ve bu ddniigiim es-
nAsinda da etkilesen cisimlerin dengede kalmadiklarim gostermektedir. Bu iti-
barla, aranan AS, entropi degisimini Q, 151 mikdarina baglayan bir formiilii hemen
tesis etinek olanagimiz yoktur. Buna kargihik K, cismini aym 7, baglangt¢ hilin-
den aym T' sonug haline ileten ama hem tersinir, hem de durgunumsu olan bagka
doniisiimler tasarlayabiliriz. Termodinamigin ikinci ilkesine gdre bu takdirde
entropi defisimi ayni olacaktir.



TERMODINAMIGIN IKINCI 1LKESTE x 9

K; cisminin 9 sicaklifi, meseld, sicakbklarr T, ile T arasinda bulunan siirekli
bir 151 kaynaklari dizisivle temas hiline getirilmek sfretiyle 7, den T ye yiiksel-
tilebilir. Bu takdirde K cismi her an uygun ve 0 sicakhifindaki 11 kaynagiyla ter-
mik denge hilinde olup bu kaynaktan, kendi sicakbgmi € dan @ - 46 ya yitk-
selten somsuz kiigitk bir 80 151 mikdari alms olacaktir; bodylece s6z konusu
termodinamik déniisiim denge hillerinin siirekli bir dizisinden olusmus olaca-
gindan dwrgunumsu bir doniisiun olacak ve K, cisminin AS, entropi degisimi
de CLAUSIUS integraliyle hesaplanabileceklir :

ASI == I == Cl?l 1]1""” .
6 : T,

(i T

T 7
50 / C,, dd T

K, cismin 1s1 sigasimn C,, olmasi halinde, benzer sekilde

T
AS, = CpIn —
T’é
yazilabilir. K, ve K, disaridan yalitilmms bir sistem olusturduklarindan her iki
cismin U, ve U, ig enerjileri de degismez:

Buradan T denge sicakhg: olarak

roCnTi+CaTy
Cvl _l_ CPZ

ve aranan entropi degisimleri olarak da

AS;=C,In ;CV' Lt Cy Tz%

(C,+C)T
1 ¥ G T (I1.10.1)

S, = C i Tt Co T2€
{ Ci4+CH T,

bulunur.

Eger bu iki cisim gene civarlarindan yahtdmis olarak sabit degil de degisken
haciml: olsalar, fakat sabit basing altinda bulunsalard: aym muhakemeyi izleyerek
fakat bu sefer C,, , C,, yerine sibit basme¢ta 151 sifalart olan Cpy ve Cpy yi goz
Oniine alarak {I1.10.1) denklemlerine benzer denklemler bulunurdu.

Simdi bu iki cisimden olusan sistemin AS entropi degisimi icin, x = T,/T}
vaz ederek :
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AS} s A‘S[l ""%”” &SZ i ci’i ln E\gy%ﬁ&f} w.g_, C'yz ln [ C"l + Cl«’z % J

Co+Cha (C,, 1+ Cp)x
AAS) _ ColCutCy) Co_ o o Xt
- O L T by bag
ax Cop + g ¥ x(Cpy + Cpp X

bulunur. x daima ya pozitif ya da sifir olabilecefiinden bu tirev de x in 1 den kii-
ciik, 1 ¢ csit ve | den biiviik olmasma gdre pegatif, sifir veyd pozitif olur. Bu du-

cafiina igdret ctmektedir. Bu takdirde AS = 0 olur; su hilde:

T,=T, - AS=

Ty T, —> AS>0
olur ki bu da yalitilmug bir sistemin entropisinin ancak artacagim ifade eden ikinci
temel ilkeye uygun bir sonugtur.

2) Eger K, cismi T, sicakhgmt haiz bir 1s1 kaynag ise, denge sicaklif bu tak-
dirde 7, olacak ve K| in entropi defisimi de

AS,’ = C, In—2 (11.10.2)

L

olacaktir. K, cismi K, cismine

Qz"_-_“Qxﬂcvl(Tl_Tz)

151 mikdart intikaal ettirmis olacaktir. Bu 181 mikdari X, ye, tersinir bir bigimde,
aym sicakliktaki bir kaynaktan da verilebilir; su hilde

7, — 1T
A Sz' — @, = C 4 it S
T 7,

olur. Buna gore, ve x == T,/T, vaz ederek, her iki cismin toplam entropi degisimi

AS =AS +AS, = C, (ln x + }_—_x)

X
olur. Bu ifide ise ya pozitiftir ya da (x = 1 oldugu vakit) sifirdir.

Pratikte, bir cisim ya sicaklhigt fiziksel bir bigcimde kontrol edildigi igin ger-
cek anlamda, ya da 1s1 sifast ¢cok yiiksek oldufundan sicaklif hissedilir bigimde
degismedipi icin bir 151 kaynagi gibi davranir. Gercekten de 1) paragrafinin sonug-
lar1 C,,—>w igin 2) paragrafinmkilere giderler; AS) igin bu, kolaylikla gorilliir:
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lim AS; = lim )cﬂ ln[

Cy2-> 0 Cya-+o0 {

c,T C,T. ‘s
adi T Co Zrmc,,,ln-mmmazs;.
(Cvl ; C;’Z)T S |

Benzer sonucun AS; igin de varid oldugunu gorebilmek lizere = C,/C, (K1)
vaz edip dikkatimizi birinci mertebeden sonsuz kiigiiklere hasredelim:

Contcat, TR T

— T
= = 1 4 g =Pt + O (D).
Buna gbre
lim AS, = lim % C,,In [ Cu Tt G Tﬁ] %
Cyrroo Cya—vco (C,.l -+ sz) Tz
; Cvl 2
== lim g ln[l—i— —}—O(E)]E
Cyz—oo g 2
T, —T. ,
= L Sl = ASz
2
bulunur,

I1.11. Bir melTitk bir ideal gazin entropisinin diferansiyel ifidesini 7 sicakhify,
v hacem ve gazm u ic enerjisinin Jkusmi tiirevleri cinsinden ifide ediniz. Buradan,
ideal bir gazm ig emerjisinin yalmzea sicaklbga bagh olacagim gosteriniz (JOULE
kaaniinu).

COZUM : Gazin w(T, v) i¢ enerjisinin diferansiyeli
du = &g — &w —( Qu ) dT—l—(au) dv
aT /, av /r

dir. Gazin entropisinin diferansiyeli ise

i du 1 du dv
—(du+ éw) = ——+ -— Pdv= — 4+ R —
T(u ») T T ' T+ v

dir. Buna gore

ds:—l—(ﬂ) d:r+[-5-(@) +5] dv
7\ aT), T\av/r v

olur.
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Termodinamifin ikinci temel ilkesine dayanarak ds nin bir tam diferansiyel
oldugu sartimt ifide edelim:

i{i(ﬁﬁ)]m_ﬁm[l(éﬁ) +i‘(’_]
v r\ar/, aT | T\av/r v

1 g 1(au) L] 9%
T

yani

e e ——r= i VTR

T aT gv T2
Bu son egitlikten ise

_J_(Q_Ei) =0 - (@i‘) -0
T \9v /r ov /r

yani ideal gazin u i¢ enerjisinin

T gvoT

u=u(T)

geklinde oldugu sonucu cikar.

15.12. Bir ideal gazin elemanter entropi degisimini bafimsiz 7 ve v defisken-
Jeri cinsinden ifide ediniz. Bir mol'lilk bir ideal gazin sicakhigs ve hacnu aym anda
baglangic degerlerinin ii¢ misline yiikseltildiginde gazin entropi degisiminin ifidesini
iki ayn yontem aracilifnyla tesis ediniz. (Sayisal wygulama: Szgiil istlarm oram :
v = 7[5, gazlar sabiti: R = § 32).

¢COZUM : Birinci yontem :

Swicakligin 7 den T + dT ye, hacmin da v den v + dv ye dénfistiizii tersinir
bir elemanter termodinamik doéniisiimde gazin kazandif i1s1 mikdan

Sg=du-t-8w=1c¢,dT -} Pdy
ve entropi degigimi de
Y dr dv

=e, —c 4+ P

ds = -
T T T

i

dir. ideal gazlarin hal denklemi (1 mol igin) Py = RT oldugundan,
¢, = Rf(y —1) = sdbit

olmak iizere,
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dT dv
ds=¢,~—— + R~
T

¥

olur. Bunu iki hal arasinda integre ederek, bir mollitk ideal bir gazn entropi
degiisimi olarak

As=¢, lnﬁ-i»Rlnlz—-
T vy

bulunur, T, == 3T, ve v, =3y, oldufuna gore

As= X 13 +mn3
v—1

yani

v—1

bulunur.
fkinci yontem :

v hacnmyla T sicaklifi aym anda ii¢ misli artarlarsa P == RT/y basinci bag-
langi¢ hilinde ne ise son hilde de aym: kalir. Su hélde As entropi degigimini tes-
bit etmek i¢in ddnligiimiin egbasingh ve tersinir oldugn tasarlanabilir, Disariyla
151 mikdan ahg verigi, buna gore

Sq = cpdTl

olup entropi degisimi de

oo TR
v—1
olacagindan
P ¢
v—1 T
ve gene
As = TR In3
Y—

bulunur.
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Saywisal uygolama;

ﬁgm—g—- %832 x

x 1,007 =32 1/°K
—_1

5

.13, Kiitlesi m == 1 kg, sabit basictaki dzgiil 15151 cp = 880 J/kg ve sicakhigr
da T = 27 °C olan bir metal T; = 100 °C hk bir 151 kaynagryla temasa gegirilmek-
tedix, Belixli bir zaman sonra metal, 151 kaynagiyla termik dengede olur. Bu takdirde
mefalin entropi defisimini ve metal ile kaynagm olusturduklar sistemin entropi
degisimini belirleyiniz.

COZUM : Bir metalin sabit basingta 1sitilmasi tersinmez bir siirectir. En-
tropinin degisimi ise izlenen yoldan bagimsizdir. Dolayisiyla bu degisim aynt nihai
hilde son bulan esbasinglt fakat tersinir bir doniisiimdekinin aym olacaktir. Su
hilde metalin elemanter entropi degigimi

S — §_Q _ _mce dar
T T
ve sicakhk Ty, dan 7, e yiikseldigi zamanki entropi degisimi de
AS == mep In ‘T‘—I'
0
olur. Buradan
373

S=1x 880 x lngaa = 800 x 0,2176 = 191,5 J/°K

bulunur.
Metal ile kaynagm olusturduklart sistemin entropi degisimi
AS = (AS)mear + (AS)kaynak
dir. Halbuki kaynagin metale aktardigi 1s1 mikdan
QO =mep (T, — Tp)
oldugundan sicaklift T ve sibit olan kaynagin entropi degisimi

ASaymat = — —%—

dir. Buna gore sistemdeki entropi degigimi
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AS = (As)mml +- (A'S)kaynak
g

T,
== mcp o -+ — -
T, T,
yani

AS = mep {In ;TJ —_ EL“:__TUM)
T, T,

olur. Buradan da sistemin entropi degisiminin, verilen verilerin 1:1§1 altinda,
AS = (I x 880) x (0,2176 —0,1975) = 19,3 J/°K
oldugu tesbit edilir.

I1.14. Molekiiler kiitlesi A/ olan hir gazin sibit basinctaki dzgil 15151 goz Onii-
ne ahnan belirli bir sicaklik aralifinda T sicakhfmm; cp == ¢ - T seklinde lineer
bir fonksiyonu isc buradan, bu gazdan bir mol'lik bir mikdan 7T, sicakhfindan
T, sicakligma kadar sdbit basmg altnda ve tersinir bir bicimde sititdifit zaman en-
tropinin As degisiminin ifadesini ¢ikarimz. Uygulama: N, azot gazi goz oniine ah-
mirsa denel dlciiler @ = 1,04 ve b == 1,1.1073 vermektedir; azotun, sibit basmgta
sicakhfr 300 °K den 600 °K e yiikselirse 4s nin degeri ne olur? (¥, nin molekiil
kiitlesi 28 g dir.)

COZUM : Sabit basingta entropinin elemanter degisimi, bir mol’litkk bir
gaz igin,
ds— %9 _ ﬁCPQEIM(aiT_+ de)
T T T
seklindedir. Sicaklik T, den T, ye yiikseldi§i zaman entropi degisimi de bu ifadeyi
bu iki limit arasinda integre ederek bulunur:

As=M[aIn—§2—- —!—b(Tz—Tl)] .

1

Uygulama:
As =28 (1,041In 2 + 1,1.1075 .300) = 20,19 J/°K.

IL15. Tek atomlu (y = 5/3), bir mol'liik ideal gaz T, = 450 °K swcakhkta
P, =1 atm basmg¢tan P, = 10 atm basinca kadar tersipir bir bicimde sikigtiril-
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makta; sonra da egisily bicimde gene P, basincina kadar genigletilmekte ve bu islem
N kere siirdiiriilmektedir.

1) Bir islem boyunca eniropinin As; ve pegpege N islem sonra entropinin Asy
degisimlerinin, ve

2) N iglem sonundaki 7y sicakhf ile i¢ enerjinin Awuy defigimini hesaplaymz.
Sayisal uygulama: Her iki soruyu da N = 5 igin ¢dziiniiz.

¢0ZUM: 1) Séz konusu bir islem boyunca bir mol’lik gaz Snce egsile
bir stkigtirimaya maruz kalmakta ve bu esndda

olur, Gaz bunu miiteakip tersinir esisili, ve dolayisiyla da egentropili (As’ = 0} bir
geniglemeye tabi tutulmaktadir. Buna gére toplam entropi degigimi

As, = As + As’ =—-R1n&-

¢

olur. Buna gére As; = — 8,32 In 10 = — 19,14 J/°K oldugu anlasiimaktadir.

Entropi toplamsal bir fonksiyon oldugundan 6zdes N iglem sonunda entro-
pinin toplam degisimi Asy = N As, olacaktir. Su hilde

Asy =—NRIn Py
o
olur. Buna gére de As; = — 95,70 J/°K bulunur.
2) 1. iglemin sonunda gaz
11
T, =T, ( P—"-) ¥
Py

sicakligia ve 2. iglemin sonunda



TERMODINAMIGIN IKINCI ILKEST » 77

i gk

=1 5
nen) e n )
P, P,

sicakligina, ve nihdyet N iglemin sonunda da

P N
=)

sicakhifuna erigmis olacaktie. N = 5 igin
1 2
Ts=450— | =4,5°K
10

bulunur.

Ozdes N islem sonunda gazin sicaklii da 7y dan Tx ye erigmis olacagm-
dan bir mol'lik gazin i¢ enerjisinin degisimi de

AMN == 0y (Ty — Te)

olur. ¢, = R/(y— 1) oldugunu da gdz Oniinde bulundurarak 7y nin ifidesini bu
sonuncu bagintiya yerlestirirsek

NG—1)

Ay = 2To. (Pa) = __1]
y— 1 [\P,
bulunar, & = 5 icin de Auy; = — 5560 J olur,

IL16. Tamimen yahtimis bir silindir diistik 151 iletkenligini haiz ve slirtiinmesiz
bareket eden bir pistonia ikiye ayrilons bulunmaktadir. A ve B diye isimlendirece-
fFimiz her iki béliim de iki atomlu (v = 7/5) bir mol’liik ideal bir gaz ihtivd etmek-
tedir.

1) Sistemin her an mekanik dengede bulundugu var sayilmaktadic. Baslangicta,
B bolimiindeki gazin sicakbigs A biliimiindeki gazm T, sicaklifimn iki mislidic,
Sistemn (hem mekanik ve hem de termik) denge biline kadar evrimlesmektedir.

iki mol gazdan olugan sistemin tiimiiniin entropi defisimini belirleyiniz.

2) B boliimiinden A bolibmiine 1sy iletiminin tersinic bir bicimde oldufunu varsa-
yarak dengeye tekaabiil eden nihaf sicakhifi hesaplaymniz; buradan i¢ enerjinin de-
gisimini ve gazh sistemin geligtirmis oldugy isi ¢ikarimiz. (T = 300 K° ve R = 8,32)
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COZUM :

{8}
P,
£

v,

ne=ad mot

{Baylangiy KAk} {Som hil)
{Mebanik denge hali) {Mekanik denge ve termik denge hili)

1) Baslangic hélinde (A) kisminda bulunan gaz (P, Ty, v,) ve (B) kisnunda
bulunan gaz da (P, , 27, , 2v) hilinde bulunmaktadir. Mekanik denge hili her
iki kissmda da aym bir P, basmcimn hitkiim siirmesini zorunlu kilmaktadir.
Gergekten de (A) da

p, = KT
Yo
basinct varken (B) deki basing da
P=R 2T, _ RT, = P,
2Vo Vo

olacaktir.
Son hélde ise
— (A) da ve (B) deki basing ayn1 olmalidir {mekanik denge), ve
— (A) da ve (B) deki sicaklik aym olmalidir (termik denge).

Ideal gazlarin hédl denklemini bu sartlar altinda gdz Sniine alirsak son halde
her iki kismin hacmimn aymi olacagl sonucuna varilir; buna gore

y=ltatv 3
2 2
olacaktir.

Sistem her an mekanik dengede olugundan stz konusu déniisiim esbasiach
bir déntigiimdiir. Buna gore gazin (A) daki ya da (B) deki nthai sicaklif da

y A LA
Yy 2

olacakfir.
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Sabit basmgta bir mol’lifk bir gazin elemanter entropi degisimi
_ % _cpdT YR dr 7 ,dT

O I T - i

r T y—1 T 2 T

dir. Bu ifide miitekaabil limitler arasmda integre edilirse entropi defisimi olarak

8) (A)icin: Ass= cpln—
Ty

b) (B)igin: Asp= cpln—
0
bulunur. Sistemi teskil eden 2 mol’liik ideal gazin toplam entropi degigimi de
Tz

AS-:ASA -{“QSBme(ln*g:“ "1'"111**}2—) chin
TG 0

yani

As= - Rin-2-
8

bulunur. Entropi degisiminin T baglangig sicakligindan bagumsiz oldugu go-
rilmektedir. Verilere gore

As = _} x 8,32 x 0,1177=3,21]/°K

olacag anlapiimaktadir.

2) 86z konusu doniigiimiin tersinir ve epsilt oldugu varsayddigindan biitiin
sistem i¢in bu doniiglim aynt zamanda esentropilidir de : As=0.

Halbuki her bir kisimdaki elemanter entropi degigimi

Pm-ﬁz ve c,,=~—R—~=-§—R
v v—1 2
olmak iizere
dg=§g_mdum8wm c,dT + P dv xc,,‘—g:—l—«Rﬂf—
T T T T v

dir. Buna gore (A} ve (B) den miitesekkil sistemdeki toplam entropi defisimi de,
bu ifideyi miitekaabil limitler arasinda integre ederek,
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5 T ¥ ' 5 71 U
As=|—Rin— 4 Rin ~* |4 |—Rln —* -+ Rln —*- =0
2 i::_} VG \ 2 ETG 2‘-'0
{4) daki cnt;{jpi degigimi (B} deki cm;ropi defiishmi

ifadesine bitriipeccktir. Bu ifdde yeniden diizenlenisse
5 =2 ;2
As = R[— In L 4 g = (IL16.1)
2 21

seklinde de yazihr.

Oysa ki denge halinde daimi

Vi "*:”"" Vg ] 3
P, E e e VU
2 2

dir. Buna binden (11.16.1) ifddesinden

2 \5/2 2
In L = in -2—11 = ln—§—-
2T vz 9

bagintist bulunur. Buradan da

2 \5/2 25
T _8 5 T2 =2 Tt 8
2TE 9 9

yani nihal T, sicakhifi igin

bulunur. Buna binjen de

T, = 300 x 1,414 x 0,976 = 414 °K
oldugu tesbit edilmig olur (oysa ki esbasingh doniigiim igin T, = % 15 = 450
°K. idi)

Tim sistemin i¢ enerjisindeki degisim de

AU = ¢, (T, — Ty) + ¢, (T, — 2T,) = —% RGT, —2T)

olur. Buna gore: AU = — 1500 J bulunur.
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Global déniisim esisih oldugundan sisteme aktardmig olan i, i¢ enerjinin
degisimiyle Slgiiliir: —w = 4 Au. Buna binfen gazli sistemin yapmis oldufu
is W= —Au= 15007 dur.

IL17. Sabit basmeta, T, = 77°C sicakb@mda m = 0,5 kg petrol ile T, = 17°C
sicakhfinda m, == 2 kg petrol birbirleriyle kangtinldifmda sistemin entropi degi-
simi ne olur? (cp==2,1 J/g/°C = sdbit dir.)

COZUM : Bilindigi gibi S entropisi bir hil fonksivonu olmak hasebiyle,
bunun degigimleri sistemin baglangic hdlinden son hiline gecmek icin izlenen yol-
dan bagimsizdirlar, 1ki cismi sabit basing altinda tersinmez bir bigimde birbirine
kangtirarak denge hiline egbasingh bir siireg boyunca erigilmis olmakla beraber,
sistemin entropi de@igimi, sanki evrim egbasingh tersinir bir sireg uyarmca ger-
geklesmis gibi hesaplanabilir. Buna gore

ds = 8‘7?: == mcplng

ve entropi defiisimi de

T-l
AS = f mcpc—gm mep In Toon

Tbns
Ty

olur.

Kargumin denge héline tekaabiil eden mutlak sicakligt ise, sicak sivinmn ter-
kettigi 151 mikdarinm sofuk sivinin aldigi 151 mikdarina esit oldugunu yazmakla
tiyin editir:

m T, + mT, .

mep (T —T)=mep(T—T3) —» T= .+ m
1 2

(11.17.1)

Baslangigta daha sicak olan sivimin entropi degigimi

AS| = micp In N
1

ve daha soguk olan sivinin entropi degisimi de
&Sz = mch ln—:ﬂ
2

olur.

Su halde sistemin toplam entropi degisimi:
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AS = c,.[,,,l m mhdml M_z_]
(my + my) T, (my +m) Ty |

olur. Eldeki verilere gire de, T, = 350 °K, T, =290 °K, cp = 2,1 J/g/°K = 2100
Ykel’K olacagmdan,
755 o
AS = 2100 x 05]11 '{“21 "*“2'3 == 154 J/°K
bulunur.

IL18. Atmosferik basmg altinda 7, = 27 °C sicakhfimdaki m; =10 kg su ile
T, = —10 °C sicakhfmdaki rm, = 1 kg buz kanghrimaktadir, 7 denge sicakhfm
ve entrapi artiyim belirleyiniz.

(Suyun 6zgiil m81: ¢, == 4,2 J/g/derece, buzun bzgiil 1s181: ¢, = 2,15 J/g/de-
rece; buzan T, = 273 °K sicakhgmdaki gizli erime 11 : L = 336 J/g dur.)

(CJZUM: Buzun erimesinden sonra termik denge teessiis eder. Bu du-
rumla ilgili kalorimetrik denklem su sekildedir:

mye; (T) —T) = myey (Ty— 2) + myL o+ mye, (T~ Tp) .

p Neperepp——, o rrw——

Sayun terk To ¢rime sicaklifzna DBuzun eri-  Erimig buzun den-
ettigi 151 erigmek igin buza mesi igin  ge steaklifing erig-
gegen 151 aldidh 1s1 mek igin aldi st

Buradan T denge sicakhig igin

mey +m e Ty, —e, (T, — 1) — L]
(my + my) ¢,

T = = 289,8 ‘K =16,8°C

bulunur.
Entropi degisimi de gOyledir:
— T ye kadar esbasingh bir sofumaya miruz kalan su igin:

AS; = mye, ln~Z .
T,

— T, a kadar egbasingli bir tsinmaya méruz kalan buz igin:
T
AS, = myc, In =L
2 202 7,
— Sabit T, sicakbifinda eriyen buz igin:
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AS, = L2 _ml
Ta Ta

— Ty dan T ye kadar egbasingh bir sinmaya mfruz kalan erimig su olmug buz
icin:

AS, = mye, ln-nf-'-— .

)
Buna gore sistemin toplam entropi degisimi
4
AS = Y AS,
==l
ya da
T ¥ L T
AS = my¢, In— -+ ml(ci gt In )
T T, 0 Ta

olur. Buradan da

AS = 10x4200x 0 2228 4 [ (2100 x 10 283} + 36990 (1900 « n 2222
300 263 273 273

= — 1451 4 78 - 1231 + 250 = 108 J /°K.

bulunur.

IL.19. Atmosferik basing altnda (1 atm = 10° N/m?), pp = 1/2 mol’liik oksijen
ihtivi eden V= 10 litrelik bir kap gene atmosferik basmg altinda p = 1/2 mol lik
oksijen ihtivd eden V,== 15 litrelik bir kap ile birlestiritmektedir. Her iki kabin da
iyice yahtilmus olduklan ve ihtivd ettikleri gazlarm da ideal gaz olarak davrandik-
Jan varsayilmaktadir, Termik denge teessiis ettifinde her iki gazdan olusan siste-
min entropi defigimini her bir kaptaki oksijenin T ve T, baglangic sicakbklarmin
fonksiyonu olarak belirleyiniz. [cp = (7/2)R, R = 8,32],

v, v,

COZUM - r |
V. e= 10 litre V=15 litre
Her iki hacim da aynt mol sayis: P oL
ihtiva ettiklerinden her iki taraftaki ok-
sijen kiitlesi de aymidir : m, == m,. Bu- o=t Nt P 10" Njow
na ve (IL17.1) formiliine gére nihai o, i
denge sicakhp T
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7= it Ty
2

den ibdrettir. Bundan baska, baslangcia aynu basingta bulunan iki gazin karisim:
da esbasingh bir bigimde gergeklesmektedir. Su hilde entropinin degisimi de
— V¥, hacmmdaki oksijen igin

Vi
AS = pep ln -,
1 Per T1

— ¥, hacmindaki oksijen iin de
T
AS, = uep In-jf:;

olacagindan tiim sistemin entropi degigimi

2
T =2p.c.'p1n——ﬁ7_,—_.—
T, T, VT, T,

ya da T nin yukarida verilmis olan degerini goz Oniinde tutarak

T
AS = AS, 4 AS, = pep (ln I + In —’{«') = pepIn

1 2

T, + T,

AS =2 C, ln“——‘_—_“—
T

olur.

¥, hacminda baslangictaki sicaklik

v 5,102
le1)1:10 10 — 2404 °K
nR 4,16

ve ¥, hacmindaki baslangic sicakligs da

v 5.1,5.1072
o PVa 10815107 oo
wR 4,16

oldugundan entropi artist igin de

As =L 1% _ 059 1°K
2 589

bulunur.
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11.20. a) Sizdirmaz bir cidarla ¥, ve ¥, bacmuns haiz H, ve H, diye iki ksma
botiimmiis bir silindirik kap olson, F, ve H, hacimlart sirasayla yt, = 1 mol oksjien
ile i, = 4 mol azot ihtivd etsinler, Her iki hacomda da gerek P basina gerekse T
sicakh@n aym olsun. Haennlarin arasmdaki cidarda bir delik delinecek olursa be-
lirli bir zaman siiresi sopanda gavzlar birbirlérine karmnrak 7 swakhfinda ideal
bir gaz (hava) kansum ofugtururlar. Bu difiizyon esndsmda sistemin entropi degi-
simini ¢, ve y, nin fonksiyonu olarak inceleyiniz.

b) Eger difiizlenen gazlar aym olsa, sonug hakkmnda ne diigliniirsiiniiz?

COZUM :

a) H, ve H, nin arasindaki cidarda de- i“::: umm;
linen delik aracihfi ile vokuu bulan genis- R ’
leme tersinmez ve egsicaklikli bir siirectir. _ T
Her bir gazin entropi defigimi sanki tersinir v, v,
ve essicaklikli bir genisleme vapiyormus gibi :
hesaplanabilir. B, H,

Oksijenin entropi degisimi

Asl=ulmnf—‘%~f&,

1
azotun entropi degisimi de

ASzmqulﬂM1
2

ve sistemin entropi degisimi ise

AS = AS) '}’ASZEQIRIH(I +:—2)+qu111(1 +%L)

1 2

olur. Fakat gazlar, baglangigta ayn1 basing ve sicaklikta bulunduklarindan, ideal
gazlarin hil denkleminden

Vo s
Vy ¥y
oldugu anlagibir; ve nibiyet AS i¢in de
ASzR[p;In(l—]—ﬁ)—i«uzln(l—!—&-’—)] (11.20.1)
1131 P

ifadesi bulunmug olur. Buna gore de
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AS = 8,32 (m 54 41n «%) =208 }’K

olacagL saptanmig olur.

b) Eger gazlar dzdey iseler, (11.20.1) formiiliine g&re bunlarin entropi defi-
simi ile farklt gazlarn gdz Sniine alinmus olan sartlar altindaki entropi degigimi
agrasinda bir fark olmayacaktir. Halbuki gazlar efer Gzdes iseler baslangicta ve
sondaki hileri farkll olmadifindan (aym basing, aym swcakhik, aym gaz) hi¢ bir
entropi degisimi olamaz. Molekiiller 6zdes olduklarinda entropi degismez. Bu iti-
barla (I1.20.1) formiilii 6zdes gazlara uygulanamaz. Difiizyon yoluyla kangimin
entropisi bu hil igin anlammi kaybetmektedir: iste buna GIBBS paradoksu adi
verilir.

11.21. ldeal bir gaz gibi telikki olunan 1 kg hava bir ABCDA CARNOT cev-
rimine tibl tutulmaktadir ; burada AB ile CD egsicaklik efrilerini ve BC ile DA da

esisi efrilerini gistermekte olup termodinamik siireclerin hepsinin de tersinir ol-
duklan kabul edilmektedir.

A daki sicakhik T, = 300 °K dir. A, B ve C deki basmglar da sirasiyla P, ==1
atm, P, = 3atm ve F; =9 atm dir, cp = 10 J/kg/derece ve v = ¢p/c, = 7/5
olarak verilmektedir.

1) Cevrimin evrimini:
{a) Cevrimin 151 bilangosunu yaparak, ve

() Cevrimin ug sicakbiklarndan harcket ederek
iki ayr: gekilde hesaplaymmz.

2) Cevrimdeki dort doniigiim siiresince havanin entropi degisimlerini hesapla-
yinz.,

1\
(—g) = 0,73 almacaktr.

COZUM -

9 atm

3 ot

I atm
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1) (2) Once CD egsicakhik efrisine tekaabiil eden 7, sicaklyt ile D deki Py
basincimi hesaphyalim. Buna géré

BC eg1s1 egrisi igin;

Lk i
NPy =T,.(Py) " , (Ir2Ln
DA esisi eprisi igin de
1Y It
T,. (P Y =T3.(P) " (I1.21.2)
oldufundan birinci bagintidan
P\ 300
T, =T, («%—) T 300x (P =% _ 4117k
P, 0,73
bulunur; ve (I1.21.1} ile (J1.21.2) vi taraf tarafa birbirleriyle bolerek de
f,%_mf;‘-_w' — P,,m-%’i——-—*?;atm
P, P, 3

bulunur,

Simdi ¢evrimin 1s1 bilangosunu yapalim. p mol’lik havanin degis-tokns ettigi
151 mikdar1 :

— AB egsicaklik egrisi boyunca:

_lep.RTanli WCPT_”ITl ln&— = 10° X 2 X 300 x In-l— =—941701J;
P, Y P, 7 3
— CD egsicakhk e@risi boyunca:

ﬁ:qu%«4uxm3=+wwmm3

P ¥—1
=uRT,In=-% =¢ 7, In
Qz 192 2 P., P ¥ 2 P4

dur, BC ve DA ess1 egrileri boyunca ise 1s1 degisimi yoktur. Buna g¥re gaz sicak
kaynaktan (T3),

| Q21 = 129000 )
ik bir 1s1 almig ve soguk kaynaga (7)) da
| Q, | =941707

lisk bir 141 terketmis olup bu ikisi arasindaki fark ise cevrilmiy bulunmaktadir:
| Wi=1Q|—1Ql.

Buna binden gevrimin verimi

E | @21 —10 1 El_l_g!_!zl—_M—x%Z’f.

=g X X 129 000
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(b) Goz dniine alinan gevrim tersinir bir bigimde olugmusg olduge igin CAR-
NOT teoremine gdre verim yalmizea ug sicakhklarina tébidir:

2) Havanin entropi degigimi
— AB egsicakhik efrisi boyunca:

A5, = 9 == CFI::—E ln& e _.Eimlw&.ﬂ = — 314 J°K ;
T Y P 129000

— tersinir BC egsist doniisiimiinde : AS, = 0 ;
- esgicaklikls CD doniistminde :
as, =& g h o 12900
T, v P, 411
tersinir DA esist déniisimiinde : AS; =0, oldugundan gevrimip toplam entropi
degigiminin

= -} 314 JI°K ;

oldugu anlasilmis olmaktadir.

X X X% ¥ ¥ ¥ 2 X ¥ X ¥ x

P IL22. 1 mol ideal gazla calisan ve
sekilde evrim gemas) gosterilen makina-
mn veriminin, gazn &zgiil wilanm sibit
varsayarak,

Y1
=)
Py

oldufunu gosteriniz. (JOULE gevrimi).

v COZUM: Makinanin verimi

Weoplam
n=——"r

Halinan
ile verildifine gbre, Wioplam V€ Gannan biyiikliiklerinin hesaplanmasi gerekir.
Wiaplam == Wy + Wyq — Wy — Wy
= Pz(v:i""‘"vz)“—Pl ("4 _Vl)"‘“cv(T4_ Tz) + cv(Tl - Tz)
ve
Gattnan — CP (Tj e T.'Z)

dir. Ideal gaz denkleminden
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RTy == Pyvy, RTy= Pyv,, RTy=P,v,, RI,= Py,
ve ideal gazin esisih efrilerinin denkieminden de
Pow¥ =Py, Pyvi =Pyt

yazilir. Bunlara gbre

T t e,

Py & PN
S TR (T T
ks

()R e

cp 11
== e Py | e [ e Yg— Vy)
R [ (P) ](“ :

Ve
Cp
nmnnmwp (V‘——V)
al I 2

olur. O hilde

dar.

11,23, 1 mol ideal gazla calisan ve
evrim semas1 gekilde verilen makinamn
veriminin, gazin zgil 1silarim  sébit
varsayarak,

T,—T
1’) e 1 J— ‘Y ..wﬁt.—..._..i_. ' ‘ .
T,—1T, i i 4
oldufunu gisteriniz. (SERGENT cevri- ! >

mi)

COZUM: Gazm aldifs 151 mikdar, 2 — 3 siirecinde gazin i¢ enerjisindeki
artma mikdan yin g =c¢, (7,— T,) dir.

Cevrim boyunca yapilan is ise

w=0+e (T;—T)+ ¢, (T} —T))+ P(v,—v)
= (I1y—T,+ T, — 1)+ R(Ty—1T)
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= (e, + R) (T}~ T) + ¢, (T, — 1)
dir. Buna gbre

a6l te—1) 4 L=l
g & (Tii — Tl} TS'—" Tﬁ

R St £

Ty —T,

olur,

3 11.24. 1 mol ideal gazla ¢ahsan ve
yandaki sekilde evriim semas: verilen ma-
kinanm veriminin, gazmn zgil siarm
sabit varsayarak,

) —1
(PsfPy)—1

I e ot o
o

PI “““““““ i xl

n=1

i it st it i et

. " oldugunu gisteriniz,

b

IL25. Bir CARNOT makinasi 400 °K ve 300 °K sicakhiklarninda buluman iki 1s1
kaynag ile cahstinhyor. (a) Makina 400 °K deki kaynaktan 1200 cal alirsa, 300 °K
deki kaynaga kac¢ kalori bwakuw? (b) Makinamn bir sofutuca olarak caistiril-
mast hilinde 300 °K deki kaynaktan 1200 cal abiyorsa 460 °K deki kaynaga kag
kalori birakir ? (c) Her iki hélde de makinenin yaptiga toplam igi hesaplaymiz,

CEVAP: (a) 900 cal, (b) 1600 cal, (c) 300 cal, 400 cal,

1L26. Bir CARNOT makinastmn sibit hacimdaki dzgiil 111 3R/2 olan bir
ideal gazla cahstmldify varsayiyor. Egsicaklikh genlesmede gazin hacnn baglan-
gictaki hacmmm iki katma clayor. Esisith genlesmede gazm son hacmmmm ilk
hacmma oram 3,7 ve makinanmm tam bir ¢evrimde yaptifa iy de 9.10° Joule oldu-
gunda, st kaynaklarmm sicakbiklarim hesaplaymz.

CEVAP: T, =230°K, T,= 73°K.
11.27. b = sa@bit olmak fizere hil denklemi P (v—b) = RT olan bir gazla ¢ah-
san bir CARNOT makinasmnin veriminin, ( a—u) = (} gartimn gergeklenmesi halin-
F

av
de, ideal gazla calisan bir CARNOT makinasmm verimine esit oldufunu gosteriniz,

I1.28. ideal bir gaz olarak varsayilan, 1 kg metan gaz ile cahsan bir CAR-
NOT gevrimi gbz Gntine almiyor. (Vpu/Vmin) = 4 ve 1= % 25 ise gazin essicak-
Likl: genlegmesi esnfisindaki entropi arbsum bulunuz, [y = 1,35 almacakhr].
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COZUM ;. A —» B siirecinde sisternin entropisindeki artiy mikdart

i
PdV

¥ |

oldugu veriliyor. Diger taraftan
Vs _YcVe
Va VaVe
seklinde parcalanabilir. Sekilden hareketle elde edilen
PgVs = nRT,, PcVc = nRT,
esitlikleri taraf tarafa bolinerek

4
Vo _ 4 Fc (I1.28.1)
Ve 3 P
bulunur. Gene sekilden

Py Vg’ = Po V"

.
Pe _ (Za.) (11.28.2)
Py \Vc

oldugu goritliir. (11.28.1 ve 2) esitliklerinden

yani

1 1

Y U

Ve 4 (Ve |, Vb __ 470 47
Ve 3 \Ve Ve

esitligi elde edilir. Buradan da
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i i 1 tom2

VB 4 x 377 x 471 o 357 471
Va
ve
ﬁSmﬁR( L ¥n3+?—_21n4)
¥—1 v —1
bulunur,

¥1.29. Hal deoklemi (P 4 b) v = RT olan bir gazin Hzgiil etropisinin
s,= ¢ In T+ Rlnv 4 sibit

oldngunn gosteriniz.

11.30. ideal gazmn entropisini 7 ve P cinsinden yazmmz,

CEVAP: s=¢pIn T — Rln P + sdbit.

I1.31. Sibit basmgtaki zgiil 1151 ¢p = sdbit olan ve T, sicakhfinda bulunan
bir cisim 7, sicakhfindaki is1 kaynag ile femas ettiriliyor. Cisim, kaynak ile ter-
modinamik denge hiline gelinceye kadar basmg sbif kahyor, Biitiin sistemin entropi

degisiminin, x = — (7, — 7,)/T, olmak iizere,
AS =cp[x—In (1 -+ x)]

seklinde oldogunn ve AS nin pozitif kaldifim gosteriniz.

COZUM: Sistemin toplam entropi degisimi, cismin entropisinin degisimi

ile kaynagin entropisinin degisiminin farkina esittir:

AS = (85), — (8S,).

Halbuki
T,
CPdT T
AS), = =cpln -,
&), f = eeln
Ty
ve
T,
deT T —T,
(AS) - f =¢c E &
2 T o
Ty

oldugundan
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AS = ¢p {m (. E:ﬁ'rz.]

Tb Ts
dir.
X = — -?f-;;féw seklinde tammlandifindan
¥
ASmep[x+In }mc;:[xwin(l%-x)]
I +x

olur. Bilindifi gibi x s 0 igin daima
e€>14x
dir. Her iki tarafin tabil logaritmas: almarak

x> In{l 4+ x)

ve
x—In(l +x)>0
yani
AS >0
bulunur.

IL32. T, T, (T, > T,) sicakhklart arasmda caligan bir CARNQOT maki-
nasmin veriminin, aym sicaklik limitleri arasinda galisan OT70 makinasimn ve-
riminden daha biiyiik oldufunu gosteriniz. (Her iki makinanin de 1 mol’liik bir ide-
al gazla cabgtifn ve v = 1,4 oldugu kabul edilecektir).

COZUM : T, ve T, sicakliklan arasinda galigan CARNOT makinasin ve-
riminin

oldugu bilinmektedir.

Cevrim semas: 94. sayfada verilen OTTO makinasinin veriminin hesabina
gelince, verim fanimmdan

W, — W,

4] g

Mo ==
2,

dir.
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o, = ¢, (Ty; — Ty,
Wy = (l3—14,
Wg = €, (sz TI)

P

oldugundan

(T —T)— e, (T —T))
12" (TS . Tz)

V=Y, v bulunur, Ote yandan

Mo ==

LA
PSVIERT:&; P4V1%RT4

ve
PiviTmPR‘ViYﬂ P3V2?EP4VIY

bafintilar, vardir. Buradan

L B _ bt V' P Ty
Tz Pz VZT Pl V{y Pl Tl
esitligi, yAni
T, =T, h
7,
elde edilir. Bu, 1o ifidesinde yerlestirilerek
G (Ta _L Tl) — (T, —T))
o — T, _L—T _,_ T
c, (T3 R TZ) TZ T2

bulunur,

Fakat T, < T, varsayilmg oldufu gbz Oniinde tutularak 7,2 < T, yani

LT , _h__T

— T . —_

T, T, T, T
bulunur. Her iki tarafa 1 eklenerek
L R R
T, T,

yani
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Mo < M
oldugu goriiliir,

11.33. (a) Ozgill milan sabit varsayilan ideal bir gazm sicakhil, egbasmch ve
eshacymh siireclerle T, den T, ye eristirildifinde (AS)p > (AS)y oldofiunn goste-
Tiniz.

(b) fdeal bir gazn basmer egsicakhikle ve sibit hacuml siireglerle P, den P, ye
erigtivildiginde her iki siirecteki AS entropi degigiminin birbirine gbre zit igirette
oldugunu gisteriniz.

1134, cpy, cpp Ozgill 1sdar: s&bit olan ve baglangicta T,p , Tpo sicakbklarinda
bulunan A ve B cisimleri sibit basmcta birbirleriyle 1s1 alig-verisinde bulanuyorlar,
Sistem yaliibois oldnguna gire, (a) sistemin foplam entropi degisimini 4 nmn sicak-
hih olan T cinsinden hesaplayimz. (b) AS > 0 oldufunu, yini siirecin tersinmez ol-
dujunu gisteriniz. (c) Sistemin denge sicaklifi ne olur? (4 ve B cisimlerinin kiit-
leri egit varsayilacaktar).

COZUM : (a) Herhangi bir r Aninda 4 ve B cisimlerinin sicakliklan sira-
siyla T4 ve Tp olsun. T4 ve Tp arasndaki bagintiyt bulmaya cabisalim. Sisiem
yalitilmis oldufundan baslangig dnindan ¢ 4nma kadar A cismince verilen 15t mik-
dan B cismince alinacaktir. Her iki cismin kiitleleri aym oldugundan

— pa (Ta — Tuo) = cpp (Ts — Tgo) (11.34.1)
yini

c _
Tp = Tpo +—&4’(TA0~—TA)

e
bulunur. Buna gore
T4 Ta Lra —
$oar AT T, Tpo -+ o (Tao—Ty)
AS=CPAj ——+ ¢pp ~e— = ¢pg In-—=-}- cppIn
T T Tio Tpo
Tao T'so

bulunur.

(B) Ty0 < Tpo varsayildifindan —g:“— >1, v
AC

Tgo + %—(TAOM T > Tpo
€PB
ve dolayisiyla da

AS >0
olur. O hilde siire¢ tersinmezdir.
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(¢} Denge hilinde T4 = T olacagindan (I1.34.1) den

cpa T40 - crr Tyo
Ty = Ty = cPa 4 ;
Cp4 -+ Crr

bulunur,

11.35, Kapal: bir PVT sisteminin sicaklifs, entropisinin fonksiyonu olarsk ge-
kilde gosteritmistic, Swrasiyla 1—>2, 223, 321, 1523~ 1 siireg-
lerinde sisterue verilen 11 mikdarianm hesaplaymmz.

TN
\

T
w00 ' ‘

.

) 4 6 Stealf ¥ T, =450 K Ty==200 K T,=200 K

I1.36. Tersinir bir 151 makinasinin gemas: sekildeki gibi olsun. Makina 400°K
sicaklifinda bulunan kaynaktan 1200 J almakta ve 260 J luk is yapmaktadir. (a)
Diger kaymaklardan alman-verilen 1s1 mikdarlarmi hesaplayimz. (b) Her kaynak
icin entropi degigimini bulunuz. (c¢) Sistemin toplam entropi defigimi ne olux?

CEVAP: (8) Q, = 1200], Q,=—20017;
(b) (AS), = —3J/°K, (AS), = 4J[°K, (AS); = -1 }/°K ;
(c) AS = 0.

11.37. T, > T, olmak iizere 7, sicakhgnda bulunan sonlu kiitleli bir cisim
ile 7T, sicakbginda bulunan 1s¢ kaynagi arasmda bir 151 makinas: ¢calismaktadir. Isa
makinasimn cisimden ( 1si miktarm ¢ekmesi sonucu cismin sicakhgi da 7, ye
diigmektedir. Makinanin yapt:§1 isin en biyilk deferinin, S, —.S, cismin entro-
pisindeki degisme mikdan olmak izere,

qux = Q + T[ (Sl —'Sﬁ

seklinde verilebilecegini gosteriniz.
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COZUM : Sistemdeki foplam entropi de@isimi

AS == (A'S{,)uiuim "'i" (AS‘)ISI kaynai¢

o
= {§; — & s
(S, 2)+Ts
, — W
M(SI_._,SZ)_FQ_}__._

i

dir. Termodinamigin ikinci ilkesine gdre 5 > O olmalidir, Buradan

.

W<+ T (5 —S) 2

bulunur. O hilde C}—g w

Wma: == Q + Tl (Sl _SZ)

g— W

S — 8y +
(8 — S + T

=z 0

yani

dir.

1L.38. (a) 0 °C da bulunan 1 kg su 100 °C da bulunan
bir 151 kaynagiyla temasa getiriliyor ve sistem yahtiliyor.
Suyun sicakhgi 100 °C ye ¢ikfifhn zaman suyun, kaynagm ve biitiin sistemin en-
tropi degigimi ne olur? (b) Efer suymn sicakhin 100 °C a, dnce 50 °C da bulunan
bir kaynakla ve sonra da 100 °C da bulunan kaynakla temasa getirilerek cikaril-
mi§ olsaydi suyun, kaynagm ve sistemin entropi degigimi ne olurdu?

CEVAP: (8) (AS)y = 1300 J/°K,  (AS)kaynak= — 1120 J/°K,
AS = 180 J)°K ;

®) (AS)s = 1300 J/°K, (AS)aynax = — 1210J°K, AS =90 J/°K.

11.39. (a) Ortak ozgiil wslary ¢p olan birbirinin ayms1 tki sistem 7, ve T,
(T, > T,) sicakbklarinda bulunmakta ve bir CARNOT makinasinm 151 kaynakla-
1 olarak kullandmaktadir. Makinamn her ¢evrimde yaptifn is 671 ise sistemlerin

denge sicakhifinin \/ T, T, olacagm gosteriniz. (b) Sistemler rijid bir gekilde
1
birlestirilir ve yahtilirlarsa, bunlarin denge sicakhgimin 5 (Ty + T,) olacagim

gisteriniz. (¢) Hangi son sicaklik daha biiyiikk olur? (d) CARNOT makinasinm
yaptif1 toplam isin de ¢p (\/ ﬁm \/ TT)2 oldufunu gosteriiz.
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COZUM ; (a) Sistemlerin denge sicakhifim T ile gosterelim. T, sicakhigm-
daki sistemin entropi kaybiy, 7T sicaklifindaki sistemin entropi kazancma esit
olacagidan

T T
cpln & == cplp —
e T
yani
T, T .
ot v ey TR T T, =y Te=\T, T,
T Ti 142 « 1+2
bulunur.

(b) Sistemlerin denge sicaklir 77 ile gésterilirse, birinci sistemin 1s1 kayby,
ikinci sistemin 151 kazancina esit olacagmdan,
mep (Ta—T)Y=mecp (T —T,)
ve

p_Lt+T
2

bulunur.

© VL—VTP>0 = T,4+7,—2VT, T, >0
yani

I—’—:{-;—-&>\/Tl T, ve dolayisiyla da: T"> T

dir.

(@) CARNOT makinasiun bir ¢evrimde yaptigs 8W igi, makinanmin 7, sicak-
hgindaki kaynaktan aldifa 8Q, 1s1 mikdari ile T, sicaklifindaki kaynaga verdigi
80, 151 mikdanimn arasindaki farka esittir:

W = 80, — 80, = cp (dT), — cp (dT), .
Integrasyonla
W =cp (TZMT)—-CP(T—*' Tl) = Cp(Tz"“"ZT-!- TI)
= e[ VT, ¥ —2VT; VT, + (VT

= Cp (\/ 'fz“’— \/f’:)z
oldugu goriiliir.
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I.40. Soaln ve kapah bir silindirin tabanlarmdan biri, silindir icinde siirtiin-
meden kayabilen aym ¢aph bir pistondor. Bu silindirin icindeki 1 mol ideal gaz
egsicakhiht olarak, basmc: 2 atm den 1 atm e diisene kadar genigliyor. Sistem
atmosferle cevrikmis olup, piston iizerine distan 1 atm lik bir basing etkimekte-
dir. Ayrica sistem T derecede bir 151 kaynag) olarak kabul edilen atmosferle de-
vamh termik denge hilindedir. Genigleme esndsinda piston, piston iizerine etki-
yen toplam basingla dengelenen, bir siirtiinme kuvvetinin etkisi altindadir, Boyle-
ce piston ¢ok yavag kaymakta ve hareketin ivinesi ihmél edilebilmektedir. Piston
ve silindir iyi 1 iletici maddeden yapilmistr. Gazin ve atmosferin entropi degi-
simlerini hesaplaymmz. Toplam entropi degisimi ne olur?

(Yol giisterme: Ideal gaz, silindir ve pistondan olusan sistemi goz Sniine almz).

CEVAP: (AS)um=— -%M R, (AS),; =06932R, A§S=0,1932R

1141 VAN DER WAALS gan icin

(@.1‘) N ?i)
av /. var\ dP/,

esitliginin gergeklendifini gosteriniz.

o (2) (2, (), -
aP ¥ as T BT P

bagimtisindan
().~ ()7
BP & aP T (___a_s_)
P

aT

bulunur., ds = %{w oldugundan

G T lor) v )=z (5
— o —— ve iV e e
dP jr T'\aP /r ol /p T\aTljp T

dir. Ote yandan

8q = ¢, dT + RT dy == (cv-k«w}nga a7 — RT
R y—b v—b

yRr dP

bagintist vardir. Buradan
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aq) RT
——— = — V¥r
oP T v—b
elde edilir. O halde
oT 1 RT T RT 1
| v Ry — == v Xy —
(BP), T v—b cp v—b cp
yani
Cr (BT)  _RT (L41.1)
vxr \8P);, v—b
dir.
(o). (o). 7)==
av /, os /r\dT/,
den de

&),
av /, v /r (ﬁa)
al /.,
bulunur. Halbuki

(ﬁi)mic (@{)mL(ég)ﬂR?L
T/, T V7 \av)r T\ev)r v—b T

esitlikleri vardir. Bunlara gére

. (-?-T-) 4 (IL41.2)

av y—£h
olur. (I1.41.1) ve (11.41.2) esitliklerinin birlestirilmesiyle de

c (_?I.) L (_31)
"\ oy s vary 3P/

¥

bulonur.



. BOLUM

TERMODINAMIGIN
OCONCU ILKESI

I1.1. ideal bir gaz icin degill serbest enerjinin (f= F/m)
T T -
f= f c, dT — [c,,a;jw—RTln LA T4 ug
Ty T

Yy
1)

ile verildigini ve

e
ov /r ’ oT v

oldufunu gisteriniz. [s, ve uy ile (P, vy, T,) referans hiline tekaabiil eden en-
tropi ve i¢ enmerji gosterilecektir.]

COZUM: Tammi geregi serbest enerjinin ifidesi : F - U— TS dir.
Buradan diferansiyel alarak

dF = dU—TdS — S dT = (80 — W) — T dS — § dT
=me, dT — P dV - 80 ~m C"Eg

olur. Bu ifideyi referans hili ile aktiiel hil arasinda integre edersek:

T Q T

r ¥
j dF = [mc,d:rm [ PdV-—/ SQ—Afmc,.%
Iy T: P; .

Qs Ty

olur. Bir taraftan bu ifidenin her iki yanmi m ile boliip dzgiil de@iiskenlere gege-
rek, diger taraftan da integralieri hesaplayarak

10t
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I T T
dT
f & = f—fy = f— (g — Ty ) = f ¢ dT— f ¢, —RTIn"—(g— )
0
TIs

fo

bulunur. Buradan da g = sT ve g, = 5,7, oldugunu gbz oniinde tutarak

f= fc dr — | ¢, ----—RTIn—-—-—sT+ Uy
Yo

oldugu tesbit edilmis olur, Diger bagintilar da bu bagmuidan kolayhkla gikanlir.

H1.2. Tekatomlu bir ideal gaz serbest enerjisinin temel denklemini tesis ediniz.

¢OZUM: Bir taraftan serbest enmerjinin F= U— TS seklindeki tani-
min, diger taraftan da entropinin IL2 de tesis edilmis olan

3 U N, V N
§= - NRIn[— =2 Rln )+ =
2 (N g)+ (N Vo)+No

ifidesini gbz Oniinde bulunduracagiz. Serbest enerjinin temel denklemi demek :
F=F(N, V, T) seklindeki ifidesi demecktir. Eger U = % NRT bagmtsmm kul-

lanirsak U yerine T ikaame edilmis olur. Buna gore

F=UuTSﬁiNRT—iNRTlxx(i)—FNRTm (ﬁ &)u%
2 2 o N ¥V, N,
—= NRT imim(r)mz (V N") S

2 2 \T, N V,/ N,R

yani
3 32 -1
re =l (25 (7)1
! N, RT, T, \Vo/ \Ng

bulunur.

HIL3. Saf bir cismin sibit hacimdaki Cy 1 sifasim T sicakh@ ve ¥ serbest
enerjisinin 7" ye gbre ikinci mertebeden kismi tifrevinin fonksiyonu clarak ifide ediniz.
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COZUM : Sabit hacumdaki Cp 181 sifasimn tanmni geredi

1Y

ile verildigi malimdur. Eger U i¢ enerjisini F serbest enerjisinin 7 ye gore tiirevi
cinsinden ifide edebilirsek (I111.3.1) formiiliinden problemin cevabm: elde ede-
biliriz.

Bunun igin

is=92 _ Ly 2 4y
T T T

oldugunu gdz Oniinde bulundurarak F = U— T§ tamm bafintisindan

S-mj:i __ £ —> d(S——ng— =~1—dU+£dV——idU+£dT
T T T T 14 T T
- d(m E)
T
elde edilir. Bu son bagintidan ise
U= —T? (jL (_Ii ) (I11.3.2)
eT \T/ /v
oldugu gozikmektedir. (II1.3.2) yi (I11.3.1) e vaz ederck
o= (2] = 2| 2 ()]s
aT v a 14 aT T i v
2
— 2T (u__;am L R (m@m (._fi))
oT\ T/} /v aT*\ T/ Jy
2 1'1 2]
S [ L(ER) 2 () 2,
T T i\gTr%*), T*\3T /)y T
vani
2 oF *F ‘
Cys= — (U F) + 2{— mT(mm) {(111.3.3)
=g WD (aT)V aT?Jy

bulunur. Ancak, bu ifadedeki ilk iki terim ile serbest enerjinin tanim bafintisim
goz Oniinde bulundurursak

2 aF S J /
e AU — F) - 2 e | == 28 - 20— (U — TS)! =0
T ( ) (BT)%’ { BT( )éw

dir. Buna binden (111.3.3) de
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2
cp——r1[PL (111.3.4)
aT*/y

sekline girmis olur ki aranan da bu ifidedir.

aCy 3°P - PRI ..
i4, (—} =—T|~—— | oldugunu gisterip ideal gazlar stz konusu oldu-
av /r 1%y

TZ

gunda Cy pin bacimdan bafimsiz oldufunu ispatlaymmz.,

COZUM : Bir 6nceki problemin (II1.3.4) sonucunu ¥V ye gére tireterek

3 3 2
aCy =T aF = T oF :_Tﬁﬁﬁﬁ
8V /r Vv or? aT*av arTi\ av/r
otur. Halbuki bilindigi gibi (Bk. IKi.1.}
(25) - —»
av/r
dir. Buna gbre
) 2
(a_(?_f) = e T (a_}i)
oV /v 072/

otur. Ote yandan ideal gazlar icin: PV = pRT oldugundan

(aP R (621’
) =p—, [S5] =0
BT |24 V BTZ V

bulunur. Su hilde ideal gazlar sz konusu oldugunda

yini sbit hacimda st sifasi hacundan bafimsizdir.

1iL5, Bir fermodinamik sistemde mol bayina [ serbest eneriisinin, ¢ pozitif
bir sdbit ve ¢ de herhangi bir fonksiyon elmak tizere,

AT v} = To(T. ¥

ifadesiyle verildii varsayilmakiadwr, Buna gire:
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1) Basincl, entropiyi ve ic enerjiyi 7" ve v nin fonksiyonu olarak hesaplaymiz.

2) ufv oranmmm yalmzca 7 ye bagh cldugu varsayimaktadw. Bu takdirde ¢
fonksiyomunn ve /v nin T ye nasg bagh cldugunu belirleyiniz.

COZUM: 1) x = Tv? vaz edelim. 1.1 den de bilindigi gibi
af) (Bf)
Py, T) = —|— ve s(v,T)=—|=
o, 7) ( Z) e son=—(2)
oldugundan
PO,T) = m(ﬁ) = —agT?v1¢'(x)
av T
af
y = e | — - — --—-TVQ !
5, T) ( aT)v o) — T 9/(x)
u(, T)=f+s5T=Teg—To— T ¢ ' =—T*1¢'(x) = —xT ¢'(x)

sonuglar1 elde edilir.

2) Son ifadeden

a~1 2._.“_—3

L P T = —(TW) © (T T °

at+l ag-—1

=T x* ¢(x)

bulunur. Bu ifide ne v ye ve ne de x e bagh olacagindan, k ile bir sibiti goster-
mek fizere

a—1 1
bl ) LI
x4 @gx)=—k yini Q&)=—kx=2

olmalidir. Buradan da

1
@ (x) = — ka x¥ - sabit

olmast gerektigi bulunur, Buradaki integrasyon sabitinin deferini saptamak igin
termodinanugin ficlincii itkesine gére 7 = 0 (ve dolaymsiyla x == 0 igin) entropi-

nin sifir olmas: gerektigini hatirlarsak bu sabitin de sifir olmasy gerekeceii kolay-
hkla goriilir. Buna gore

a+1

X
FT)=TeTv)=—kaT(Tvhe =kaTa v
ve uyfv icin de
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a+1

M kT
v

bulunur.

1.6, Molekiiler yapiyx haiz bir kat1 cismin f 6zgiil serbest enerjisi (n ile mo-
lekiil basina atom sayisi, R ile gazlar sabiti ve M ile de molekiiler kiitle gosterilmek
siiretiyle) 6zgiil v hacim ve 7 sicaklifimn

3 RT

S, T) = f(v,0) — (v, T) (I11.6.1)

seklinde bir fonksiyonadur.

1) Dilsiik sicakhklarda (v, T) fonksiyonu

o(v, T) = IE; { BIV) T (1IE.6.2)
ve yiiksek sicakbklarda da
o(v, T) = In[ r } (TIIL.6.3)
6,(v)

asimtotik gekillerine biirinmekte olup bu ifidelerdeki 0,(v) ve €,(v) yalmzca v ye
bagh iki fonksiyonu gistermektedirler.

Kat cismin diisiik ve yitksek sicakliklarda sabit hacimdaki c(v, ) Gzgiil ws1-
simn asimfotik gekilleri ne olur?

2) 9, ile yukarrdaki fikrada stz konusu edilmis olan fonksiyonu géstermek tize-
re, o(v,T) fonksiyonunun pek cok eleman ve bazn bilegik cisimler icin, her sicakhk
icin gegerli iyi bir yaklagk ifadesi

BT
3 3
¢, T) = (i) f X dx — In (1 —e—0vT) (11.6.4)
4]

B{ ex“'""'l

dir,
[..ch.éf_ =
J e&—1 15

0

oldegunu kaydederek, bu yaklagim sayesinde 1) fikrasmdaki sonuclan yeniden elde
ediniz.
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COZUM: 1) ¢(v, T) nin bir baska tantm da, bilindigi gibi,

o5
e, T)=T.| — iiL.6.5
on=7.(2) (IL6.5)
olup burada s ile cismin f 6zgiil serbest enerjisine
af
s(v, T) == — (-—-——) (I111.6.6)
oT /,

ile bagh olan &zgiil entropi gosteriimektedir. (I11.6.6) v1 (111.6.5) ¢ vaz ederek
i.3. de de tesis edilmis bulunan

0*f
Cv(l’, T) = — 1. (g_ﬂ)v

ifadesi bulunur, Bu ifide (i11.6.1) in 15181 altinda

_3nkK 0% 3o 3 .
cv(": T) - -F [T . (5}1—2)"_’_ 2 (‘a—j‘:)v‘l (1116.7)

sekline girer. Diisitk sicakliklar igin gegerli olan (111.6.2) formiiliine binden
{111.6.7) ifades:

3 ol
e, T) = 12 ’qR[ T

3
] (DEBYE Kaaninu)
5M 8,(v)

ve yiiksek sicakliklar i¢in gegerli clan (111.6.3) formiiline binfen de (I11.6.7) ifa-
desi

3R

cfv, Ty = 7 (DULONG-PETIT Kaanfinu)
£
na indirgenir,
2) Simdi
?
1 7 Xdx
A() = —
@ t g™ |
0

vaz edelim, Buna gdre
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4
3 x* dx 1 3
Ay =—— + = — e At
® t* ef—1 e—1 t 0+ ef—
1]
olur. (I11.6.4) ile verilen ¢(v, T) fonksiyonu ise, buna gore,

q).(v, T) = A(‘%‘")"" In {1 = emeu'T)

seklinde yazilabilir. Buradan
—@:/T
(____“3“’_ SN R O N T IR S (. O
aT /, T* 6, \T/ et/7T—1 T2 1 —e 0T

ﬁiA(ﬁi_)
T\ T

bulunur. @ nin T ye gore ikinct tiirevi ise

2
(_@_‘2) - ..LA(EL)_g,EJ_A:(&
872/, T\ T T \T

olur. (8%/37T%, nin bu ifadesi (1I1.6.7) ye yerlestirilirse sonunda

ovr

OR[N [ Xdx | &/T
Cv(Vy T)= [Y; [4 (8I ) f e — 1 el/T__ 1§ ] (11168)

G

ifadesi bulunur.

T—0 icin (I116.8) deki integralin degeri de =*/15¢ gider. Ote yandan
gene T—> 0 igin (8,/7)/(eb/T— 1) —» 0 dir. Buna binden ¢, (v, 7'} nin diisiik sicak-
liklardaki asimtotik ifadesi

. ReEqRITN
lim s T) o il DEBYE 7
TL ; e(v, T) Py (31) (DEBYE Kaaniinu)
sekline girer.

T—» oo igin ise £==8,/T—>0 ve @& /f(eh/T—1)->1

otur. Ote yandan integralin hesabinda da, pekild iyi bir yaklasikhk olarak,

x3}fe* —1) in seriye agmimnm ilk terimi olan x ile ikiif3 olunabilir. Boylelikle
(1I1.6.8) ifadesi de T—> oo igin
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lim oy, T) = c (v, o) = 08

Ve (DULONG-PETIT Kaaniinu)
T-+o0

sekline indirgenmis olur.

Gorildigii gibi bu sonuglar 1. fikradakilerle tutarhdirlar.

IML.7. Tekaterin bir mollik bir ideal gaz T, sicakbigmm koruyarak egsicak-
bkl bir siire¢ miicibince Py == 1 atm Iik bir basinctan P, = 100 atm lik bir basinca
erisinceye kadar sikigtirildiktan sonra egentropili bir siiregle tekrar P, =1 atm ba-
smema kadar genisletilmektdir. Be fakdirde gazin 7 sicakh@i ne olur? Bu doniigiim
boyunca gazm As, entropi defisimi ne kadardmr?

Ayni iglem bir onceki islemin sonunda erigilen sicaklikian baglayarak n kere
tekrarlanmaktadir. » islem scounda erigilen T, sicakhifh ve As, entropi degisimi ne
olur?

Elde edilen sonug termodinamigin ficiineii temel ilkesiyle celisikmis gibi goriin-
mektedir. Bu takdirde diisitk sicakliklarda ideal gaz varsaymmmmn gegerli olup ol-
madifim tartigmz. (y = 5/3).

COZUM : 1deal gazlar i¢in esisih doniisiimlerde, bilindigi gibi,
T P e 54bit

dir. Eger P, = 1 atm ve P, = 100 atm, esisih déniisiimiin u¢ noktalarindaki ba-
singlart gosteriyorsa

T P = C = sdbit ve To¥ P = C == sdbit

bagintilarmdan

Y1

o 2/5
ron(B)7 o n ()
P, 100

bulunur. Demek ki tam bir siire¢ sonunda erisilen s:caklik baslangigtakinden gok
daha diislik olup pespese uygulanmg ayni sliregler sonunda nihai sicakliklar,
terimleri

Y1
BN
!

oramini haiz olarak azalan geometrik bir dizi olugturacaklardir. Bu iglemlerin
sayist sonsuza gittigi zaman nihai sicaklifin da asimototik bir bigimde sifira gi-
decepi anlasiimaktadir; bu durum, termodinamigin fighincti temel ilkesine tama-
men uygun gozitkmekiedir.
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Entropi degisimine gelince bu, egsicakliklh sikistirmaya tekaabiil eden entro-
pi degisiminden ibiretitir. Bu ise w-ninci iglemde

Ag P _
as, = 240 — [RT_ Wm=2). (T,_)*
2 ( 1 P) (T

1 i

dir ; zird buradaki Ag, essicaklikli sikistirmada ortaya konan Aw, isine esittir.
Bu ifidede T,_, sicakhiklan birbirlerini gétiiriirler ve As, de 2 den bagimsiz olur.
Bu duromda n—>cc icin entropinin sabit ve de negatif bir degere sahip olacag
goriilmektedir. Bu ise termodinamifin iclinci temel ilkesine aykiridir. Buradan
da ideal gaziarin iigiincli temel iltkeye uymadiklar: sonucu ¢ikmaktadir.

Yil.8. Bilindigi gibi termodinamigin iiciincii ilkesi “bir sistemi sonlu sayida
islem somucn 0°K e eristirmek imkinsizdr” diye de ifide edilebiliv. Buna egdeger
bir ifide de NERNST kaaniinu olup buna give de "7T—8 °K igin fermodinamik bir
sistemin AS entropi defisimi s:fira gider™.

Simdi a— b seklinde, 7" sicakhfindaki bir sistemi egisut ve tersinir bir bicimde
T’ sicakbigmdaki bir sisteme dOniigtiiren bir siirec gtz oniine alalim. Her iki sisteme
tekaabiil eden S, (7") ve S,(7") entropileri arasinda ne gibi bir bagmlt vardm?

T — 0°K igin 11 sifasmun da sifira gidecegini gz dntinde tatarak haogi sartiar
altmda 77 = 0 °K olacaktir? a ve b sistemlerinin 0°K deki S, ve S, eniropileri
icin, buna dayenarak, ne sdylenebilir? Bu takdirde termodinamifin iciincii temel
ilkesinin zorunlu kildi: esifsizligi tesis ediniz. Ters olayr diigiinerek aym muhake-
meyi bir kere daha yiiciitiip sonug olarak zoruniu bir gekilde S5, = S, olduguna
gisteriniz.

COZUM: C, ve C, ile a ve b sistemlerinin 151 sifalarimt  gOstererek
a(T)~>b(T") termodinamik doniisimiinde

T'
SA(T') =S, + [ C, d(in 79,
;

T

S, (T") = S, + [ C, din T)
;

oldugu kolayca tesis edilir. @ ~> b doniisimit esisth oldugundan
S (I = §,{(1")

yani
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T’ T
S, + f C,d(n T)=S,, + f C, d(inT)
0 Q

olmalidir. Eger 77 = 0 ise, T — 0 icin C, — 0 olacafindan sag yandaki integ-
ral sifir olacak ve

T!
S+ f C, d{InT) = S,, (11.8.1)
]

bagmuist gegerli olacaktir, Fakat C,> 0 oldufundan ancak eger S,,<S,, ise
T =0 olabilecegi anlasiimaktadir. Halbuki termodinamigin {iciincii ilkesine gdre
0°K e erisitemez; dolayistyla (1IL1.8.1) bagintisini gergekleyen hig bir 77 sicakhgi
olamaz. Su hilde

S,az S
olmalidir.

Simdi benzer bir muhakeme, @ —> b doniigiimii tersinir oldugundan, b—> 2
dontsiimil i¢in de yliriitiilebilir ve sonunda

S

ad

“*<- Sob

olmast gerektifi sonucuna varilir. Bu ise ister istemez S,, = S,, ve dolayisiyla
da: AS, = 0 olmasmi gerektirir.

I11.9. Ideal bir gaz i¢in
G () |
9T Jp 3P |z
oF
ar

orh

nin degerlerini belirleyiniz.

COZUM : Serbest enerjinin tamm bagintis1 F = U — TS oldugundan

AF = d(U—T8) = TdS —PdV —TdS — SdT

— — SdT—PdV (HL9.1)
- ’-a_"i) dT—;—(?f—) v
\‘BT v oV ir

dir. Buradan da, derhal,
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o1 Jy oV jr

oldugu goriilmektedir. Ideal bir gaz igin ise (I11.9.1) den

(g) :(—wSa’T Pdyv) S P(BV) - — S—uR,
P ol

)

) () e ()
)
-

‘)
[ T ~~——~S(_§E)mw_§y_

) 3 ( S dT — PaV
P

bulunur.

FIL.10. (P, v, T} hilinde bulunan bir mol'litk bir gaz gdz Oniine alimyer. [ ile
de bu gaznm dzgil serbest eperjisi gosteriimis clsun.

1) Gazin basmcimn

oldufunu gosteriniz.
2) Buradan:

— gazi ideal bir gaz olmas,

— veyl (P -+ )(vm——b)— RT VAN DER WAALS hil denklemine
uyan hir gaz uimam
hatleri icin / hil fonksivonnnun Hidesini tesis ediniz.

) Gaz v hacnundan v bacmma indirgeyen egsicaklikl bir sithagtirma gergek-
lestiriliyor. Bu takdirde

a) Ideal bir gaz igin ve bir VAN DER WAALS gazs igin serbest enerjinin
defisimini ifide ediniz.

b) Bunu, tersinir egsicaklikh bir sikistuma csnfisinda gaz fizerine yapilan isle
mukaayese ediniz
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COzZUM: 1) Ozgiil serbest enerji f= u—sT seklinde tamimlandifina
gore, 1.9 da oldugu gibi, kolaylikia,

df'=-~sdT~—-Pdv=(-—a—f—) dTr + (—@—j;) dav
aT ¥ aV T

bulunur. Buradan da

P ( of ) (I1L.10.1)
T

oldugu goritlmektedir.

2) (1I1.10.1) ifadesi integre edilirse @ (77) ile yalmzca T sicakhima baglh bir
fonksiyonu gostermek iizere

fo f Pdv -+ o(T) (111.10.2)

bulunur. Bir mol’liik ideal bir gaz igin P = RT'/y oldufundan, (EI1.10.2) den,
Ozgiil serbest enerjinin

F(T,v)= —RTInv + @(7) (111.10.3)

seklinde oldugu bulunur.
(te yandan bir mol’lik VAN DER WAALS gan igin de

P RT  a
y—b i
oldugundan, gene (H1.10.2) den
fT V) = — RTIn (v—b) — -2 4 ¢(T) (11L.10.4)
¥

bulunur.,

3a) (I111.10.3) ifadesinden, essicaklikl bir sikastirilmaya méruz kalan bir-
mol’liik ideal bir gazin Ozgiil serbest enerjisindeki degisimin
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Af=f —f=[—RTInv 4 ¢(T)] —[—RTInv + ¢(T)}

yani

Af=RTIn—
14

ve bir mol’liik bir VAN DER WAALS gazinin 6zgiil serbest enerjisindeki degi-
simin de

Af=f—f=RTIn 2 =2 | a(—l-—-.i
v —b L v v

oldugu kolayca tesbit edilir.
3b) Her iki hil igin de A f = Weg, dir. Zirl egsicakhkli bir doniisimde
df = —sdlT— Pdv=—Pdv=2=8w
dir. Buradan da integral alarak:

f == Wegareaklik

bulunur.

111.11. Boglukta babariagtirilan belirki bir mikdar giimilg, 1 magnetik momentini
haiz ¥ adet giimis atomundan olusan bir fiskiye yaymlamaktadir. Bir B magnetik
indiiksivonuna tibi tutulan T sicakhfndaki bu paramagnetik atomlar topluluunun
kesmekeglifi, x = wB/kT obmnak iizere

g1
S=kN|ln{e™+¢ x i
(a0 +x 5]
eniropisi aracihfiyla 8lgiiliir (k : BOLTZMANN s8biti). Atom fiskyyesinin mutlak
sicakhi@ ¢ok diigiik bir sicakhkean sonsuz yitksek bir sicakhfia gectifi vakit, bir
mol’liik bir atom toplulufunon entropisindeki defigimini tiyin ediniz.

COZUM . Eger sicakhf gok dilgiik farzedersek x = pB/kT —> o olur ve
bu durumda da
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=, e =0, h{E™+e)=Ihe=x
olacagimdan séz konusu atomlar toplulugunun entropisi igin de
S=S=kNx—x)=0

bulunur ki bu da T—0 igin S— 0 olacagini ifide eden, termodinamigin
uclincit temel ilkesiyle uyum halinde olan bir sonugtur.

G0z 6niine alinan ikinci ve nihai halde ise T—>o0 oldugundan x=pB/kT=0
olup e* , ¢* ve ¢7?* terimleri de bire giderler. Bu takdirde de entropinin

S=S8o=kNIn2

den ibaret olacag anlagilmaktadir. Su hilde her iki hal arasindaki entropi degigi-
mi: AS = Seo— S; = kN In 2 olacaktir. Bir mol atom igin N= A" = AVO-
GADRO saysi olacagindan kA" == R olmas: hasebiyle, entropi degigiminin de

S=Rm2

olacafn anlagilir.

* * ¥ X ¥ X X X ¥ X ¥ ¥

Hi.12. % bir gazm ozgiil entalpisi olimak iizere

( 8h ) ( BT)
it 2 e @0 | e
8P r GP i
egitlifinin gerceklendifini gosteriniz.

COZUM: dh = du + Pdv 4 vdP ve 8¢ = du -+ P dy bagmtlarindan
&g == dh—vdP
bulunur, Diger taraftan

cﬂzm(ﬁﬁ) dT+(~§fm) AP
\ 87 /p 8P /r

yazilir. Son iki bagnti birlestirilerek

aqm(waf’-—) dT—;—[(—a’f-) ——v] P
8T /p aP /r

¢lde edilir. Bu egitlik esbasmgh bir slirece uygulanirsa
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(2r). = (&%),

oh
cp = { S 1121
P (aT)p ( )

(ar). (o) ().~
(e == (), ()=~ (35),

1113, b == sdbit olmak iizere hdl denklemi (P -+ b)v = RT olan bir gaz
goz Oniine almyor. (a} Bu gazin 6zgiill entalpisinin £ = (@ + R) T -4 sdbit sek-

vani

bulunur, Ote yandan

bagmntisindan

oldugn goriiliir.

linde oldugunu gosteriniz. (b) T (P - b)—R/cr == sdbit ve (@f) = C'p—]:' esitlik-
av P b4
lerint gikarmniz.

COZUM : (a) Entalpi tamm ve gaz i¢in 1.40 da verilen 6zgil ig enerji
ifadesi kullanmilarak

dh = du 4+ Pdv + vdP,
dy = adl' -- bdy
yani
dh = adl+-(b 4 P)dv -+ vdP
bulunur. Hil denkleminden de
vdP -+ (P 4+ bydv= RdT
elde edilir. O halde

dh = (a -+ R)dT
ve

h == (a-+ R) T -+ sabit

dir.
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() (111.12.1) bagntismdan
h = Cp T + sabit

olur, ve
cpd¥ == &g + vdP
esitligi bulunur. Bu esitiik esisilh bir siirece uygulanirsa

dP
-+ b

3

deTz vydP = RT
P

ve integrasyonla da

T = (P + by—Riep = saibit

oldugu gdriiliir.

h == cpT -} sdbit ifadesinde 7" yerine hil denkleminden cekilen degeri ko-
nursa

h == %‘Cp(P"}“b)V"i‘*Sdbft

olur. Buradan da

(...@ﬁ..) — .:;l.m CP(P o3 b) = gp——
ov /p R ¥y

elde edilir,

: 8)'2) oh 0 i
10,14, Y o wep, ) [P 1R
@ (&) =—wer @ (F5) =1 -2E),

(©) (.?.’f‘..) - Ber @ (Eﬂ’)hm n

av fr P T oy (vxp—pva}

esitliklerinin gergeklendiZini gosteriniz.

COzZUM: (a) (ahJ (ap) /BT) == | bafmtisindan
ar)r\ar ) \ a6 /e
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(2),--(2), (2
aP )z aT J» \ 3P/, d

bulunur.

(b) & = kv, T) oldugu varsayilirsa

dh = (_33{{_) dv + (—gﬁ_) dT
av Jr a7/,

ve h = h(P, T) oldugu varsayilirsa da

dh = (ﬁf’—) dp+(-§fi) dT
3P T aT P

bulunur. O halde

(351) dv -+ (—81’—) T = (ffi) dP i (—%) AT
8y /T aT /, 9P /v oT /p

dir. Bu son esitlik v = sdbit siirecine uygulanrsa

(@f’_) - (i’i) (_'E’_f,) + (_"i{i) (ITL.14.1)
ar),” \ap e \ar), " \ar )/,

bulunur. Diger taraftan

)~
) (5.2),

oldugu goriiliir. (IT1.14.1) baginust da kullandarak,

B (82
aT/, al'jp oP Jr\ dv jr\ 0T /p

_ (ﬁf&) m(flfi_.) (i‘i..) (11L14.2)
al'/p gv /r\ 37 /p

(,Q};‘) _(ﬂ) (_Q{f_)
ol Jp ol jp \ BT Jp

yazilabileceginden, (111.14.2) den

den

esitlign elde ediliv. Fakat
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(- (B1-5)63),
(L) e

oldugu goriiliir. Ote yandan

Bv T Bh Fad aj T aV T BT P 811 P
seklinde pargalanabilir.
aP T aT h ah P

(ai e (e~ ),

bulunur., Bu kisaltma aracihgiyla (I111.14.4) den

(o G == (orl, (e (5=
av /r ah P ol P aP h av T Ar

esitligi elde edilit. Bunun (711.14.3) de kullanidmasiyla da

(2) - -2

bulunur, Halbuki (I1.12.1) den

ﬁi)xg
aT Jp ¢

olmas: dolayisiyla

dir. O halde
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o () (), Grl =

den

oy (o) ]

av /i av Jr (B2

aT /,
_. Her 1 — n
iy T Vig ~— VOU
ey
bulunur.
1115, (a) VAN DER WAALS gaz igin 1= (——gz-) JOULE katsayisim
v u

e p o= ( %) JOULE-THOMPSON Xkatsayisuz bulunuz.
b

{b) Bu gazin entalpisini v ve 7 defiiskenleri cinsinden hesaplayimiz.
COZUM: (3) VAN DER WAALS gazmn i enerjisinin
= ¢, T ——- + sabit

v

oldugn biliniyor. Buradan
du=c¢, dT + Loy
’ V

ve u = s4bit igin

q = (.@31 ——
v/, ¢, v*

bulunur,

(), (5 ()=~

den
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() (38
arP J, aPT(_fi’z,)
oT /p

oldugu goriiliir. Diger taraftan

h=u-+ Py
ve
RT
dh=du-t+Pdv+vdP=c¢,dTl + bdv+vdP (I1.15.1)
v.—-
dir.
dv=(-§i) dP—}—(ﬂE—) dT = — vyr dP + va dT
dP /r oT /p
den
RT
dh = ¢, dT + b(—vdeP—{«vadT)—}—vdP
R

= |¢, -+ RT va) dT+(m—£T~vxT+v dpP
yv—5 y—2b

olur. Buna gire

ah RT
=l e == cv a, .15.2
° (aT)P T (TH.15.2)
ak RT
—_—] = VX%
( ap)r Sy MY
yani
Y r v Hy
B = vy—b
T
Lt 5 va
elde edilir. (J11.15.2) den
¢, + RT v = Cp

v— 5

oldugundan, %7 icin L13 de bulunan degeri kullanilarak
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_ 2av(y—bP—RT Vb
ep[RTY —2a (v— b)? ]

oldugu goriiliir,

(b) VAN DER WAALS hal denkleminden

sz( —RT +2—‘-‘;)dv+ R_ar

(v — b)? v v—b
bulunur, (II1.15.1} kullamlarak
RT RT 2a yR
dh = ¢, dT d e d - dT
G IS H”’( o5 v3) i
vR bRT 2a
— ar d —dy
(CV_E_V——I)) (v—b)? v y3
— (_ait) dT+(_9ﬁ_) v
arj, av /r
bulunur., O hilde
_a_@_)_c+ yR ﬂ)zzhm_bRT
aT/, " v—b \av)r #  (—b)

dir. Integrasyonla

b=, T+ 25 4 40)
v-—b

buluour, Ote yandan

f oh 9 ¥ RTD ,
2 =R AW = — AW
(o) =27 (25) 40 =~ 2 4O

den

A0) =22 5 AG) = — 2% 4 sabit
y? v

oldugu goriitiir. O hiide

hmcmi-«?ﬁ-—k PRT
y y—b

-+ sabit
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mei6. 7 (-22) = —_ oldugunu gosteriniz.

(IPUCU: ds= —;-;-dk — lT dP ve h= h(P,T) oldugunu varsayarak ds

ifadesinin tam diferansiyel olma dzelligini kullammz).

1IL.17. (ﬁz) — (_8_{) L egitligini tesis ediniz.
BP h BP 5 cp

(IPUCU : Bir onceki problemdeki esitlifi ve

(ar). (5 ) ()=

bagmtisin kullanimz).

k . EPR 1.3 .
111.18. Bir madde icin L3 == ), (f-j__) = ( egitliklerinin gergeklen-
oF /7 P/ r
mesi hilinde, hal denkleminin, 4 bir sibit olmak iizere, 7 = 4 P v oldugunu gis-
teriniz.
COZUM : h = u -+ Pv tanim bagmtst T = sdbit igin P ye gore tiiretilirse
av

ah ou
Jial i N el plol
(SP)T (SP)T+ v (BP )r

ve verilere gore

bulunur, integrasyonla
Py = f(T) (11.18.1)
oldugu goriiliir. Ote yandan IIL15. de

)~ ()
af Jr \aT /p

oldupu gosterilmisti. Buna gore
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Py =T f(T)

esitligi elde edilir. Py yerine f(T) yazlip integre edilirse, 4 ile bir integrasyon
sdbiti gosterilmek tizere,

T
f(T)—I

bulﬁmn‘. Buna ve (1IL18,1) e gdre de hil denkleminin

T = 4Pv

seklinde oldugu anlagilir.

HI1.19. Cok kiiciik olmayan sicakliklar icin, bir ¢ok maddenin moler dzgil
entalpisi a, b, ¢, d sibitler olmak iizere,

h=aT+bT*+e¢T '+ d
seklinde ifide edifebilir.
(i) Bu maddeler icin sibit basmctaki meler dzgil 15171 bulunuz.

(if) Bu maddelerden herhangi bixinin r mol’tniin sicakhfim s8bit basmgta
7, °K dan T, °K e ¢ikarmak igin gereken 1s: mikdarnim hesaplaymmz.

(iit) cp nin 7Ty ve T, sicakbklan arasindaki ortalama degerini bulunuz,
CEVAP: ) cp= a4+ 26T —c¢ T2,
() Qp=mla(T,—T) + 6T —TPH + c (T, — Ty,

Fog
i w=q b BTy 4 T))— — .
(@) cp=a+ 5T+ T0) Ty T

1IL20. H entalpiyi gistermek iizere, CARNOT teoremini wygulayarak

(?:f,{) :::VW_T(&K.) .
ol ir ar/p

acp v
ey ol
( aP )r (3 TQ)P

esitliklerini tesis ediniz.
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COZUM : Entalpi tammu ile Termodinamigin birinci ilkesini birlestirir-
sek, H = U -+ PV oldugundan

80 = dH — V dP

buluruz. Bu esitligi sonsuz kiiciik bir CARNOT ¢evrimine uygulayalim.

CARNOT teoremine gire, Q, veri- ¥t

len 1s1 mikdanim ve W de yapilan isi
géstermek tizere,

Tl— Tz W

e

T, 2
dir. Buna gdore [

fag de deP Hy— H, — V(P,—P)

(6;;) (Py— Py — V (P, — P)

_faHy _
”Har)r V](Pz )

W= (1,2,3,4)alam = (1,2, 5, 6) alam = (%) Ty — T (Vy— V)
v

33 ¥ 31; o] aP i
bﬂglﬂtlSI yardmyla

vV P
we— (L) (3) @—mm—w

m_‘_(gl?) {7y — 2)[(3 ) ¥, _Vt)]

¥V
~(§T) (T — T) Py — P

bulunur. Buradan da CARNOT teoremine gbre

Ve

olur. Ote yandan da

I
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av
9r. — T) (P, — P
T, m(aT)P(Tl 2 (P, 1)
T, 88y __plp, —p
: [(aP)T V](z )

()
aP /r aT /p

ve T keyfi oldugu igin de

(&) - v—r(2)
aP /r oT /p

vazilabilir. $imdi de

c (BH)
p =
aT /p

bagintisinin her iki tarafinin P = sdbif icin T ye gbre tiirevi ahnirsa
_a_[(aﬁ) ] __@H _ ¥H 3 [ V_T(?Ji) ]
gP {\oT /p|r oPAT TP T aT jp ir

)29
aT /p BT)p oT?/p

»

yani

-
aP jr aT? jp

butunur,



V. BOLUM

TERMODINAMIK
POTANSIYELLER

IV.1l. MAXWELL hagmtilarzmn birinden yararlanarak, ve sibit hacimda oz-
giil ¢, sismm da sicakhga bagh olmadifim varsayarak

(P+-i2-)(v--b)m.RT
¥V

VAN DER WAALS denklemine uyan bir mol’liik bir gazm entropisinin
§=¢,In T+ RIn (v~>) + sdbit
seklinde oldufunu gosterip bu ifideden VAN DER WAALS gan icin esis1 egrile-
rinin denklemini ¢rkarmmz.
COZUM : Entropinin diferansiyeli, s = s(7T, v) addedildiginde,

as as
ds = |—} dT +[—] dv V.1.1
= (57), 7+ (%), @1

av

C, == T(ﬂ{)
at ),

olup MAXWELL bagintilatindan da

(5)- )
31‘ r GT v

olmas1 hasebiyle artik (IV.1.1) in iffdesi

dir. ¢, nin tamm gerefi

Iy aFP
ds == L dT 4 | e | ¥ IV.1.2
T + (32" )v ( )

sekline girmig olur. Hilbuki VAN DER WAALS hal denkleminden

127
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§f—) ~ R (iv.1.3)
or ), v—b

oldugundan (IV.1.3) it (IV.1.2) ye ikaame edip de elde edilen ifdde integre edi-
lirse hemen

s=c¢,In T+ Rla(v— b) 1 sdbit (Iv.i.4)

bulunur.
Esisi egrileri igin: s == sdbit dir. Buna gore, ve A’ ile bir sabiti gbstererek,
InT% +In{v— bR = et
ya da
T% (v — B)R = ge?’

yahut da R(ee? )" = A4 vaz ederek

Rtey

a‘ Cr .
(P+§J@_m By

buiunur.

IV.2. ideal bir gaz igin

G G5, 67
aT J» aP Jr av Jp

R
af Jv av Jr aT }v
ifadelerini hesaplaymiz.
COZUM : Serbest entalpinin ifidesi : G = U -+ PV — TS oldufuna go-
re buradan diferansivel ahp ban biyiikliklerin verine egdegerlerini koyarak
dG =dU -+ PaV + VdP —T1dS — 8§ dT
= (80 ~— EW) -+ PdV 4 V dP — T dS — 8§ dT
=T dS — P dV) 4 PdV -+ VdP —TdS—SdT
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or

T /p aP jr

bulunur. Ote yandan da, ve PV = p RT oldugunu goz Oniinde tutarak,

) (-SdT—|—VdP) _S(BT) 8P
P 1V P aVv/p U«R’

—SdT—l— V dpP

ST+ VdP = (3'3) dT+(aG) P
P af Jp

yazilacagindan

‘m mm

S(2L), 4y ==Ly,
oP /v

)
oV /r

oPr
—S+ V-] =—38§ .
(GT)V R

4

7) | )
/) (*S‘””"P)
)

P
G

I

f

I

(&
(
(o
(4

Q.JQJ QJQJQJ

v

T

—--SdT~§— VdP)
v

T/y

bulunur.

1IV.3. Bir sistem iizerinde egsicakhik ve egbasing gartlart altnda bir dondgiim
vapilmaktadir; W ile basing kavvetlerinin isini ve W ile de basing kuvvetlerinden
bagka olarak sisteme intikaal eden igi gisterelim.

Sistemin serbest entalpi degisiminin AG < W' cldudumm; esit igAretinin tersi-
nir, esitsizliffin de tersinmez siirecler igcin gecerli oldufunu gisteriniz,
COZUM : Serbest entalpinin diferansiyeli
4G = d(U + PV —T18)=dU+ PdV + VdP —TdS—SdT
=8§Q—PdV -+ oW + PdV —TdS— SdT
dir.
Eger stireg tersinir ise

8Q = TId§
olacagmdan,

dG = — S dT + V dP + 6 W’
olur., Fakat g6z Onfine ahnan déniisiim essicaklikl ve esbasich oldugundan
dG = oW’

olur. Bu ifide serbest entalpinin degiisimini elde etmek {izere integre edilirse
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AG=W'

olur. Eger déniisiim tersinmez ise bu takdirde 80 < T dS olacagmdan
dG < —SdT + VdP 4 W'

olacaktir. Egsicaklikli ve egbasingh bir déniigiim igin de

AG< W'

olacaf buradan kolayhkla goriiliir.

IV.4. Bir gaz, yavasca, gozenekli bir cidan Xkatetmektedir; basmecr da P
degerinden azalarak P | dP degerine diismektedir. Bu tersinmez genigleme (JOULE
-THOMSON geniglemesi) esnismda gazin entalpisi sfbit kalmaktadir.

1) MAXWELL’in (3S[8P)r = — (8V /3T )p bagmtismdan hareketle gazm Cp
151 sifasum, T sicaklhifinm ve (9V'/aT)p diferansiyel oranmn fonksiyonu olarak

o= ()
\oP /g

ile tammlanan JOULE-THOMSON katsayiunm ifidesini tesis ediniz.
2) Bir gazm

(P»&-%)(vwb)mRT

VAN DER WAALS hal denklemine uydugu varsayiimaktadir. Bu gazn g JOULE-
THOMSON katsayisnun degerini alcak basmelar i¢in ifide ediniz. (Bonunla ilgili
olarak gazmm ¢/V? i¢ basincunn gazin P basmcina nishetle ¢ok kiigiik bir diizeltme
terimi oldufu kabul edilecektir.)

3) Bu gazn: JOULE-THOMSON genislemesiyle sogutmak igin gazm 7 sicak-
hmin tersinme sicakhf denilen belirli bir 7, degerinden daha diigiik obnas: gerek-
tigini gisteriniz,

4) Baslangig sicakhigx 273°K olan bir gazin basmcy bir JOULE-THOMSON
gepiglemesinde 2 atmosfer dilgiiritirse acaba gazm sicakhfiy ne kadar diiger?
(u == 0,285 olarak verilmektedir,)
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COZUM: 1) Gazin entropisinin diferansiyeli

ds = (ﬁi) dT+(§.§'._) P
oT jp aP J/r
dir, Eger
cmt(B) v () - (2)

9P Jjr arP /r aT [
bagintilarim gdz Onilnde tutarsak 45

ds = Cr dT — (ip—?) dpP (Iv.a.l)

T aP Ir

sekline girer.

Ote yandan entalpinin diferansiyeli de
dH = TdS - V dP
ya da (IV.4.1) den &tiirii

dH = Cp dT + [V— T (-@K) ] P (IV.42)
oT )

olur. JOULE-THOMSON genislemesi egentalpili bir siireg oldufundan JH==0
olacaktir. Buna gére (IV.4.2) den bu genisleme siiresince gazin sicaklik degisimi-

nin
drsi[f(ﬁﬂ) — ]dP
Cp AT /»

olacai tesbit edilir. Buna gére JOULE-THOMSON katsayismun

ar 1 aVv
e e B I i e B 4,
b (BP)H CP[ (BT)P V] - av43)

seklinde oldugu belirlenmis olur.
2) P » a/V?oldugundan VAN DER WAALS denklemi

RT RT a
V= EWP AU o S DU
pl1+-2 P( PIA)
Py*

ya da
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sekline girer.

Diizeltme terimi olan aRT/P*V? de, P» a/V? olmasmdan 6tiirii PV yerine
RT yazilabilir, Bu takdirde yaklazik olarak

Ve=m=-———+b V.44
P RT ¢ )
olur. Buradan da
av R a
—_—) == — 4 — 1V.4.5
( aT )P P * RT? ( )

ifadesi elde edilir. Su hilde, (IV.4.4) ve (IV.4.5) bagintilarmn 1@ altinda
(IV.4.3) ifadesi igin

(ji{ _1 (5;114“5_*)_(55_3_%)
aF Ju  Cp P RT P RT

yani

arT 1 { 2a
* (aP)H CP(RT )

bulunur.

3) Gaznn JOULE-THOMSON genislemesi (dP < 0) esndsinda sofumas:
(dT < 0) igin
oF /y

2 pco > T<
RT Rb

yani

olmas: gereklidir. Eger

2q
Rb
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vaz edilirse: 1) T'<< T, oldugu zaman gaz sofuyacak (u <0), ve 2) T>> T, ol-
dufu zaman ise gaz isinacaktir (u > 0). Su hilde T, sicakhigmi (p = 0) asarken
termik olaylar da tersine ddniigmiis olacaktir. Bundan &turii de T, sicakligma
tersinme sicakligt ad: verilir.

4) Bu siire¢ esndsimda sicaklik diismesi kiiglik olacagindan p niin sibit kal-
digi kabul edilebilir. Su hilde sicaklik degisimi yaklagik olarak

AT = p AP

dir. Buna gire
T=0285 x{(—2)=—0,57°K

olur.

IV. 5. Kalorimetrik %, A ve p katsayilarun termodinamik degiskenlerle ter-
modinamik katsayilar cinsinden ifide ediniz.
¢OZUM : Bilindigi gibi b, A ve p
8Q = CpdT + hdP,
80 = C,dT + 14V,
8Q == AdP -+ pdv

bagmtilar: aracthfiyla tanmmlanmaktadirlar. dU == §Q — W ifddesinden hare-
ketle, meseld

dU = 86Q — 8W == hdP 4+ CpdT — P dV

- [h—P(%)T]dP +[cP—p(%)P] dr

yazilabilir. 47 nun bir tam diferansiyel olmas: hasebiyle bu son bagintidan
2 2
(@&} __p 8V m(aCP) ._,,( 3_”) _p Y
8T 'p aPar arjr 8T /s arar

(.@3_’1) _ (ﬁ?ﬁ) ﬁﬁw_(_‘?‘w’i) (IV.5.1)
8T P 8P T HT P

bagmbisiin gerekliligi ortaya gikar. Ote vandan ise

"

yani



134 » 1SI TEORISI COZUMILY PROBLEM KIiTABI

dS"_':_s._Q._m—C—sz_}_mk—dP
T T T

nin de bir tam diferansiyel olmas:

2 (Gt (B) > L) s (2
P\ T aT \T T \gPJy i T\8T/p

sartimt gerektirir. Bu son ifadenin (IV.5.1) ile mukaayesesi

ey
h=—T|{—]| =—a VT V.5.2
(BT)P a )

oldugunu ortaya koymaktadir.
Entalpiden hareket etmis olsaydik
dH = d(U + PV) =8Q + VdP = (h+V}dP + CpdT
yazabilecektik., Halbuki

% Y%
80 = ©dP + pdV = hdP (_-#) dr (--—) dP]
o p +u[ 2T ), + o7 )

oldugundan son iki denklemden ve (IV.5.2) den

av ol Cp
— =C ve == Cp| | = —%
“(BT)P d a P(ar)p oy

ve

ar oV oV
SR
d aV e\ aP /r oT /p

[ oV aT
v——1[2) 4 (-—)
(ar)y "\or/y
yazilabilir, Kezd

SledP+pdendV+1{(£) dv+(§£) dT]
V/r ot Jy

ve dolayisiyla

== C dT -+ 1dV
yazilabileceginden buradan da
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o (i) -
oP/y PP

ve

3T\ (ap)
. ”(av)p aT /v

bulunur.

fdeal bir gaz icin bu sonuglarm s altinda

8Q = Cpdl — oV TdP
50 = cydT+§g-dV

CV Cp
80 = — dP + — dV
¢ BP + aV

bulunur.

V6., x, = L (-QK- olmak iizere %, = x;r-g’-’— fle iffde edilen REECH
v\ar/, Cp

bagmtisym tesis ediniz.

IV.7. v = 5/3 olmak iizere tek atomlu ideal gazlar icin 7, %,, a,f, Cp ve
C, yi hesaplaymz.

CEVAP: np= ) =, o=, P=—
P yP T T
CP#E"R? CwméﬂR‘
2 2

¥ ¥ X X ¥ ¥ ¥ X X X %X ¥

IV.8. I¢ enerjisi U = B +}- C V-8 56 (B, C, § = siibitler) seklinde verilen
gazin ideal gaz oldufiunu glisteriniz.
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IV.9. F = F(V, T) oldugu bilinirse

HZF_T(f_) _V(ﬂ{) ,
al /vy av/r

GmF—V(—a—F-) ;
av/jr

o3 (3]
T\ 7/ v
yazilabilecegini gosteriniz.

U+ PV

Iv.ie. &=5— ile tammlandifinda

V:—T(éa—(g) , S=¢+T(-a~—?~) ’
oP jr oT /p

al d P T
yazﬂabilecegini gﬁStEl’iHiZ«

IV.11. 1deal gazmn 6zgit HELMHOLTZ fonksiyonunu hesaplaymiz.

{Yol gosterme: (%) =g, (—Q—f—) = ~— P egitliklerinden hareket
¥ r

av
edip, Problem .27, deki yolu izleyiniz].

CEVAP: f= —RTIn = —o¢, Tin:;: + e, (T—T)—5(T—Top) + 1y

Yo 0

IV.12. ideal gamn G2gill GIBBS fonksiyonunu hesaplaymz. {Yol ghsterme :

g = frmy (gf) ve Problem IV.1L. in sonmcunn kullnmmiz].
vir

CEVAP: g=cp{(T—T)—ceTln % + RTInf—»——-sﬁ(Tm Ty) + &

0 )
1V.13. Hal denklemi

ve= v il 4 o (T— Tp) — %r (P — Py}
ve ¢,, cp si T ye bagh olmayan bir gaz icin Szgil ic enerji ve zgill entalpinin
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u=cl,(T——-Ta)+l(ZaTo—f—-—L—ul)z—lu—-Pa](rz—-—vﬂ)—l—uﬂ ,

Vo KT
b= (T =T+ (P—P)[l —aT,— L e—r | +h
oldugunu gisteriniz,
COZUM: Problem ITL20. yardimtyla
av
dh = cpdT — [T(—*) — ] dP
aT /p

ve Integrasyonla

bulunur. Hal denklemi

verir. O hilde

P
hmcp(r-.r(,)mf(ruvo—*v) dP + hy
Py

P
= ep(T—Tg) — T'a vy (P—Py) + 7, f [1 + 0. (T— Ty) — sy (P—Pg)] dP--h,

Pg

= cp{T— Ty —a vy T(P — Py} + vo (P— Py} + vo o (T— Tp) (P — Py) —

1
— Yo %r (P— P+ o

— p(T—T) + ¥ (P — Py) {1 —a Ta""“‘;f xT(Pu—Pa)] + by
dir,

# = h— Py tanim1 ve c, == (E’L) — (ﬁ) bagmtisindan
ary, ar/,
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u=c,(T—T,) + [(Zu Ty —I~i--1) --—1~—-——13‘0 ](v-—-vo) + 1,
Vo 22‘.’.1'

bulunur.

IV.14. Bir gazmn ozgiil GIBBS fonksiyonu
P

g=RTIn-——AP , A= A(T)
Py

ile verilmigtir,
{a) Gazin b4l denklemini ve dzgiil entropisini bulunuz.
(b) Diger termodinamik potansiyellerin ifidelerini ¢ikarmiz,
(c) ¢p ve ¢, yi hesaplayimz.
(d) %y y1 hesaplayumz.
g RT

COZUM: (a) v m(—m——) == o — A{T) den hal denkleminin
aP )y P

Plv+ AT} = RT

oldugu goriiliir.

dg P )
s=—{2) = _Rm— 4+ A4MDP
(QT)P Py @

dir.

M g==h—sT den h=g-+sT oldugu goriliir. O hilde

¢ 0

fzmﬂrin;m,qmﬂ T (-—-Rlnf——;—A'(T)P)

h=[A()T— A1)} P

dir.
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u=h—Pyv=A TP—AP— RT -+ AP

u=—RT + A(T) TP

f=u—Ts=—RT + A'(T) TP+RTI11—-§1-—-A’(T)PT
0

f=RTL —RT
P,

Q

olur.

oh ..
=f—] =(4"T+ 4 — 4P, vini
© cr (BT)P ( VP, y

c=A"(TYPT |
au ' P
=T} =R+ A(DTP+ A(TYP+ A(DT [
c (aT), 4T (TYP + 4/(T) (ar),
bhal denkleminden
(38) - 2 BT
T/, v+ A (v+ AP
ve
R[A(DPT?
== 2A(T)P + A(T) TP — R +
¢ (T) P + AYT) o4 A
olur.
RT
ﬂ WK ==
@ T PIRT— A(T) P}
dir.
IV.15. Egsicakhikhi ve esisth sikastirdabilirlik katsayilan arasindaki farkm
Ta*y
Ay W, ==

Cp
olduprnu gosteriniz.
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COZUM: wp=— <~g-:-)—) tanimma paralel olarak
T

1

v
Ky == — 1 (—g%) esisilt siksstinlabilirlik katsayisi tammlana-
v 8

bilir. Bu tamimlara gére

L Gr) (5
Xp— U, = — — e e | coerna
v daP /r oP J,

olur.
(Bv) (BP) (BT) — 1
P jr\oT y LAY /P
bafimtisindan
()=~ {5), (2 === (55)
aP Jr aP/, \ 8T /p aP/,
ve

(3, (). ()=
(o)== (), G2,

dy == fidym(_?l’,) dp
T P

bagintisindan da

bulunur.

oTr
egitliginden

oldugu goriiliir. O hilde

dir.,



V. BOLUM

FAZ
DEGISIMLERI

V.1. Buharlagma esnismda mol basma i¢ enerji artiguun

u:—-l[l——-—«d(lnﬂ]
d (InP)

oldufunu gisteriniz.

COZUM: Au=358g—8w dir, Halbuki buharlasmada 8Sg=171 ve
8w == P, Av = P, (v, — v,) dir; burada P,ile doymus buharin basmci, v, ve v,
ile de buhar ve sivimm &zgiil hacimlan gosterilmektedir, CLAPEYRON bagintist
dPy !
dar T (Vb — V,)

ile
Au == 8q---—8w - I—‘Pd(vb*"“‘“ é‘)
bagitismdan (v, — v,) yi eleyerek

ar
Ay =1 l-ﬂuﬁiﬂ = ] 1m£_ m;[l_“d(InT)
Py

bulunur ki bu da aranan bagintidan bagka bir sey degildir.

V.2. a ve b iki sibit ve T de °K cinsinden ifide edilen sicakhk olmak iizere
molekiil airhgs M olan saf bir cismin buharlasma gizli wsis1 L = g — bT geklindedir.
Buna gére

1) buharlagma efrisivin o == dP/dT efimini a, b, M, T ve R gazlar sibiti
cinsinden hesaplayimz,

141
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2) buharlagma egrisinin belirli bir 4 noktasmdan hareket ederek bafif bir episile
genlesme aracthfiyla efrinin bir B noktasma gelindifinde acaba sivilagma olur mu?
Bu imkim, goz Oniine ahnan akigkamn 4 noktasmndaki 7 baslangic sicakbgimn
fonksiyonu olarak belirtiniz,

COZUM : 1) Faz degisimi 1sssinin CLAPEYRONan

P,

L=T({V,—V,
5 )d:r

bagintis1 aracithftyla tammlanmakta oldugu bilinmektedir. Burada ¥, buharin
hacminy, ¥V, stvinin hacrim ve P, de doymus bubarm basincint gdstermektedir.
Cok kere sivinin, buhara nisbetle, ¥, hacmimin ihmal edilebilir olmas: nedeniyle
bu bagint: yaklasik bir bigimde, (artik ¥V, = v vaz ederek),

dP
L=Ty-— 2.1
e (V.2.1)

yazilabilir. Gene bu yaklagiklik cercevesi iginde buharin da ideal gaz gibi dav-
randifim farzederek

yazilabilir. Buna gére L = a— bT olmasi sart: altinda (V.2.1)

dP  PM
EI-; == E}E {a — bT) (V.2.2)

olur.

2) Buharlagma egrisinin bir 4 noktasindan
hareket edildiginde, bastnc1t AP ve sicakhfr da
AT kadar diigiiren esisii bir geniglemede ya B
gibi bir noktaya gelinir {ki bu buharlagma ol-
masi demektir) ya da C gibi bir noktaya gelinir
Fuhar (ki bu da sivilagma olmas: demektir). Baska bir
deyimle, efer

AP _dP .

AT < I ise —» sivilagma (V.2.3)
var demektir. AP/AT diferansiyel oranim Py™ =
sabit seklinde oldufu bilinen esms1 egrilerinin denkleminden hareketle hesapla-
mak mimkiindiir. Bunu diferansiyel seklivle yazarsak

!
f
i
1
3
I
H
%
i
H
1
'

=

0 <% -
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— by —= (V.2.4)

— 4+ = === (V.2.5)

yazilir. (V.2.3) ve (V.2.4) arasindan hacim elenirse

ar_ P ¥ V2.6
AT T v—I1 26)

bagintist elde edilmis olur. (V.2.2), (V.2.3) ve (V.2.6) dan sivilagma olmasi igin

Ty M y—1

olmasi gerektigi tesbit edilir.

V.3. Sivi suyun 0° C daki entropisi entropi lceginin orijini olarak alimmakta
ve buna O .degeri tekaabiil ettiriimektedir,

1) P = 2300 N/M? lik basing altmnda 50 °C daki 1 kg su bubarimn haiz ola-
cagi entropiyi hesaplayimz.

2) Bu su buharnm 50 °C dan 150 °C a tagindifinda, ve 150 °C daki doymus
st bubarimm basmemmn da P, = 4,78.10° N/m? olduBunu bilerek, entropisini he-
saplayimz,

Sabit basmeta su bubanun 8zgil st ¢ = L97 kJ/kg/°C olop suyun 50 °C
daki buharlasma gizli i1 [ = 2395 kJ/kg olarak verilmektedir.

COZUM: 1) Ortaya konan yegine 1s1 miktan faz degisimi icin gerekli
olandir; su hilde Q = L ve

As =2 L3 7,41 kJ/°C
T T 323

bulupur, Bu aynt zamanda bu hilin de entropisini gdstermektedir ; zirfi stvi suyun-
ki sifir farzedilmis bulunmaktadir.

2) Soz konusu doniisiimil pespege iki doniigime ayristiralm.
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a) Once sabit basingta sicaklik 50 °C dan 150 °C a yiikseltilsin. Bu déniigii-

? miin tersinir oldugunu farzedelim ve T
. ile de herhangi bir andaki sicakhifn gés-
i terelim.

Ortaya konan 151 mikdan Q==c"dT
ve entropi degisimi de
= 8Q ., dT

p‘—J“MA 3) dsz—“ c -

T

L )

b

i

o o s ' olur. Buna gére

423 423 . 423
AS,mf ds = 1,97f A _ o1 ® 052100k
T 323
] 323
— 0,532 KI/°C
bulunur.

b) Sonra da sicaklign sdbit tutarak P, = 1,23.10° N/m? basincindan
P, =4,78.10° N/m? basincina kadar bir sikigtirma yapusin. Bu sikigtirma esnésimn-
da sicakhfin sabit kalmus olmasi dolayistyla gazin i¢ enerjisindeki degisim de
stfirdir ;

dU = 8Q — 8W = 0.

Buna binden ortaya konan ig sistem iizerinde yapilan igtir. Bunun

§W =X L
Y

dan ibret olaca@: kolayca hesaplanir. Sitemin digsanya verdigi 151 mikdar ise
80 = — X rmfL
M P,

olur. Buna gore entropi degisimi

AS&—WMWEInﬁmawlnﬁmml,ﬁgzkﬂoc
M P, 18 1,23

olur. $u hilde () + (&) dbnliglimii boyunca suyun entropisi
1,692 0,532 = 1,16 kI}°C
kadar azalmig; buna karsihk 150 °C deki buharm entropisi de
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V.4, Cidarlar: 1s1 gecivmeyen, bir mushukla miiccebhez 10 em® kik bir kap
Py = 80 atm lik bir basing altinda (ideal bir gazmus gibi diigiinilen) helyum gaz
ibtivA etmektedir. Musluk yavasca agdarak kabin icinde P, = 1 atm lik bir basing
ve helyumun bu basmgtaki sii-bubar dengesine tekaabiil eden T, = 4,22 °K sicak-
h{ hitkiim siiriinceye kadar helyumun adwr agir kaba terk etmesi saglanmaktadur.

1) Deneyin sonunda kabm icinde yalmzca sivi helyom kalabilmesi icin acaba
helyamun 7 baglangi¢ sicakiifii ne olmalidir?

2) Buradan, kabmn icindeki baslangictaki helyumum kiitlesini bulunuz.

Helyemun atom aguwhgi 4 olup gaz hilindeki helymmun 6zgil silarimn, sibit
oldugu varsaylan oram da vy = 5/3 diir; ayrica 4,22 °K deki helyumun buharlasma
gizli 1151 da 20,8 J/g dwr. (R = §,32 J/mol/°K).

COZUM: 1) Kabin cidarlan 151 gecirmez olduguna gore, genlesme de
tersinir bir sekilde vukuu buldugundan kabin iginde kalan x mol’liik gazin entro-
pi degisimi sifirdir: AS = 0.

Helyumun gaz hilinden swvi hiline gecisinin iki safhada vukuu buldugu
diigiiniilebilir:

a) Gaz (P, , T,) halinden (P, 7}) hiline gecmektedir; buna tekaabiil eden
entropi degigimi

{P,.Ty) Py,
AS, = f 80 _ f Nepdl 4 hdP
T T
tPa. To) (Po . To)
- ap
= X Cp f — xR il
P
den ibirettir; zird bilindigi gibi ideal bir gaz icin
;;m.._T(.@f_.) e o RT
oT /p P
dir. Su halde
AS,=x¢p Inr—‘———len&w
0 [+

olur, Halbuki ideal bir gazmn sibit basingtaki 6zgil 1sist
Y R 5

Cp 7R s T e

y—1 2
dir, Buna gére
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AS, = xR (% In n"’_f)

Ty P,

olur,

b) Basmg ve sicakhk sabit kalarak helyum (P,, T,) ile karakterize edilen gaz
halinden swvi hiline déniisiir; bu faz defisimi siiresince entropi degisimi de

1

olur, Buradaki /, bilyiikliigii kolayca anlasilacag: vechile mol bagina buharlagma
gizli 1sisim gdstermektedir.

Eger kapta kalan gazin entropi deZisiminin sifir oldugunu bu verilere gore
bir kere daha yazarsak

S k7L

AS = AS, “|“ASZZX(?R]I} Py by

—Rh ———21=0
TG 'PD Tl
dan

T, 5R Py T,

olur. Su hilde helyumun baslangigtaki sicakhgi olarak

vani, /, = 20,8 J/g = 20,8 X 4 J/mol == 83,2 J/mol oldugunu da gdz Oniinde
tutarak,

To = 4,22 exp [% ( in 80 MMSEALW}] = 9,40 °K
bulunur.

2) Ideal gazlar denkleminden, ithil olunan helyumun mol sayisuu bulmak
milmkiindiir. Nitekim

" PV 80.30° X 107

RT, 8,32 x 9,40

= 1,023 mol

diir. Buna gbre kalan helyumun kiitlesi de
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1,023 x 4 =4,09g
olmal:dir.

V.5. Suyun 0°C daki erime ve bubarlagma gizli wsilan sirasiyla: L, = 335
kJ¥/kg, L, = 2375 kJ/kg dwr. Uclés noktadaki sicakhk ve basmg da: §=0,01°C
= (°C ve Py = 4,6 mm Hg dir. Suyon dzgil kitlesi g, = 1 kg/l: buzun yofunlegu :
d = 0,915; su bubarmmn yegunlugn: dx’ = 0,625 ; havamn $zgiil kiitlesi de : ¢, = 1,3
g/1 olarak verilmektedir.

1) Suyun erime, bubarlagma ve siiblimlesme egrilerinin iicli noktadaki efim-
lerini atm/°K cinsinden hesaplaymniz.

2) Bir dofru olan erime egrisi ile P = a exp (—b/T) seklindeki buharlasma
egrisinin actk ifddelerini yazimiz. 100°C da suyun doyma buharmn basmemn 1 atm
oldugu hatirlatimaktadir, Suyun haiz oldagu denge duremlarim (P, 7') diyagrammda
gisteriniz.

3} 100 mm Hg basmcta — 0,5°C daki buza egsicakhikh bir sikistirma uyguian-
maktadir. Buzun erimeye baslayacagy basincin degerini hesaplayinz.

4) 100 mm Hg basmgta ve — 0,5°C daki buz egbasm¢h bir bicimde 1sitildifinda
erime ve bubarlasmamn hangi sicakhiklarda vokun bulacaklarim tesbit ediniz. Efer
s6z konmsu egbasinch mitma P, dan daha diigik bir basmgta vekou bulsa ne
olordn?

¢OZUM : 1) Erimeye ait CLAPERYON formiiliine gére erime egrisinin
egimi

(55) - L (V.5.1)
ar e T (1?‘! - vk)

ile verilecektir. v, ile suyun kiitlesel hacmi, v, ile de kati buzun kiitlesel hacom
gosterilmektedir. Buzun Ozgil kiitlesi p, ile gbsterilirse, erime esnasmda kiitlesel
hacim degigimi

1 1 i 1 1 1—d

Pt ST i it . T e wrr— et

vs s Vk s
Py P Ps pd Py d

olacaktir, Buna gore (V.5.1) ile verilen efiim

ey _ L, d
dr ), T '1—4d

ile ifade edilecektir. I Pascal = Pa = Njm? olmak iizere, buradan
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3
p, = 10° kg/m?, .éf.) 3310 x 10?7 % 091> 1,32.107 Pa/°’K
ar /. 273 0,085
yéni
(i{) = — 132 atm/°K
drT J,
bulunur.

Benzer sekilde buharlagmaya ait CLAPEYRON formiilii de

(dP)z L,
ar ), T,—v)

scklindedir, Ancak v, genellikle v, Oniinde ihmél edilebildiginden

LA A
dT b TVb
yazlabilir. Ote yandan v, = Ao 1 - oldufundan
Ps @y
dP L,
—_t =gy d 5.2
( a‘T),, - a, (v.52)

olur ve buradan da

( dP\ _ 2375.10°
dr ),, 273

bulunur, Ve nihiyet, katt fazn v, bacoum buharmki ontinde ihméal ederek, sitb-
limlesme (ugunum) egrisinin  efimi igin de, gene CLAPEYRON bagintisina gdre,

yaklagsik olarak
apr L,
Baialll) RS (V.53
(&)= 7 w53
yazmak miimkiindiir. L, ile gizli ugunum 1s1s1 ve v, ile de ugunum fazmi olustu-

ran su buharmin kiitlesel hacrm gosterilmektedir. Aynca v =1/gyd', ve L =L -+ L,
oldupunu da gbz Oniinde tutarak (V.5.3)

X 1,3%0,625 = 7,1 . 10° Pa/°K = 0,071 atm/°’K

(d:P ) _ & A+ L) ad (V.5.4)

ar Ty,

sekline girer. (V.5.2) ve (V.5.4) @in kargilashiniimasindan
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(E_’_’_) > (._i‘?;)
ar),” \dr/,

oldugu goriilmektedir. Diger taraftan da, verilere gore
(_‘f_{) 2720 10°% 1,3x 0,625
/3

— 8,1.10° Pa/°K = 0,081 atm/°K.
dT 273

oldugu saptamr.
2) Frime egrisi, egimi

(E’i-) — —1322atm/K
dar/,

olan bir dogrudur. Bu, koordinatlar:

T, = 273 °K

Py =46 mmng#-atm

= 6,1.1077 atm

olan i¢lii noktadan gegmektedir. Denklemi
de

dP
P—-p{,m(ﬁ) (T—T)
L 4

ya da sicaklik °K ve basing da atmosfer cinsinden ifide edilmis olmak gartiyla

P e w132 (T —273) (V.5.5)

diir.

K kritik noktastyla simrlanan buharlagma efrisinin ise denklemi

P = ge T

seklindedir. Buradaki ¢ ve b sibitlerini belirlemek i¢cin bu denklemin hem figlii
noktada ve hem de T, = 373 °K, P, = 1 atm ile karakterize edilen kaynama nok~
tasinda gergeklendiffini yazarsak

6,110 = g g—b/27
1 s g pbI3TA

P

olur. Taraf tarafa bolerek b = 5200 oldufu teshit edilit. Bu degerin mminda da
son denklemden
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a = 5200373 — 1,13,106

bulunur. Su hilde buharlagma egrisinin denklemi de

P =1,13.108¢=5200T (V.5.6)

seklindedir.

3) Buzun egsicaklikh (T = 272,5 °K) sikigtirilmas: sliresince sistemin hiliui
belirleyen nokta sekilde 44" dofru parcasum ¢izer. Buz erimeye basladifinda da
hali A’ noktasiyla temsil olunur. (V.5.5) bagmtisindan 4’ deki basincin

Py = — 132 (272,5 — 273) = 66 atm

olacaf anlasiimaktadir, Su hdlde buz, sicakligt — 0,5°C iken basinct 66 atmosfere
eristiginde erimeye baslar,

4) Sabit P4 = 100 mm Hg basmecinda yini

basingta, sekildeki (P, T') diyagram iizerinde yatay AB dogru pargasinin temsil
etmekte oldufu buzon esbasinglt isinmasi, erime efrisiyle 4B esbasing dogru-
sunun arakesit noktasina tekaabill eden T, sicakhfinda buzun erimesine sebep
olur. Su hilde (V.5.5) bagintisma binden

5

= 132 (T, — 273

m (T, )
olacaktir. Buradan da erimenin 273 “°K den pek az dilgitk bir sicaklikta vokuu bul-
dugu anlastlmaktadir. Efer ayni basingta kalarak msitmaya devim olunursa su,
egbasmg efrisiyle buharlagma egrisinin kesisme noktasi olan B noktasina tekaa-
bitl eden sicaklikta buharlagir. Su hilde (V.5.6) bagmtisma binden

2 113, 105 eS0T,
38

olur. Buradan
15_%?9 =l (8,58.10 —> T,=326K = 53°C
b
bulunur,

Eger P < Pyise ugunum vukuu bulur ve buz dofrudan dofruya buhar
héaline doniigiir. Bu duram sekilden de kolayca tahkik edilebilir.
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V.6. Atmosferde bulunan su bubarimn 0°C ile 130 °C arasindaki maksimal
basmet 7" mutlak sicakbifymn fonksiyomn olarak, 9,1 lik bir duyarhihikla, empirik
bir formiil olam

nP=A—22

T

RANKINE (1820-1872) formiilii aracilfiyla ifide edilir, Burada A4 ile bir sibit
gosterilmektedir.

Suyun buharlagma gizli 1s1s1 da kJ/kg cinsinden olmak iizere
L=3335—-291T
REGNAULT formiiliiyle verilir.

1) Atmosfer basmemda 100 °C daki doymug bubarm 8zgild hacoim hesaplay-
nxz, Sonucu, st buharmm ideal bir gaz varsayarak clde edilenie karsastirimz.

2) Baslangicta bos olan 1 litrelik bir kap icine 1 gram su ithal edilmektedir,
Acaba 50 °C da sivi ile bukarm oranlari ne olur?

3) Sabit hacunh bu kap dace 50 °C da 1 atmosfer basmch havayla doldurulnias-
tor; bupen igine 50°C da 1 gram su bubari ithil edilmektedir. Karigimun basme:
boylece 1,16 atm olur. Su buhari kuru mudur yoksa doymus mudur? Belirleyiniz,
Kansim 90 °C a kadar sitildiginda kansumin nihal basmcum saptaymiz,

Suyun normal atmesferik basingta 100 °C da kaynadigi ve:
~— $1v1 suyun hacimsal kitlesi: v, = 1073 kg/m®

— 1 atm = 105 Pascal = 10° Newton/m?

- 1 kak == 4,2 J

oldugn hatirlatimaktadur,

COZUM: 1) Sivi suyun hacmim su buharminki 6niinde ihmal ederek CLA-
PEYRON bagmiisindan

v L
b= T
T dP
dT

yazlabilir. RANKINE formiulinden ise logaritmik diferansiyel alarak, neticede,

dP 5120 P
ar T

oldugu tesbit edilir. Bu degier CLAPEYRON bagintistna ikaame edildijinde




152 ¥ ISI TEORISI ¢OZUMLU PROBLEM KiTABI

L T
vb=‘———-‘?

5120

bulunur, Ote yandan 1 atm basing ve 100 °C da
L =3335-—291 x 373 = 2250 k) /kg
oldugundan, verilere gore,

2,25.105%373

5120 . 105 = 1,64 m'/kg

Yy

bulunur. v, = 0,001 m*/kg oldupundan v, € v, oldugu ve dolaysiyla da gercek-
ten de isin basmda yapmis oldufumuz gibi v, yi v, yamnda ithmél etmekte hakh
oldugumuz anlagimaktadir.

Eger doymus su buhari tipki bir ideal gaz gibi davranirsa gazin kiitle birimine
indirgenmis hal denklemi

R

seklindedir, M de tabii suyun molekiiler kiitlesidir. Su balde

R T
V) = e e
M P
olur. Buradan da
8,32 373
Yy e X = 1,72 m* [k
718107 T 108 ke

bulunur ki ideal gazm davranisina nisbetle izafi uyumsuziugun bityiiklifiniin

Av,  1,72—1,64
v, 1,72

= % 46

mertebesinde oldufiv goriilmektedir, Bu uyumsuzluk RANKINE formiiliiniin
%1 lik duyarhhifindan daha biiyiik oldupundan doymus buharin ideal gazlar
kaanlinuna tam tamina uymadifii saptanms olur.

2} RANKINE formiiliindeki 4 sibitini tavin etmek i¢in 100 °C daki suyun
doymus buharmin P ==1 atm olduunu yazmak yeterlidir. Boylece
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1111:-—14———2%9 - Azé—l—%gmll’:ﬂ.

373 373
Su hilde RANKINE formiiliiniin acik sekli, P yi atmosfer cinsinden iféde ederek,

In P= 13,7 ___2}_22
T

dir. 50 °C (ya da 323 °K) deki doymusg buharnn basincinin da, béylece,

P o= exp(13,7 ——%—2@;) = exp (— 2,1} = 0,121 atm

ve buharlagma gizli 1sisimin da
L =3335—-291 %323 = 2395kl /kg

oldugu bulunur. CLAPEYRON formiilii araciifiyla da doymus su buharmm 6z-
giil hacminm

_2,395.106 323
5120  0,121.10°

v == 12,45 m*fkg

oldugu tesbit edilir.

Simdi m, ve m,, ile suyun ve su buharinin kiitlelerini gésterelim. Toplam kiit-
le ve toplam hacim

m = m, + m, = 1073 kg, V= m, v, + myv, = 107 m?
oldugundan bu bagntilardan

V — my, mvy — V
my, v . M, ==
Vb-——-vs Vb_"vs

bulunur, Ancak, v, € v, oldugundan ilk takribiyetie

- V . o T V
B o e 5 TR e cnrr
Vp £

oldugu goriilmektedir. Eldeki verilere gére m,, ve m, hesaplanirsa n, = 0,08 g ve
m, = 0,92 g bulunur ki bu da denge hilinde 9,8 oranmnda doymus su buhan ve
% 92 oraninda da su bulundugunu gistermekiedir.

3) Karnisimin 50 °C daki basinct, hava ile su buharmm kismi basinglarnmn
toplamina esittir. Su hélde su buhanmn kismi basmct
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Py = 1,116 — | = 0,116 atm

dir, Bu, doymus buharm haiz oldugu, 0,121 atm bik basingtan diisiik bir basmg
oldugundan su buhar: baslangigta kurudur.

90°C da ve su buhanmin hild kuru oldugunu varsayarak sibit hacimda ideal
gazlar kaanQnundan yararlanarak, nihai basing icin,
P, P, T 363
oo B

Py=P % = 0,116 - — = 0,130 atm
T, T, T, 323

bulunur.
Oysa ki 90°C da doymus bubarm maksimal basiner

In P, = 13,7 w%%’— —> P, = exp (—0,5) = 0,69 atm

dir, P, < P, oldugundan su buhar: 90 °C da bala kurudur. (Eger P, > P, olsay-
di, o zaman da su buhant P, basmomnda doymus olurde.) Ote yandan havanim
90 °C daki kismi basinci da

le — Pit r_T,_%_ == ] » zzi = ],122 atm

dir, Buna binfen gaz halindeki kangimm nihai basiocr da

P =P, + P,/ = 1,252 atm
dir.

V.7. Cidarlan 1st gegirmeyen bir kap baglangicta, zgiil isss1 c=4185 F/kg/°K
olan 7}, == 345 °K sicakhfmda r, = 20 gram sivi su ihtivd etmektedir. Buharlagma
esndsinda olusan bahar bir pompa aracihfiyla yavagea emilerek elenmektedir. Goz
ondine alman sicakhk arahfinda bubarlasma gizli st sicakhpm  fonksiyonu
olarak I = A — BT geklinde defismekte olup “K basma 2,9.10° J/kg kadar azal-
maktadir.

dm kadar bir su Kitlesinin buharlagmas: kabm iginde T kadar bir sicakhk de-
gisimi hisil etmektedir,
1) din yi dT ye baglayan diferansiyel denklemi tesis edipiz.
2) Buharlagmig suyon oram 1/10 oldugunda kap igindeki sicakhk 7 = 284°K
olmaktadir, Bu takdirde I = L(T) bagmbisindaki 4 ve B sibitlerini belirleyiniz,

3) Kap iginde 0°C da yalmzea sivt fazt kaldiginda bubarlagmig suyun oram ne
olur? Biitiin sivi kayboldugu zamap buzen =" kiitlesi ne olur 7 Buzun erime gizli 1sis1
L, = 335 kJ/kg olop buzun siiblimlegmesinin thmal edilebilir oldugu varsayilmak-
tadir.
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4) Bagka bir dencyde T, = 345 °K swcakliktaki m, = 20 pgram kiitleli su, su
cinsinden degeri 1 = 1 kg olan bir kalorimetreye bir ampul icine yerlestirilmis bu-
lunmaktadr. Ampul, ayrica, bos bir kapla da irtibat hilindedir, Snym buharlagmas:
bir soguma hisil etmektedir. Kalorimetre icindeki nihai 7', sicaklimn tiyin ediniz.
Bunun igin L = 4 — BT bagmtisindan yararlammz.

COZUM : 1) Buharlasan o styy kiitlesi gerive kalan m kitleli sividan
L dm kadar bir 1s1 almaktadir. Geriye kalan bu sivi kiitlesinin sicakh@: da, bundan
Stiirll, T den T— d7T ye diiger. Buna gore ist bilangosu

Ldm = medT
den ibdrettir, . = 4 — BT seklinde degistiginden, bu bilingodan, kolaylikla

1 dm dT

a—a ==z

c m A~ BT

diferansiyel denklemi elde edilir.
2) Bu denklemin integrasyonuyla

Lygm 1 ABT V.7.1)

bulunur. Efer buharlagmss suyun oranma x dersek kalan sivinin kiitlesi igin

m=my(l—x) -—» el —x

Mg

vazabiliriz. Bu takdirde (V.7.1} den

~—~——3—1n(1 — X} = ini:———w
c A — BT,
ya da
A — BT
T = (1 — x)—B/c (V.7.2)
bulunur, B ise
dL

B = ——— =29.10%J/kg/°K
e Tkg/

dir. (V.7.2) bagintisiin x = 1/10 ve T == 284 °K degerleri igin gergeklendigi ya-
zilacak olursa
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29,108

A—29.10°, 284 ( 9 )—4,135.103

el == 1,073
A-—29.10%. 345

10
olur. Buradan
A=331L10%T/kg

oldugu ve L nin agik ifadesinin de

L= (3310 —297) ke

seklinde oldugu teshit edilmis olur.

3) 0°C da buharlasms olan su orany, {V.7.2} ye gire
A ~— BT \~e/B
x=1—|—
(/f mBTo)
oldugundan
e e 3,31 .105—2,9.10.273
3,31.100—2,9,10.345
== 9% 11,9

bulunur. Su halde sicaklik 0 °C a eristiginde kalan suyun kiitlesi

m =y, (1 — x)

—1,443
) =1 — (0,916)* = 0,119

dir. Sivi faz ortadan kayboldu§u zaman olusan buzun =’ kiitlesi 0 °C daki suyun
m kiitlesinin y == m'/m oramimn katilagmast dolaywsiyla ortaya ¢tkmaktadir; bu
buzlagma sonucu agifa gikan m'L, 151 mikdar: ise periye kalan (m — m") kiitleli
suyun 0°C da buharlagmasina yarar. Bu verilerden 1si bildngosunun

L = (m—m)L

olmast gerektigi sonucu gkmaktadir. (V.7.3) ve (V.7.4) den de

= my{l —x). L
L,+ L

oldugu bulunur.

0°C da buharlagma gizli 15181
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L=4—BF=7331.10°—29.10°.273 = 2520 kJ/kg
oldugundan iireyen buz mikdan olarak da

. 200,881 X 2520
- 335 4+ 2520

=155 g

bulunur.

4) dm kiitleli bir stviain buharlagmas: L dm mikdar: kadar bir 1smun sofu~
tulmasm ve dolayisiyla da kalorimetrenin sicakligmda bir dilglisil gerektirir,
Buna gore; 151 bildngosu: L dm = pe 47T geklinde yazihr. Buradan da

dm = e —2L
4 — BT
bulunur. Bu diferansiyel denklem integre edilirse :
Ty .
f dm = pe f - == A____‘___”BT,,
A— BT K A BT,
my Ta

bulunur. Bu son bagnty da m kiitleli suyun tiimiiniin buharlasmas: sonunda eri-
gitenn T, meakligim tesbit etmeye yarar. Simdi e, 1 in yanmnda kiigiik olmak sartty-
la In(1 + €} = & yazilabilmesi dolayisiyla

A— BT, A Bf;, Awﬂrﬂ

ve dolaysiyla da

W(Tﬂ’"‘”rl}
A‘““‘”‘BTQ

olur. Buna gore kalorimetrenin sofumas:

m‘}-}:“

mo(4— BT,)
ne

T,— 1, ==

ile olglilecektir. Verilere gbre, gdz Gniine alinan hil igin,

I |
7,7, = 29:10 X23LI0° o
4,185, 10

ve dolayisiyla da Ty = 334°K = 61 °C oldugu saptanmig olur.
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V.8. Bubar oramm x ile gosterecefimiz T sicakh@inda bir sivi-bubar karisim
gz Oniine ahmiyor, Doymus syvinin 6zgiil 1sis1 m ve T sicakhiginda buharlagma gizli
1181 da L ile gisterilmektedir. Bu kangimin, doyma sivisindan hareketle ve x in fonk-
siyonu olarak ifide edilecek olamn bir 1s1 mikdari ve bir isin sogurulmasiyla elde edil-
mis oldafu varsayilmaktadir: buradan sivi-buhar karisimioin egis1 efrilerinin denk-
leminin

Lx
min T 4+ —— = sdbit
T
seklinde oldugunu gisteriniz ve karsimin i¢ enerjisinin if2desini tesis ediniz.

COZUM : Baslangigta elde doymus bir sivi bulunmaktadir; yani buhar
oranmi: x = 0 dir. Bu sivinin kiitle birimine, doymusg sivi halini muhafaza ederek,
sicaklinim 47 kadar artirmak igin verilmesi gerekli 1s1 mikdan ve is

8g=mdT ve &w= Pdy,

dir. Burada v, ile doymus sivimn kiitlesel hacrm gosterilmektedir. Bu takdirde
entropi ve i¢ enerjinin miitekaabil degisimleri

g =20 _ L (V.8.1)
T T
du=28q —8&w=mdl — Pdv, (v.8.2)

olur. Doymus sivi (x = 0) halinden aym sicakhkta sivi-buhar kangimi (0<x<1)
hiline gegiste Px (v,— v,) lik bir is ve bir de Lx lik bir 1s1 sogurulmas: vukuu bu-
lur. Buna gore, (V.8.1) i de gbz Oniinde tutarak entropinin diferansiyeli

a’s=m£+ d(g—)
T T

seklini alir. Bunu integre ederek de
5 = mlnT—{_—g‘Ex— -+ sabit

bulunur. Siirecin tersinir olmast hasebiyle esis1 egrilerinin (8¢ =0 — ds = 0)
ifadesi de

m In T—i——%———-sdbit

seklinde olacaktir.
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I¢ enerjinin diferansiyelinin (V.8.2) ile verilmis olan ifidesi de s6z konusu
sivi-buhar kangim: igin

du=mdIl —Pdv, -} d[Lx — Px (v,— v])] (V.8.3)

olacaktir. Genellikle, kritik sicakliktan uzak diisen sicakliklarda sivinin hacim
degisimi ihmal edilebilir diizeydedir: dv, = 0. Bunu da goéz éniinde tutarak (V.8.3)
tin integrasyonun sonucu sivi-bubar kanginunin i¢ enerjisinin, bir sibit yaklagik-
hgyla,

u=mT 4 x[L—P(v,— v)]

ifadesiyle verildigi saptanir.

V.9. Saf bir cismin 7T sicakbgimda dengedeki sivi-buhar kansim géz Gniine
alimyor. Karigimdaki buharin oram x ile gisterilecektir. m, ve m, ile doymns smvi-
mn ve doymus buharm dzgiil silan v, ve v, ile de dzgiil hacimlan isret edilmektedir.
T sicakhindaki buharlagma gizli sy L dir.

Termodinamifin ikinci teme] ilkesini kullanarak

dL L
my, — m, = —— ——
dT T
oldufunu gisteriniz: ve buradan da sivi-buhar kangmmmn egisi egrilerinin denkle-
mini ¢rkarmz.

COZUM : Sicaklik T dan T + dT ye gegtiginde bubar orami da x den
x -+ dx e geger. Sistemin T den T - dT ye kadar x = sibit kalmak {izere isimnmis
oldugu kabul edilebilir.

Stvi-buhar sisteminin aldifi elemanter 1s1 mikdar igin, kiitle birimi bagina,
8¢ =xm,dl' + (1 —x)m d¥ - Ldx

yazilabilir. Bu ifadenin ilk terimi, sabit x de, doymus buhann 1smmas: dolayisiy-
Ja: ikinci terimi, sabit x de, doymus stvimin 1smmasi dolayisiyla ve iligiineil terimi
de T -+ dT de vukuu bulan buharlagsma dolayisiyla sisteme intikaal eden 151 mik-
darndir.

Buna gére sivi-buhar sisteminin entropisinin diferansiyeli, ds = 8¢/T olmass
dolayisiyla,

m,, — M) X -+ m,

dsw—r:(

dT - % dx (V.9.1)
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olur. Termodinamigin ikinci temel ilkesine gbre ds bir tam diferansiyeldir; bu

ozellik ise
d [(mr-—ms)x + m] _ 0 (L)

ox T oT\ T
ya da
ar L
my —m,= _d_f — —T— (V.9.2)

olmasint gerektirir ki bu da ziten tesis etmek istedifimiz bafintidan bagka bir
sey degildir.

(V.9.2} bagmtisi g6z Oniinde tutarak (V.9.1) ifadesi de

o (e L) T AT

L
— A —dx
dT T T T+T

(i L ar) 4w, L
T T T2 T

— (L) 4 m 4T
T T

sekline girer. Su hélde sdz konusu sivi-buhar karistmimin entropisi
5 = %’;+ m,In T + sdbit

ifadesiyle verilecektir, Buna gére tersinir bir esist egrisinin denklemi

-3-;-?- + m,In T = sdbit

den ibaret olur.

¥ X X X X ¥ X X ¥ ¥ ¥ 2
V.10. Bir gram su atmosfer basmncinda 1671 cm?® buhara gevriliyor, Suyun bu
sicakhktaki gizli 151 539 kal/gr oldufuna gire AU, AS, AH, AG yi hesaplaymiz.

CEVAP: U = 497 kal, AS = 1,5 kal/°K,
AH = 539 kal, G = 20kal
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V.11, 20 °C de bulunan 10 kg su, sibit basmcta, 250 °C de bulunan buhara
cevriliyor.

(cp)en = 4180 J/kg °K,
(P)baner = (1670 -+ 0,494 T + 1,86.106 772) J/ke °K,
[ = 22,6.105 J kg

olduguna gire, sistemin entropisinde meydana gelen dedismeyi bulunuz.

CEVAP: AS = 6792284 J/°K.

V.12. Belirli bir sicakliktan sonra, su buharinm basina K, 4, B, C, D sabitler
oclmak iizere

A+ BT
P — KeC+DT

ife verilmektedir. Suyun bacmini ihmél ederek ve su bubarmi da bir ideal gaz ola-
rak Kkabul ederek, bu sicakbk bolgesinde bubariagma isisimt hesapiaymz.

COZUM: CLAUSIUS-CLAPEYRON denklemine gére
dP I

AT T(v,— v)

diir. v, v, yaninda ihmal edilebildigi i¢in, formiil

ar _ 1
dr  Tv,
seklini alir. Diger taraftan su buhan ideal gaz ofarak kabul ediidifine gdre
v, P = RT
esitligi vardir. Buradan
A+BT
= 1rL 4P mgﬂi LCTPT
P dT P 4T
T?R (AC — DA)
(C + DTY

bulunur.

V.13. Belirli bir sicakhiktan sonrz sayun buharlasma isis1 K, C ve D birer sibit
olmak iizere
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_ RKT?
(C+ DTy

ile verilmektedir. Suyun &zgiil hacmmmn baharin Gzgiill hacom yaminda ihmaél edilebi-
lecek kadar kiigitk oldugunu ve buharin bir ideal gaz gibi diisiinillebilecegini farze-
derek, termodinamik denge hilinde buhar basmcim 7 nin fonksiyonu olarak ifd-
de ediniz.

K

CEVAP: P=Pyexp|———— —
D(C+ D7)

V.14, (a) Bir sivmun iizerindeki toplam basmem egsicakbkh olarak m, dan
P ye qkartilmasi hélinde, buhar basmcmm yaklagik olarak

Ty Vs
AT = — P—
RT( o)

kadar degisecegini gisteriniz.

(h) 20 °C de suyun buhar basmer 17,5 mm Hg olsun. Sayun budundugu kabm
iistii acildify zaman, buhar bhasmcmnda hasil olan degiymeyi bulunuz.

(¢) Buhar basmcim 1 om Hg artormak icin toplam basing ne kadar degistiril-
melidir ?

COZUM: (a) Stvimn lizerindeki toplam basing dP kadar artirihnca, bu-
har basmcmmm dr kadar arttigin farzedelim. Su-gaz sistemi termodinamik den-
ge hilinde bulundugundan, g, suyun 6zgiil GIBBS enerjisini, g, de buharmn 6z-
giill GIBBS enerjisini gostermek iizere

dg, = dg,
esitligi vardir. Ozgill GIBBS enerjisinin tersinir bir olaydaki degigimi
dg = —sdT -+ v dP
dir. Egsicaklikli bir olay sbz konusu oldugumndan
de = vdP
olur. Buradan da
v, dP = v, d=n

elde edilir. Su buban ideal gaz olarak kabul edildifinden v, == RT/= olur. O
hilde
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L 14

dn =t dp =2 gp
vy RT
yani
v _ Y gp
Y RT
dir. Integrasyonla
T P P
ar _ L j}w
n RT
™y Y
T y
In — = —2- (P — %)
x, RT ( °
l{(P——x )
T = 7y & ’

bulunur.

vV
AT = T — Ty == %, |eX (P — 1)y |— 1
i o[ p(RT( o)) ]

ifadesindeki iistel fonksiyon seriye acihir ve sidece birinci mertebeden olan
terimler gdz Onilne alinirsa

m:-no[(l +2 P —my + ---)——1}:";;"(%%)

yani
VT
At = 2 2(P—x
RT( a)

olur.

(b) Suyun 6zgil hacmi ! cm® diir. Yukarida bulunan formiilde sayisal de-
gerler yerine yazilarak

Ar = 7,1.10"* mm Hg
bulunuvr.

(€) P mp==14.10%atm dir.

V.15. Hacm V olan bir kap iki kisma aynimistir. Seol bilmede 2 kilomel
helyum ve sag bolmede de 1 kilomol neon gaz bulunmakiadir. Her iki gaz da 300 °K
sicakhkta ve 1 atm basine altmdadir. Bélmeleri aywan perde kaldmbp da gazlar
bivhirlerine kanghinnda sistemin G/BBS fonksiyonundaki ve entropisindeki degig-
meyi hesaplayimz. (Helyum ve neon gazlarim ideal olarak farzediniz.).
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COZUM : Baslangicta sistemin GI/BBS fonksiyonu

Gy =181+ 18 =281 T 82
dir. Burada g, , g,, moler G/BBS fonksiyonlari gostermektedir. Bir ideal gazin
ozgiill GIBBS fonksiyonunun

zwqﬂz@amdamqrmg_meﬁ—%au4p+&
aQ

olmak iizere
= RT [In P ++ ®(T)]
seklinde yazlacagn Problem IV.i2. den bilinmektedir.
Buna gdre
G, = 2RT[In P + @(T)] + RT [In P 4 @,(T)]
olur.

ikinci olarak sistemin, gazlarin karismasmdan sonraki GIBBS fonksiyonunu
bulalim:

Gs:nl g19+n2g25=2g”+g23'

Gazlar ideal gaz oldugundan karisim sonucu sistemin sicakhgi ve toplam basinci
degismez. Helyumun kangim i¢indeki basincina p; , neonun kangim igindeki ba-
sincina da p, denirse p; + p, = P dir. Buna gore

g, = RT[Inp, + O(T)] . g, = RT [lnp, + D]

Ve
G, = 2RT [In py + @,(T)] + RT [In p, + (7))}

olur. Sistemin toplam mol sayis1 dsikér olarak (2-1).10° = 3.10% = 5 dir.

i 1
seklinde tamimlanirsa
20 _2 LI
a0t 3 23100 3
olur. Her iki gaz da ideal gaz farzedildiginden
nlugl-lf-, 2m—~——~2V (ve nm————PV\
RT RT RT }

yazilabilir. O hilde
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yani
p=Fx, p=Px
dir. Buna gére
G, = 2RT(InP +Inxy + @)+ RT(InP + Inx; + )
olur. QO hilde sistemin GIBBS fonksiyonunun degisme miktart
G,—G,=2RT(InP+Inx; + & —InP—)
+ RT(InP+Inx, + ®,—InP —@,)

=2RTInx, -t RTIn x,

=2RT1ni+ RTln~1—~
3 3

= (21n-12~+ InnL) % R % 300
3 3

= — 5.100J
dir.
3 AG
AS = —{———]| = —RQ2Inx, +Inx
( = )P @Inx, + Inxy)
= 16,6 . 10° J/°K
olur.

V.16. —5 °C ye kadar sofutuimuos bir miktar saf soyun icine kiiciik bir buz
parcast atiltyor. Séabit basing (atmosfer basmer) altinda bulunan bu sistem yab-
tilmagtir. Suyua yiizde kag: donar? Sistemin entropisindeki defisme miktan ne
olur?

COZUM : Suyun 0° C daki donma gizli sismn 3334 J/gr, ve —5°C ile
0°C arasmndaki dzgill sisimin da 4,22 J/gr °C oldugu biliniyor. Buz-su sisteminin
atmosfer basinct altindaki son hilinin denge hali oldugunu farzedelim. Bu hilde
sistemin sicaklifr Asikér olarak 0 °C olacaktir. Bu kapal sistemdeki hal degisimi
sibit basing altinda oldufundan AQ = AH, ve hil defisimi ayrica bir de es-
silt oldufundan da AH == 0 dir. 4H tam diferansiyel oldugundan AH degisimi
yola bagh degildir.
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—5°C ye kadar sogutulmus olan suyun O °C ye kadar isitilmasi ile mey-
dana gelen hidl degigiminde

AH = cp AT =422 J/gr °C x 5°C = 21,1 J/gr
lik bir entalpi de@isimi olur.

0 °C de bulunan sudan, biraz 6nce suyu isitmak igin verilen 11 mikdari
alimrsa suyun bir kissm donarak buz hiline gelir. Donan su mikdanm x ile
gosterelim. Bu hal degisiminde de sistemdeki entalpi degisimi

AH, = — xX(gizli 181} = — 333,4x J/gr.
olur.
AH = AH, + AH, =0
esitliginden
x == 0,0633
bulunur. O halde sistemin % 6,33 ii donmustur.

Bu hal degisimi tersinmezdir. dS tam diferansivel oldugundan AS yi de AH
v1 hesapladigimz siiregler boyunca hesaplayabiliriz :

AS; = cpln 12 — 42210253 — 0,07796 J/gr °K
T, 168
as, =22 21 507705 375k
T, 273
ve
AS = AS, + AS, = 0,00071 J/gr °K
dir.

V.17. Saf bir cismin licli moktast civarmda kati, sivt ve gaz fazlarinn bir ara-
da bulundugu milimdor. A/ ile béyle bir sistemi karakterize eden {ermodinamik
bir biiyiikliigiin moler &zgiil ifAdesi gisterilsin. x, y ve z ile buhar, siv1 ve katr
fazlarm sistemdeki oranlan ve A/, ile bir mol gaz, M, ile bir mol sivt, 3, ile
de bir mol katy gosterilinek iizere;

M= M, 4 (x+ ¥) My + xMg, .
M= M, + xM,, —zM, ,
M = Mg"‘"‘(z + ) Msg—z}‘fsk

bagintilarum gikarimz.
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COZUM : Sistemde n, mol buhar, n, mol siv1 ve 7, mol ka1 faz bulunuyor-
sa, ortalama deger tamumindan,

M:ang+nyMs+n?Mk: n, M, + ", M,
nx-]tny»}_nz nx—l—ny—{—nz nx+ny+n,
n
z My=xM, +yM,+zM
nx—}»ny—}—nz k s g

yazilir. Kolayca x -+ y + z=1 oldugu goriilebilir. Buradan z = 1—x—y
¢oziilir ve yukandaki esitlikte kullanihirsa

M=xM,+yM,+ (1 —x—y) M,
ka+x(Mgka)+y(Mstk)
= M+ x My, + y M,

bulunur. M, ve M, nin s6z konusu termodinamik bliyiikliifiin sirastyla kati-
lagma ve buharlagma faz deZisimlerindeki degisimleri oldugu asikardir.

Benzer sekilde, 6nce y =1-—x—2z ve sonra da x == 1 — y—z ¢Oziiliir

ve M nin ifidesinde kullanilirsa diger iki baginti da bulunur, .

V.18. 25°C da esit mikdarlarda aseton ve diklorometan 1 atm basing altinda,
ve ewisth olarak kangtirihiyor. Kanigimm sicakligi ne olur ?

25°C sicaklik ve 1 atm basing¢ altinda asetonun ve diklorometamn 6zgiil ysiinr:
sirastyla

cpe = 0,519 kal/gr °K, c¢pg = 0,285 kal/gr °K.
dir,

1 atm basmg altinda

T(°K) H (kal/gr)
20 —2,978
25 2,957
30 —2,936

olarak verilmigtir.
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COZUM :

T/°C da ve § atm basimgta
aseten ve
diklerpmetan kansims

- 3
2
£
AE
EZ
a
25°C de ve 1 atm de T 25°C de ve L atm
saf aseton ve ) w® (2) basingta aseton ve

diklorometan I5*C ve | atm basingta

dklorometan kansion
karistirma

Kangimin sekilde gdsterilen iki kisimdan olustugunu farzedelim. Bu takdirde
AHy, = AHy + AHy,; = 0
dir, Hilbuki, m, asetonun ve m,; de diklorometamn kiitleleri olmak iizere
Ty
AHy; = (m, + my) f cpdT = (m, + my) ep (Tp— 25)

25

olur. ¢p ile kangmun sabit basingtaki, sicakiifa bagh olmadifn varsayilan, &6z-
giil 15181 gosterilmektedir.

Bir kartsimin sabit basingtaki 6zgiil 1sismin, kanigim olusturan saf madde-
lerin sdbit basmmgtaki ézgiil silarina

Cp = X, Cp, -+ Xy €py -+ Acp Acp= (—QA——H«)
aT Px
seklinde bagh oldugu gosterilebilir. Buna gbre

— 2,936 — (— 2,978)
30 — 20

cp = 0,5 x% 0,519 + 0,5 x 0,285 -

== (,4052 kal/gr °K
bulunur. O hilde
Al = (m, 4 my) X 0,0042 > (T, — 25)
dir. Kolayca goriifecegi gibi
AH,y = (m, + my) AH = (m, -+ m,) X (— 2,957)

dan ibarettir. Burada AH birim kiitle igin 25 °C da sibit basing altmdaki kansun
wsisidir. Sonug olarak
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— 2,957

= 32,3°C
0,4052

bulunur, yani iki saf maddenin esisih olarak sibit basing altinda karigsmasiyla,
karisimin sicaklign 7,3 °C artmaktadar.

V.19, X ile tersinir ve tamamen belirli bir siirec gésterilmek fizere, X siireci
unca cy Hzgil isis1
Z8

seklinde tammlamr. Doymus sivi (ve doyrous bohar) igin

1Y . au di
Cdoy = | —— ile |— ve |[——
ol doy dr doy aT dey

biiyiiklikieri arasmdaki bagmtilary belunuz.

Katy
Katt-sivi

i Savi-bushar

£

Ugle nokts pizgini

Kair-buhar

COZUM: Goz dniine alman siireg tersinir oldugundan

olur., (—Q-'PS—'-) aslmda S nin, doyma eprisi boyunca 7 ye gére de@isiminden
doy

vani T— 8§ diyagranunda, doymug sivi veyd gaz efrilerinin egiminden ibdrettir.
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S = S(T, V) oldugu varsayilirsa

a8 = (_QE) daT - (?jg_) dv
oT fy oV /r

vazlir. Bu esitligin her iki tarafi &7 ile boliniir ve elde edilen ifade doyma siire-

d] doy a j V a ] T d ] doy

bulunur. Daha 6nce elde edilen

(EEJ _ 5 (ﬁﬁ).“(ﬁi):xji
aT )y T aV)r \8T)v ¢

ifideleri yardimiyla da

ol {dV
Caoy = €, + —— | — V.19.1
oy Wr (dr)d.,y (V.19.1)

oldugu gdriiliir,

fkinci hal olarak serbest degiskenlerin P ve T olduklarn hil géz Oniine
alimrsa
dV = (ﬂ) ar -+ (-QK) dP
aT /p oP Jy
ve kezd

(:{K) ,,_:(_a;zf_) +(§Ii} (,éli) mavmxrv(ﬂ) (V.19.2)
dTl' Jaoy \3T Jp \ QP Jr \ dT Jaoy AT Jaoy

ofur. (V.19.1) ve (V.19.2) den

2
To’V waTV(—gg«)
Hp dar do

Ta2 ¥V

Hr

Cdey == CV WE,.

bulunur. Diger taraftan

Cpp e 0, =

oldugu gosterilebilir. Buna gére
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Cdoy — Cp—- Ta V(—fi{)
doy

(V.19.3)

bagintis1 elde edilir. (L) un buharlagma efrisinin egimi oldugu asikérdir,

doy
Ayrica

de(?i) 4T+(§f_) P
aT Jp aP Jr

esitlifinden de kolayca

(if{) d_,_.cp,__aw(ﬁ{) Ly .f?f..)
ar doy ar doy dT doy

oldugu goriitiir, Bunu (V.19.3) ile kargsilagtirarak

o= ()~
doy dT doy dT doy

bagintis1 elde edilir.
H = U -+ PV bagmtisindan da

(_‘i"i) _(f_f{) Wy(f{%) MP(EK)
T laoy  \dT Jaoy  \dT Jaoy ~ \ AT Jaoy

ve (V.19.4) yardumyla da

du dyu
Cdoy = § = P e
Coor (&T)doy_!_ (dr)dﬂw

bulunur.

(V.19.4)

V.20. Bir siv1 i¢in P;,, doymns bubar basmcr, 4 ve B iki sdbit olmak iizere

B

ile verilmektedir.
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S;, ile maddenin s hiillinden buhar hiline gegmesiyle ortaya ¢ikan entropi
degismesi ve V, = V,— ¥V olmak iizere

BPdo
Sop = Vg

oldagunu gosteriniz.

CHOZUM: CLAPEYRON denklemine gére

dPaoy _ Seg
dar ng
dir. Buna gore
B B
_ deoy . d 4 _.._..3? - A—v—-ff .B
S‘,g——- ng dT = ng“‘}}:(ﬂ )wVﬂ.ge -172*—
. B Pyoy
Ssg - VSET

olur.

V.21. CLAPEYRON denklemini kullanarak, doymug sivt ve doymus buhaz icin

esitiifinin gerceldendigini gosteriniz.
COZUM : Problem V.20 de bir maddenin doyma dzgill sisinm

(dH) ( dP)
Cgoy = | —— el A
dT [doy AT [aoy

ifadesivle verildigi gosterilmisti. Bu, doymus sivi ve doymus buhara uygulanirsa,
strasiyla

aH, . dP,
g T e — Vs
dT dr
(V21.1)
_daH, , db,

£ g *ar

esitlikleri elde edilir. Yazilist basitlestirmek i¢in burada doy alt indisinden sarfi
nazar edilmistir. Diger taraftan
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dPooy _ AS
dT AV

seklinde olan CLAPEYRON denklemini entalpinin degisimi cinsinden yazabili-
riz. Gergekten de faz defiisimi sdbit basmg¢ta vukuu buldugundan

dH == 8§Q + V dP = 80
yani

AS =

AH _H,
T T

dir. Buna gdre de

dPaoy H

sg

ar  T(V,—V)

olur. H, = H,— H, olup bu, buharlagma sonucu ortaya ¢ikan entalpi degigimi-
dir.

(V.21.1) bagintilarinda CLAPEYRON denkleminin bu yeni geklinin kulla-
mlmasiyla da

cg_csm%w—_@_(vg_rzs)__—q&_ﬂ_ﬂ_
dr  dr TV, —V,)

_dHd, H,

dr T

elde edilir.



VI. BOLUM

OZEL
TERMODINAMIK
SISTEMLER

VI.1. Cesitli oranlarda N adet saf cisimden homogen kangimlar olusturuluyer.
P basmer ile T sicaklifimn fonksiyonlari olan ve gegitli miimkiin kanigimiara tckaabiil
eden hil fonksiyonlart P ve T ile (i = 1, 2,...,N olmak iizere) »; mol sayilarmin fonk-
siyonlar: ciosinden yeniden gruplastiriiabilmektedirier : meseld entropi ve hacim icin

Stngii=12,.... 8P, T)=8F, T, [n;i=12,.,N])
V[nl—;!'=l,2 ..... N](P: T): V(P, Ts [ni;im 1:29'--1N])

olacaktir. Boylelikle ithal clunan S ve V fonksiyonlarimm n, defiskenlerine gore
siirekli ve tiiretilebilir olduklarn varsayimaktadir.

1) Her kangmmn Up, 112, ..., w1 B¢ enerjisi toplamsal bir U, sdbiti yakia-
sikhgiyla tammianmaktadir, Kangima giren N saf cisim eger birbirlerine kimyasal
yonden nitr kaliriarsa toplamsal U, sfbitini,

U[n‘-;i=1,2....,N}(Ps T)m U(Ps T$ {Hi;iﬂ 1:23---3N]}

ifadesi n, degigkenlerinin birinci dereceden homogen ve sirekli bir fonksiyonu ola-
cak gekilde segmenin miimkiin oldufunu gisteriniz. Problemin bundan sonraki
biliimlerinde bu se¢im mubafaza edilecektir.

2) H entalpisi, F serbest emerjisi ve G serbest entalpisi P, 7 ve n; lerin fonk-
siyoular: olup, U/ ve S aracihiiyla bilinen gekilde tammlapirlar. Bu takdirde

L) - (3H - _851)
ony /8. V. lny. 0 4 1) an S P iy ikl Ry JO V. ey, j il

= (26
on; JT. P b, 54 1

oldugunu gosteriniz.

174
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3) Karsimdaki her bir saf cismin kimyasal potansiyeli diye yukarzdaki bu kis-
mf tiirevierin ortak p,; deferine denir. Bu takdirde:
N
U= TS — PV + ), mim;
f o]

oldugunu gisteriniz,

4) Kimyasal potansiyellerin
N

2 nidp=—SdT + V dpP

=l
diferansiyel bagmhsm: (GIBBS - DUHEM esitligini) gerceklediklerini gosteriniz.

COZ UM : 1) Denge hilindeki N adet saf cismin yanyana bulunmasiyla o-
lusan toplulugu goz Gniine alalim. Her bir saf cismin mol basina i¢ enerjisi olan
u, ancak bir u,, yaklasikhiyla belirlenmistir. Bu N adet u;, sdbiti bir kere segil-
di miydi artik her saf cismin i¢ enerjisi

UP,T)=n;ulP;, T)

seklinde yazidabilir. Sistemin toplam U i¢ enerjisi disaddniik bir termodinamik
biiyiiklitk olup N adet alt sistemin her birinin i¢ enerjisinin toplam: olarak ifide
edilir :

N N
U= 3, w(P,T)= 3 mufP,T).

i § f==1
Simdi ‘sisteme digaridan herhangi bir 1s1 verilmeksizin bu N adet saf cismin top-
lam hacimian sabit kalarak birbirlerine karismalaniyla elde edilen homogen faz
g6z oniine alahm. Bu kangmom Up,, ;i=12,....m I¢ enetjisi, termodinamik
denge hilinde, P basinci ile T sicaklifimn fonksiyonu olup belirli bir U, toplam-
sal sabiti yaklasiklifiyla tamimlanacaktir. Ancak bu kanigm iglemi sirasmada N
adet saf cisimden olugan sistemin hem mekanik, hem de 1st yOniinden digandan
hi¢ bir etkive maruz kalmadifim ve disariya da hi¢ bir is ya da st intikaal ettir-
medigini varsaydifzmizdan bu U, sabiti Oyle secilmis olmahdir ki sistemin toplam
i¢ enerjisi hi¢ degismesin, yani

N
Us= E mukPr, T)) = Upyi=1a,... 5P, 1)
i=1
olsun. Birbirlerine karst kimyasal ofarak nétr kaldiklan varsayilan bu ¥ adet saf
cisim efer aym P baanci ve T sicakhfinda dengede iseler bu basing ve bu sicak-
ik aynt zamanda dengedeki karigumin da haiz olaca basing ve sicakhik olur :
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N
U[n,-; x‘=1,2,....N](P’ Ty= Z niui(P’ T)
i=1
Bu ise miimkiin ¢esitli karigimlann, denge halinde, P ve T nin fonksiyonlar olan
i¢ enerjilerini P ve T nin ve de »n, mol sayilarimn

N
UP, T, [nisi=1,2,.,N)= 3 mu(P,T)

i==1

seklinde tek ve aym fonksiyonu olarak yazmayr miimkiin kilar. Bu son ifade ise
asikdr olarak »; degiskenleri cinsinden birinci dereceden homogen ve siirekli bir
fonksiyondur.

2) Tek fazli saf bir cismin denge hélini tasvir etmek igin iki degisken yetece-
ginden P, T, S ve V degiskenlerinden herhangi ikisi bagimsiz degisken olarak
almabilir. Miimkiin gesitli kanisimlarin denge héli igin de bu bdyle olacaktir. Bu
itibarla daha Once tanimlanmis olan U yu S entropisinin, ¥ hacomnm ve bir de
n; mo! sayisinin fornksiyonu olarak alabiliriz; buna gére dU diferansiyeli de

alU al

U — (-m— ds + (-w

dVv
9S8 JV. nii=1.2,...,N] AV /S Inii=12,..., h% |

dn,

« (38U
" :'zi ( arm l

)S, Vilng, =il

seklinde olacaktir. Bu ifadenin ilk iki tertmi daha &nce gbz éniine almis oldufumuz
Ut 1i=1,..., ~(P, T} fonksiyonunun #, lerin sabit olduklan hiéle indirgenmis
diferansiyelinden baska bir sey degildir; bu ilibarla da bu ifidedeki kismi tiirevier
sirasiyla T ile -—P den bagka bir sey olamazlar, Diger kuismi tiirevlere de p; der-
sek dU nun ifadesi

N
dU = T dS ~ P4V + ), wdny (VLLD

=

sekline sokulimus olur.

Buna gove ve H, Fve G nin de

H=U+ PV
F=U—TS
G = ¥+ PV

seklinde tanmumlanmas: dolayisiyla
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N
dH = TdS + VdP + Y, v, du,
jaml
N
dF = —SdT—PdV + Y wdn,,
i=1
N

dG = —Sdr -+ VdP + ) u, dn,

i=1

olur. Buradan da kolaylikla

(BH) » (BF _[9G
an; [5.2.lu;, 5+ on; JT.V, Ing j 1] an; JT P Iy i i)

oldugu tesbit edilir.

3) Yiizey etkileri olmadig: hallerde, iceddniik degiskenleri 6zdes olan siste-
temlerin halini tasvir eden digaddniik degiskenleri de Gzdes olup toplam kiitlele-
riyle orantihdirlar. Bagka bir deyisle, 6zdes basmg, sicaklik ve kimyasal bilesim
s0z konusu oldugunda bir karisima nisbetle £ misli kiitleli bagka bir kansi-
min i¢ enerjisi de, entropisi de, hacou da, »; mol sayilant da beriki karigima nis-
betle & misli daha yiiksek olur. Bu itibarla S, ¥ ve #; lerin bir fonksivonu olarak
ifide edilen U ig¢ enerjisi $ nin, ¥ nin ve #; lerin birinci dereceden homogen bir
fonksivonu olup dolayisiyla da

U=s (.?.E{)
95 Jy.iyii=1,...,N]

N
k1
" Z ni(anf)S!V-[ﬁf;f=1 ,,,,, N1

i=1

aU
Vi——
* (BV)S.[n,-;i=i....,ﬁr}

seklindeki EULER bagmtisimu gergekler. Bu ise, 2) fikrasinda U nun kismi tiirev-
leri hakkinda sGylenmis olanlarm da 1518 altinda

N
U=TS—PV + Z Wy 1 (VL1.2)

=1

demektir.

4) (VL.1.1) ifddesinden diferansiyel alarak
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N N
dU = TdS + SdT— PdV — V dP + Zu:dﬂe +- 2 n;dp,

I ==

bulunur. Bununla (VL.1.1) ifidesi mukaayese edilirse

N
2, mdyy=-—SdT + VdP

§wm ]

olmasi gerektigi tesbit edilmis olur.

V1.2. Burulmah bir sarkag diisey mfdeni bir fele ortasmndan asilmig yatay bir
¢ubuktan ibirettir. Burulma tcli, sabit varsayilan ¢ 1st sifasiyla ve, C ile k iki sibit
olmak iizere, C = C,—k T geklindeki buralma sébitiyle karakterize edilmektedir.
Alet T sicakh@nda dengede iken yatay ¢ubufa cok yavas ve lersinir bicimde, ve
gevreyle hic bir isr abs verisi clinaksizin bir o burubmas: verilsin, Sistemi karak-
terize edem biiyiklikler bagumsiz T ve o degiskenlerinin fonksiyonlart olacaklar-
dir. Elemanter ve tersinir bir doniisiim siiresince sisteme digaridan temin edilen 50
is1 mikdart 8Q = a dT -+ bda seklindedir.

1) b katsayisum 7, o ve k& min forksiyonu olarak ifide ediniz.

Z) dT nin T bniinde kiiciik oldufu varsaymmma dayamarak burulma sirasinda
telin sicakligimin degisimini hesaplayiniz.

3) Sistemin i¢ enerjisinin degisimi ne olur
Sayisal uygilama: = 18107 J/°K; o= 3r/2rad; T = 300°K ve
C = 107" — 3108 T (N . m/rad) olarak verilmektedir.

COZUM : 1) Telin burulmasimin a dan a - da ya arttip1 tersinir sonsuz
kiigiik bir dénisiimde sisteme intikaal ettirilen is, Ca ile burulma ¢ifti momen-
tini gostermek iizere,

8W = —Cada

dir. Sistemin i¢ enerjisindeki degisim dU = §Q — §W olduguna ve sisteme ithil
edilmis olan 80 1s1 mikdari da 8Q = a dT + b da seklinde oldufuna gore

dU = adl + (b 4 Ca) da (VL2.1)
olur. Buna binfien sistemin entropi degisimi de
ds — %2

€, s ar+la
T T T

scklindedir. Gerek 4U nun gerekse dS nin tam diferansiyel olma sartlarin: yazalim:
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(in) - (WB(Z’ + Co) ) N (?ﬁ) LA L% (VI.2.2)
du [ aT « guly ofT oT

141
a e
B (42
6(1 TM' 8T o T
(V1.2.2) ile {V1.2.3) iin mukaayesesinden

)= g (V12d)

3{%) j“"(aa)f I ab b

aggw:——f—- — bx———-TG{—Ezg

ar r ol

oldugu sonucu gikar. Ote yandan verilmis oldugu sekliyle C yalmz T nin fonksi-

yonu oldugundan 9C[aT = dC/dT olur. $u hilde : b = — (Tu). dC/dT dir.
Fakat C = C, — kT oldugundan dC/dT = — k olur. Boylelikle

be=kTa (V1.2.4)

oldugu saptanmus olur.

Sayssal uygnlama: b = 3.1078 x 300 x 3—;— == 4,24.1073 J frad

2) Sistemin dis ortamla st alig-verisi olmadifindan
8Q = adl + bda =0
dir. Buna gore teldeki elemanter sicaklik artigi, (V1.2.4) de gbz Oniinde tutularak

dl = ——fmda S o do (VL.2.5)
a a

olur. Sicakhik artisimin ¢ok az oldugu varsayilmakta oldugu cihetle k7/a y1 sébit
olarak kabul etmek mitmkiindiir. (V1.2.5) denklemi o min O dan a ya kadar de-

gerleri arasinda integre edilirse a radyanlik bir burulma i¢in teldeki sicaklifin
AT artis1 igin

2
AT = _ kT &
a 2
bulunur,
-8
Sayisal uygulama: AT = —3'10 X300 97° = —0,6°K, .

1,8.10™4 8
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Bu zayif sofuma, AT « T varsayinum teyid etmektedir.

3) Gaz Oniine alinan termodinamik doniisiim hem tersinir ve hem de adya-
batik {esisili) oldugundan esentropilidir de. Buna gére

d(f:—;MSWm Co da .

AT« T oldugundan C bir sébit gibi kabul edilebilir. Bu itibarla sistemin burul-
mast 0 dan a radyana eriginceye kadar i¢ enerjide vukuu bulan AU degigimi de

olacaktir. Bu ifade, dikkat edilecek olursa, sarkaci denge durumundan a radyan
kadar uzaklastirmak i¢in yapilmas: gereken igin ifidesinden bagka bir gey degil-
dir.

Sayisal uygulama: C = 107*—(3.1078 x 300) = 9,1.10°3 N . m/rad ,

2
AU = 9,1.1075 . i’é__ =~ 1073 J.

VL.3. Belirli bir dielektrigin yahtkanhk s#abitinin ¢ = £(T) seklinde yalmzca
sicakhfin fonksiyonu oldugu saptanmig olsun.

1) 80 = Cp dT + adE vaz edildifinde a v1 de/dT cinsinden hesaplaymiz.
Z) UT,E)— (T, 0) farkim degerlendiriniz.

3) Bir dig elektrik alamm sifir deferinden bir £ degerine gecisine tekaabiil
eden egsicakhikls bir doniistimde dielektrie intikaal eden W isi ile O 1s1s1m hesap-
laywniz,

COZUM: 1) Birim hacim basmna yapilan is
SW = — Ed(E) — — e EdE — E? de

dur. 80 icin verilen ifadeyi goz Oniinde tutarak

AU =80 — W = CgdT + o dE + ¢ EdE -} Ez-g%dT

- (CE +EZ§T) dT + (a + €E) dE

yazilabilir. dU bir tam diferansiyel oldugundan
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a de d
Llee+Er ) = -0 E
(aE[ 2+ dTDT (arla+e ])E
va da

do , g de

A op 98 _ da
o ar 8T dr

veydihut da
ECE_»EME gE _ ga '
oF ol al

dir, Entropi degisiminin ifidesi de hemen hesapianabilir:

Bu da bir tam diferansiyel oldugundan
uﬁ*(gﬁ _[-8. (E_
dENT /|y dE\NT/ |

1 aCE___ 1 9a o aCE oo a

e Tl e e bt T o S S

T g T 8T 17 oE aT T
bulunur. (VL.3.1) ile (VL3.2) nin mukaayesesinden

ya da

t:tmii"EE
dr

oldugu sonucu g¢ikar.
2) (V1.3.3) ii gbz Gniinde tutarak dU yeniden yazahrsa

de _de
AU =(Cp+ B2 22V ar 4 | TEEE - ¢E) dE
( = dT) ( ar " )

(VL3.1)

(VL.3.2)

(VL.3.3)

bulunur. Esgsicaklikli bir déniigiim icin d7 = 0 ve ¢ ile de/dT de sibit olacak-

larindan 4U yu integre ederek

1 de
AU = (T, E)— U(T,0) = — 728 g2
(T, E)— U(T, 0) 2(e+ dT)

bulunur.
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3) Isin ifadesi hemen bulunur:

W= fﬁW—“—:——-fEd(aE)xméwaEz

Buradan da @ igin

1 de
= U4+ We=—T - E?
2 2 dr

olur.

V1.4. Tersinir bir sulu pil géz oOnime ahmyor. Pilde vukuu bulan kimyasal
reaksiyonun da yalmzca, V' hacimlar: ve P basinglan biitiin pilie caligmasi siiresince
sibit kaldiklary varsayilan kati ya da sivi cisimleri etkilemckte oldugu kabul edil-
mektedir.

Bu pilin hali iic parametre aracibhfiyla tasvir olonabilir: E elektremotor kuvveti,
T sicakhx ve g depolanmms elekirik mikdan. E elektromotor kuvvetinin

E = Ey [l +a(T—Ty)]

kaaninu uyarmca defismekte oldugu ve E, m da 7, sicaklifmdaki elektromotor
kuvveti gisterdigi kabul edilmektedir,

C, ile pilin 1s1 sias ve @ = (dQ/dq)y ile de egsicakhktaki gizli ysisn gosterilsin.
Pil efier bogalmakta ise dg << ¢ ve doldurulmakta ise de dg > 0 olmak iizere eleman-
ter is 8W = —FE dq dur.

1) Pilin i¢ emerjisi ve entropisinin elemanter degisimlerine tekaabiil eden JU7
ve dS diferansiyellerini C,, Eq, 0, Tg, T ve g nun fonksiyonlan olarak ifdde ediniz.

2) T ve g degiskenleri aracihiyla serbest entalpinin diferansiyelini yazip bu-

radan
(_..a_s’,_) —_ ED o
99 itp

3) 50 saniye zarfinda 2A lik bir akim gecirmek siretiyle pil essicaklikli bir
sekilde doldursimaktadw. Pilin yiikii Ag kadar degisirse AU, i¢ enerfi degisimini,
ASr entropi degigimini, AH, entalpi defisimini, ortaya ¢ikan O, 1sismmi ve pile in-
tikaal edem W'y isini hesaplayimz.

bagmtisim tesis ediniz.



TERMODINAMIK SISTEMLER x 183

E,=12V;a=10,004°K"; T, = 300 °K olmas: hillinde Ag, AU,, ASy,
AHy, Op ve Wy vi hesaplaymiz.

4) Pil esisils bir bigimde 50 saniye siireyle 2A lik bir akim temin etmektedir.
Pilin AT sicakbk degisimini hesaplayimz.

(C, == 418 J/°K ve T, = 300 °K olarak verilmektedir.)

COZUM : 1) Goz 6niine alinan pilin disans ile ahs-verisi sunlardan iba-
rettir

1) 8W == — E dg ya esit bir elekirik enerjisi {V = sibit oldufundan basing
kuvvetlerinin yaptiklar1 is sifirdir) ;

i) Pil islemedigi zaman sdbit yiikte C_ dT ye esit bir 1s1 mikdariyla, gahstigi
zaman ortaya ¢ikan a dg yve egit olan bir 1s1 mikdarmun toplamu olan: SQmC;dT—I—
-+ adgq 151 enerjisi.

Buna gbre pilin i¢ encrjisinin diferansiyeli
dU =80 —8W = C_dT -+ (E + u) dg
ve entropisinin diferansiyeli de

8¢ C a
ds = 2 =047 4 -2 g
T T T 1

seklindedir. dU/ ve dS nin tam diferansiyeller olduklarin: ifide edersek bunun so-
nucu olarak
aC,_ 9E | da
3¢ 8T  aT
8C, _oa_a
3g T T J

bagintilar: ortaya ¢ikar. Bu iki bafintinin mukaayesesi sonucu olarak da

oldugu bulunur. Halbuki E = E, [1 -+ a (T — Tp)] oldugundan

— =0l
T °
dir. Su hilde
=—aFE, T ve E-ta=FE(1—aly

yazilabilir. Bu verilerin 15181 altinda dU ve dS nin agik ifadeleri
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dU = C,dT + E,(1 —a T,) dq (VI.4.1)

Ve

ds = %_ dT — oE, dq (VL4.2)

sekline girer.
2) Serbest entalpinin diferansiyeli
dG == d(H — T'S) == dU + d(PV) — d(TS)

dir, Ancak g6z Oniine alman hil i¢in hem P, hem de V' sdbit olduklarindan
d(VP) = 0 dir; diger taraftan da dU = 8§Q — 8W oldugundan

dG = —8W + 8Q — T dS — S dT

yazilir. Fakat pilin tersinir bir bigimde ¢alismast dolayisiyla §Q — T dS = 0 dir.
Bu itibarla, neticede,

dG = E dg—S dT

oldugu anlagthir. dG nin bir tam diferansiyel oldugu ifide edilirse

(o)== 52),

olur. (9E/9T), == uE, oldugu géz oOniinde tutulursa

(_a_‘g) = aEG
aq /r

olur.

3) Pil, dolduruldugu zaman, sanki E karsit elektromotor kuvvetini haiz
bir alic1 imig gibi davranir. Buna gore

Ag = I At =2 X 50 = 100 Coulomb
luk pozitif bir yiik alr. Déniisiim egsicaklikli (7= T,) oldugundan (V1.4.1) e gore
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dUp = Ey (1 — aTy) dg
olur, Ote yandan, P ve ¥ de sabit olduklarindan
dHy = d(U + PV)y = dUp
ve (VI4.2) ye gire de
dSy = ~— ok dq

bulunut, Ote yandan da

§Qr = Ty dSy = — 0k, Ty dg

8W = — E dg = — E, dg

olur. Buradan integral almak siiretiyle Uy, Hyp, Sy, Qr ve Wiy nin degisim mikdar-
lar: elde edilir:

AUr=AHy = E,(1 —aTy) Ag = —247J
ASy = — aEy Ag == — 0,48 J/derece

Qr = —0E, Ty Ag == — 144 ]
Wyr=—-EjAg=—120]

4) Pil galigip da akim vermeye basladi muyd, tipk1 E elektromotor kuvvetini
haiz bir irete¢mig gibi davranir ve JAt = 100 Coulomb’luk bir yiik temin eder ;
bu da Ag == — 100 C luk negatif bir yiik almak demektir.

Pil esisih ve tersinir bir bigimde galishifit igcin dS = 0 olup (V1.4.2) ye gore
dT  aE,

=g
T C,

dur. AT yi kigiik farzederek buradan

|

AT = 2EaTo 5,
C

q

bulunur. Ag < 0 oldugundan AT < 0 dir; yani pilin esisili bosalmasi siiresince
bir soguma vukuu bulur. Buradan, sonuc olarak,

T _ ok
418

bulunur.
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VI.5, Sibit armatiirli biv kondansatér yahtkan bir sivi icine dalduimg bulun-
makiadir. V ile stvinim hacmny P fle de yiizeyindeki basincr gésterelim, Swvimm agr-
hii dolayisiyla kendi icindeki basmg degisimi ihmal edilmektedir.

Kondansatér ile sividan olusan sis-
temin tersinir bir bicimde eyrim gister-
mesini safiamak iizere Kkondansatbriin
armatiirleri arasma fedricen bir v po-
tansiyel farky uwygulanmaktadmr, Siste-
min sicakhfn 7 ve enfropisi de .S dir,

e off e

1) (a) Tanimlanan biiyliklikleri kullanarak sistemin i¢ enerjisinin diferansi-
yelini ifide ediniz,
(b) G == U+ PV—vg— TS vaz edilmektedir, G nin diferansiyelini yanmz,
¥ nin, S nin ve ¢ nun kismi tiirevleri arasmda ne gibi bagmtilar vaxdir?

2) (&) Swvx var iken kondansatiriin sifass C = g,C olup burada C ile kon-
dansatoriin boghiktaki sigasi gisterilmektedir: ¢, ise P ve 7" ye bagh bir hiiytiklitk-
tiir. Sébit basing ve sicaklikta sivinim AV hacim degisiminin ne elacagun ve sisteme
intikaal eden O st mikdarm hesaplaymmz. W, ile kondansatiriin elektrostatik

enerjisi gosterilmek iizere AV ve Q yu T, €., (9¢,/0T)p, (3¢,/dP)r ve W, min
fonksiyonu olarak ifide ediniz.

(b) &,—1, yaklasik olarak, sivimm p Szgiil kiitlesi ile orantihdwr. AV yig, ,

W, ve stvimn = (1/p) (3p/dP)r seklinde tanimlanan essicakbktaki sikigtiriima
katsayisinm fonksiyonu olarak ifide ediniz.

3) Sivimn iggaal ettifi hacim, biri armatirierin dismda ve F elektrik alamimn
sifir oldugu, digeri ise armatiirlerin arasinda kalan ¥, hacimlt ve E elektrik alamimn
birbigim saydacag: iki kisim olarak teldkki edilmektedir. e == gz, geklinde bir
dielektrik sabitinin karakterize ettifi bos olmayan bir ortamdaki hacim birimij basina

|
elekirik alam emerjisinin W = e g E* oldugu bilindigine gire sivmn AV/V,

izafi hacim degZigimini ¥, €. ,¢;, ve £ nin fonksiyonu olarak hesaplaymz ve
g, nin P basinciun artan bir fonksiyonu oldufunu gisteriniz.

COZUM : 1) (a) Ig enerjinin diferansiyeli dU = §Q — §W seklindedir.
Pilin disariyla miibadele ettigi i3 ise basing kuvvetlerinin yaptig: is ile elektrosta-
tik kuvvetlerin iginin toplanundan ibérettir. Sistemdeki basmg kuvvetlerinin yap-
tiklar1 elemanter i §Wp = P dV dir; elektrostatik kuvvetlerin sistem fizerinde
yaptiklari is de: 6Wg = — v dg dur. Su hilde toplam elemanter is

SW = PdV —vdg

dan ibérettir. Digartyla miibddele edilen elemanter 1s1 mikdar ise
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8Q = T1dS

oldugundan

dU = — P dV + vdg + T dS (VL5.1)

olur.
(b) G = U+ PV-—vg— TS hil fonksiyonunun diferansiyeli
dG = dU 4+ PdV + VdP —vdg— gdv — T dS — S dT
dir. (VL5.1) in im@gimda bu ifade

dG = VdP —qdv—SdT

ye indirgenir. G de, U da hél fonksiyonlan olduklarmdan bunlarin diferansiyci-
leri tam diferansiyellerdir. Bu 6zellik bize su ii¢ bagintiyr temin eder:

av a9
— = | — ) [1.5.2
(3" )P,T ( ar )V.T (V32
(EK) = — (—ai) : (V1.5.3)
ol Jvr aP Jur
(é‘?_) _ (ﬁ) , (V1.5.4)
BT v, T av P,T

2) (a) Stvimn ¥ hacmi (v, P, T) bagmmsiz degiskenlerinin fonksiyonudur.
Buna binden sivinin elemanter hacim degisimi

av =gy . 3 gp L Y o

av aP aT
seklindedir. Sabit basing ve sicaklikta (VI.5.2) yi de goz oniinde tutarak

dV:(ﬁf) de—(—Eig—) dy
ov /er oF /.7

olur. Kondansatoriin viikii de ¢ = Cv = g,Cy v oldugundan

av mw—(—-ai) Co vdvy
T

apr

bulunur. Buradan integral almak sfiretiyle stvinmn hacim degisimi i¢in
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Avmmﬁfm) g V¥
aP fr 2

1
bulunur, Hilbuki kondansatoriin elektrik enerjisi W, = -%— Cvt = > Covs,

dir ; buna gore

Ay =—We (3“‘* ) (VL5.5)
T

ohur,

Ote yandan sabit basing ve sicaklikta sistemin elemanter entropi degisimi
ds = (fi) dv
av /er
ya da (V1.54) dolayisiyla

dS-:(j—?—) dvx:(va—e'-) Cyv dv
ar v T oT P

dir. D6niisiimiin tersinir olmasi hasebiyle disansiyla miibddele edilen elemanter
181 mikdan

og
8Q=Td3=—_»T(-—:-) Cyov dv
aT/p °

olur. Bu ifideyi, T = sdbir olmas: dolaysiyla, v iizerinden integre edelim; b&y-
lece intikaal eden 1st miktan olarak

0 = T(aer) "LCOI’Z
P

oT/p 2
ya da
Q=T We (_‘?_E_r_)
E, aT P
bulunur.

(®) k ile sdbit bir katsayr gosterilmek iizere g, — 1 == kp kaaniinu
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afgr‘”’“])mf_g
g, — 1

yazmay: miimkiin kilar; buradan da
a(sr_ 1) - BE,- . S 1 dg
aP arP p OF
yazilabileceginden (VI.5.5} i de

= (Er_ i)}C

AV = — yW, T —— (VL5.6)

seklinde ifide etmek imkim dogmus olur.

3) Biitiin elektrik enerjisi ¥, hacm icine depolanmig olup
W, =—§—z-:(,s,E2 V,
2
dir. Su hilde ve (VL.5.6) dolayisiyla stvimin hacim degisimi
AV = .m;_. 3 & E2 ¥, (e, — 1)

ve dolaysiyla izafi hacim degigimi de

AV 1
= — — Y E (g, — 1) E?
v > X EgAE,

seklinde olur.

Swvinin dzgil (p = m/V) kditlesinin izafi degisimi

Ap AV e —1) B
P Vo 2
ve basmcin degigimi de
ap=220 APz—l—sﬂ(s,-—l)E"
X # 2

seklinde olacakitir.
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Bovylelikle armatiirler arasindaki stvinin bir basing artisma (AP > 0) ve bir ha-
cim azalmasima (AV/ ¥ < 0) maruz kaldifis g6ritlmektedir. v gerilimi artt:f1 zaman
dielekirik hacminin azalmas: olayma elektrostriksiyon olayt adr verlir,

AV << 0 oldugundan (VL.5.5) bafintist g% > 0 oldufuna; yini izafi e, di-

elektrik sibitinin basmgla birlikte arthfina igiret etmektedir,

VI1.6. Karghkln iki viizéi diiz, 5 yiizeyini haiz ve mident olan / Kalmhgmnda bir
piezoelektrik levha gz dniine alimyor. { kalimhin ile levhamn g yiikii (P ile bir yiiziin
{izerine uygulanan basmng, 7 ile levhamn sicakhige ve 1 ile de levhanin uglarina uy-
gulanan potansiyel favkim gistererek) I=I1(P,T,V) ve g = g(P, T, V) seklinde
bagimsiz ii¢ defiigkenin fonksiyonudurlar. P basiner bir germe kuvveti icin negatif,
bir sikagtirma kuvveti icin de pozitif eolarak hesaplanacakoir. Ayrics, sistemin yal-
nizca esisihy siireclere thbi tutuldugu varsayilacaktwr. Egisth bir doniisiim icin pie-
zoelekirik levhamm karakteristik katsayilarndan

* gabit gerilimdeki esnelik modiiléi: £ = [ (-aa—i’—) ;
v

* sfibit basingtaki piezoelektrik katsayisi: K = L (—-é%) :
P

* piroelektrik katsayisi: TI = (_@_‘j’_) 5
BV

oT
. 1 /8!
* lineer genlesme katsayisi: A = — | — 3 ve
1 \aT /pr

* s4bit gerilimde yiik artigr katsayisi: g = ( %‘%)
Vv

geklinde tanymianiy.

1) Termodinamigin temel ilkelerini diferansiyel gekilleriyle uygulayarak, ge-
rilim, esisili ve tersinir bir bicimde AV kadar degistifinde levhamn / kabmiigim s4-
bit tutmak icin basmei (2 min, s nin ve A} uin fonksiyonu clarak ifide edilecek olan)
bir AP mikdan: kadar degistirmek gerektigini gisteriniz. ¢ = 0,21 ile tammla-
nan bir piczoclektrik levha iizerine, gerilim 200 V arttifmda fazladan uygulanmasi
gereken kuyvetin siddeti ve yonii ne olacaktir?

2) Piezoelektrik levhamn katsayrlam arasinda ¢ = KEs seklinde bir bagmt
oldugunu gisteriniz.

3) Kalmhggm dl/! izafi arbsme dediskenlerin dP, dT ve dV elemanter degisim-
Yerinin ve E, A, K karakteristik katsayslarmm fonksiyonu olarak ifide ediniz.
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4 G = U-—gV— Psl— TS termodinamik potansiyelinin diferansiyelini ya-
zip buradan levhamin karakteristik katsayilarnimn ve Cpis1 sifasmm fonksiyonu
olarak S(P, T, V) entropisinin diferansiyelini qikarimz,

5) di/i yi 3) ve 4) fikralarinda elde edilen ifidelerin mifmda 4 d7 -+ B dP sck-
linde ifade ediniz.

COZUM : 1) Basing kuvvetleri — Psdl ve elektrik kuvvetleri de — Vdy
ya esit bir is yapmaktadirlar. Levhanin i¢ enerjisinin egisth bir déntistim icin haiz
oldugu diferansiyel de, su hilde

dU = —8W = Psdl -+ V dg (VL6.1)

den ibaret olur. I ve g degiskenleri yerine / ve V defiskenleriyle iy gérebilmek igin
F = U - gV seklinde bir hal fonksivonu ithal edelim. Bunun diferansiyeli

dFf = dU —Vdg-—qdV
yahut da

dF = Psdl —qdv

olur. dF nin tam bir diferansiyel olmasi gart:

), = {3

olduunu ortaya koymaktadir. Su halde levhanm. / kahnlig: sabit tutulursa basin-
cin ve gerilimin degigimleri birbirlerine

dP = 2L qv
hY

diferansiyel bagintisiyla bagl olurlar. Buradan

AP = —Z Ay
hy

bulunur. Su hilde gerilimin AV kadar artmas: hilinde levhaya fazladan uygulan-
masi gereken kuvvet :

SAP = —aAV

olur. Problemin verilerine gbére bu kuvvet
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— a AV = — 0,21 x 200 = — 42 Newion

olmahdir. Buradaki — igreti piezoelekrik levhanm sikistinimasina delilet et-
mektedir. Su hilde demek ki V potansiyeli arttifs zaman levhanin kahnhg da
azalmak egilimindedir.

2) Inin P, T ve § nin fonksiyonu oldugu yani bu dort degisken arasinda
FU P, T, 5 =0 seklinde fonksiyonel bir bafmi bulundugu diigiintilebilir. Bu
takdirde degigkenlerin kismi tiirevleri arasinda

(5 sl 37 ) 3=
P Jvs\ oV /is\ ol /ps

seklinde bir bagmti olacag malimdur.

Halbuki tapimlanmys olan biitiin katsayilar da, tersinir ve esisili yani sibit
entropili déniigimler igin tammlanmis bulunmaktadirlar ; bu itibdrla bu son
bagmmtida her bir ¢arpanmn verine egdeferi vaz edilirse :

Lo ) -~I-—:--—~I - a=KEs
E s ) Ki

bulunur,

3) Simdi d! diferansiyelini P, T ve V bagimsiz degiskenleri cinsinden ifide
edelim :

dt:(ﬁf'-) dP+(-§’—) dT+(»~§l—) av
oP /1y 8T Jpv aV/pr

dlr—-—é—dP—I—MdT—i—KldV

va da

olur. Su hilde piezoelektrik levhanin kalmhifiun izafi degisimi

i‘;l — —]15- dP + N dT + KdV (VL6.2)

dir.

4) dG =dU —qdV — Vdg— Psdl — sl dP — T dS — S dT

dir. G6z Oniine alinan dontisiimler tersinir ve esisii doniisiimler olduklarin-
dan dS = 0 dir. Buna gore dG nin ifadesi (VL.6.1) i de g6z 6niinde tutarak
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dG = — sl dP — S dT — qdV’

olur. 4G nin bir tam diferansiyel oldugunu ifade edersek

oP /1y aT /pv aVjer ol /py

olur. Entropinin diferansiyeli ise
ds = (-‘3‘5) dP + (-9-5-) dr -+ (i’f?_) av
oP v arT PV av PT

oldugundan, buradan dS nin

dS = M s dP + %dﬁ" + I dV (V1.6.3)

seklinde ifade edilebilecefi sonucu ¢ikar.

5) Tersinir ve esisih bir termodinamik donfigiim igin dS = 0 dir. (V1.6.3)
bagintisindan, bu takdirde

EIL As

dV = — dT— — dP
T i

bulunur. Bu bagint: ise (VI.6.2) bagintisina vaz edilirse &I/ i¢in

4 m( —K—C’—’)dT+(-I—— K“"’) ap
; nr E T

! . .. .
gibi f{l— = A dT -+ BdP geklinde bir ifide elde edilmis olur.

X ¥ X ¥ ¥ ¥ ¥ X X X X ¥

VL7. n, mol a gan ve n, mol de b gazmm birbirine karmgmasiyla olusmus
bir gaz igim, x = n,/(n,+ n,) olmak ve p He kimyasal potansiyeller gbsteril-
mek iizere, Problem VI.1 de stz konusu edilmis olan GI/BBS-DUHEM denk-
leminden faydalanarak,

x (Q,"‘_a) e _x)(a_""i) —0
ox /r,p 90X /rp

oldugunu posteriniz,
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COZUM: GIBBS-DUHEM denklemi bu &zel sisteme uygulanirsa
— SdT + VdP —un, dp,—n, dp, = 0
yéani
ngdp, +nydy, = —SdT + VdP (VL7.D)
bulunur.

Diger tarafian p,; = p (P, T, n;) oldugundan

dyy = (.a;ﬂ‘;',,

) dT -+ (_@_iﬁ_
T JP.(nj) 12

a.P )T, (Bj )jm 1.2
dir.
Problem VLI den

dG = — S dT + VdP + Y, p, dn,

oldugu bilinmektedir. dG bir tam diferansiyel oldugundan

(22, ()
9P [P an; JT.P (nj) 4

(Q&r_) _ (,@K)
P JPr; on JT.P (n;)f+1

esitlikleri bulunur, O halde

e
or; JTLP (v ) j 4

dir. i =a, b igin

du_a:__(-ig._) dT+(§K) dP_[_(au'a) dna
on, /TP ny an,|1.p,ny an_ jT.p

dub=—(£) dT_i_(_aK) dp_|_(§l’:é) dn,
on, /T.Pn, dn, J1.P, m, dn, /TP

olur. Bu iki ifide (V1.7.1) de yerine konarak

as aS) av 14
— 1 — — dar al— — d
{n (ana)m’, ny, % (anb T.P, na] + [n (an)T.P, my, + (anb)T,P,na ] s

-+ A, (au‘, ) dn, - nb(a_‘fé) dn, = —8dTI' + VdP
on, /P.T on, /T.p

(2

) dp+(§‘i) dn,
Oy JTP ()5 g T.P

an,'
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bulunur. §ve ¥ nin », ve n, ye gore birinci mertebeden homogen fonksiyonlar
olduklart asikidrdir. Buna gore

f‘ia( BS) + ﬂa("g"_g‘) == S’
on, TP, uy 8ny, JTP.n,

na(av) +nb(ﬂ§_~;i) mV
an,}T.Pry oMy [T g

olur ve yukaridaki denklem de

n, (g&‘!) dn, + n, (%) dny, ==
an, JT.p

seklini abr. Bu ifide n, 4 n, ile boliniir ve x == n, f(n, -+ n) iginny = 1 —x
olacagt da g6z Oniinde tutulursa

x(é’-ﬂﬂ) dx + (l——-x)(?—‘—l'—’?—) de =0,
dx Jr.p ax JT.P

ve dx de keyfi oldugundan

x(@&«z) 4+ (1 — %) (ijﬂz) == ()
ax /rp ax Jr.p

bulunur.



BOLUM

GAZLARIN
KINETIK TEORISI

VILL. X = K(r, v, 7) varsayarak ENSKOG denklemini yeniden tesis ediniz.

COZUM . Molekiil iizerine etkiyen kuvvet K = K(r, v, #) seklinde olmak
ve = J(v) de miimkiin ¢arpigma sibitlerinden birini gbstermek lizere BOLTZ-
MANN denkleminden

f't[J(‘f)r —ag Z kw-—~ %M—— ZKk(rv 1) ———% f@,v,)dv=0

—t 0%k Yk

yazilabilecegi malimdur. [bk. AHMED YUKSEL OZEMRE: ISI TEORISI,
(V11.2) sayilr alt béliim].

| v1-> s igin f(r, v, t) => 0 oldugunu ve gazlann kinetik teorisi gergevesi
icinde A gibi bir bilyiikliifiin ortalama degerinin de

(AS= i%?-z%fAfd%

bagmmtisi araciligiyla tamimlandifini kabul edecegiz. Buna gére yukandaki denk-
lemin ilk teriminin

af J /‘ 9 on REUD
h—L A% e — By = — — -4 p—xL
fvat =2 e at(”“’)) & n 2
ikinei teriminin

d o D
Zf“’“k”gg,d3V E«é’}‘f Uiy = 251?2(”“"‘1’))

k=]

ve liglincli teriminin de, kismi integrasyonla

196
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3 3
) f Y Kylr, v, r)ﬁf%;ﬂ Py = E§ Wb K Thvioeo—
k==l *

;cﬂ..
3

— [r[R v o3 L (02 5 (2

k=1 k=1

seklinde yazilabilecedi goriilmektedir. Buna gire genel ENSKOG denklemi

(452" a<¢> *“iai (n<vk¢>)wi£_< a¢>

at k==l k szl avk
on <8Kk >
- Z . ¢
ey av,

sckline girer.

VIL.2. Birbi¢cim bir E elektrik alam icindeki elektrenlardan olugan bir termo-
dinamik sistem goéz Onine alimryor.

1) Carpisma olmadigy takdirde bu sistemin BOLTZMANN denkiemi pasit
clur? Bu denklemin genel c¢iziimiini tesis ediniz.

2) Roldksasyon zamanh yaklagim cergevesi icinde sag yamh BOLZMANN
denklemini yazip f m, denge durumuna tekaabiil eden MAXWELL-BOLTZMANN
dagihimi olmas: hilinde denklemin genel cOziimiinii bularak fiziksel yormmunu ve-
riniz.

COZUM : 1) Bir elektronun iistiine etkiyen kuvvetin — eE oldugunu da
g6z Oniinde tutarak, ¢arpisma terimsiz BOLTZMANN denklemi bu hil icin

2f= 2f- ——p grad, f—ecE .grad, f =0 (VIL2.1)

sekline bitriiniir.

(VIL2.1) birinci mertebeden, kismi tiirevli lineer ve sag yansiz bir diferan-
sivel denklemdir. Bunun verilen sartlar altindaki ¢dziimini elde etmek icin énce
bu cins diferansivel denklemlerin genel ¢dziimlerinin nasil elde edildiklerini ki-
saca hatirlatalum.
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Birinci mertebeden, kismi tiirevli, lineer ve sag yansiz bir diferansiyel denk-
fem, X;ler X; = X,(x;)) seklinde n adet x; degiskenlerinin fonksiyonlant olmak
uzere,

¥ x2E o (VI1.2.2)
fsl ax;
seklindedir.

Simdi de

dy, _dxq . _da _dx, (VIL2.3)
Xl. Xz Xf XB

seklindeki diferansiyel denklem sistemini géz Oniine alalim. (VIL.2.3) sisteminin
Fy(x,) = C; = sdbit , f=1L2,...n—1 (VIL2.4)
seklinde s —1 adet lineer bagimsiz ¢6ziimii haiz olacag kolayca tahkik edilir.

F; ilkel integrallerinin birbirlerinden bafimsiz olmalari bu fonksiyoniarin
n—1 degiskene gére JACOBI determinantlarinin sifirdan farkli olmast demektir:

J = a(Fp F‘Z 3y Fn—l)

a(x[ y xz | REESY xn-—-l)

# 0.

(VIL.2.3) sisteminin ¢dziimil olan (VII.2.4) fonksiyonlar: ayn: zamanda (VII.
2.2) denklemini de tahkik ederler. Gergekten de, dx; lerin (VIL.2.3) dolayisiyla
X, lerle orantih olmalarindan &tiiril

R a Fj n 3 F_;
0=dC;= Y —dx; =Y X;—=

Ei ax; EI !axf
yazilabilir. Eger F, (V1L.2.3) sisteminin ve dolayisiyla da (VIL.2.2) denkleminin
Ozel bir ¢éziimil ise F; lerden bagimsiz olamaz ve
a(FF,,....F,}) _

a (xl ERLES] xn)

olur, yani F fonksiyonu n—1 adet F; ilkel integralinin

0

F = (D(Fl yeeey Fn—l)
seklinde bir fonksiyoneli olur. Bu da (VI1.2.2) nin genel ¢dziimiidiir.

Bu bilgilerin 1g181 altinda (VIL.2.1) denkleminin ¢oziimiiniin

dr = m dx /i dy =m dz _—__@ﬁm_,‘?&z_ﬂ&
px Py Pz eEx eEy BEZ
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diferansiyel denklem sistemine indirgenecegi anlasilmaktadir. Bu sistemin ise bir
elekirik alanindaki bir elektronun hareket denkleminden baska bir sey olmadifu
derhal goritlmektedir. p, ve 1, ile, elektronun ¢ = 0 dmndaki impuls vektori ile
yervektOrii gdsterilirse bu sistemin ¢dziimit

1 A
p=—ckt+{p,, r=——~£—-t2+—p——°t+r0
2m m

seklindedir. Buradan derhil iki vekicrel ilke] integral ifadesi elde edilir:
p + ¢E t = p, = sabit
r - £ 2 Bo s ry = sdbit
2m m

Su hilde (VIL2.1) in genel ¢éziimii, @ ile 6 defiiskenin keyfi bir fonksivonunu
gostermek {izere

f(r,p,t):®(r0.po)m®(r+;—Etz—~"—° t,p+ ek t)
144

m

seklindedir.
@ nin (VIL2.1) in ¢6ziimit oldugu kolayhkla tahkik edilebilir. Gergekten de

af arp 8P0
2L (grad,, ©). 22 4 (grad,, ¥). L0
o= (erade, @), 22 Ggrad,, @). 9
z(fEt__P;Q).graﬂrstb+(eE).gradpo<D
£ m

8f _ 90 ax,_ a® )

9x  0xp, dx ax;
af @ dy, 9P
ay oy By 8%
of 0% 3z, oD

dz 9z, 4z 9z

8f _ 3% 9%, | 30 dpy 32
apx ax() apx apu: apx apﬂx
of _ 9% 3y, _|_8(D 0poy _ 00

ap, 9y 8p, 3pe, 8D, P,

v > grad, [ = grad, @

1
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of 30 3z 3% dp, 3%

- 1
apz 62{1 af} > 3}5‘0: a.ps apﬂz
yani
grad, /= grad,, ®
oldugundan
."Z?‘fm—-e—~+-~13~.gradrf—--eﬁ grad, /= (EE —pi’),_gradm@+
at m m

+ (¢E) . grady, © + -—i— . grady, ® — (cE) . grady, @ =

m(@jw,&_{_& QE

) grad,, @ 4 (¢E — ¢E) . grad,, @
m m m m

e= ()
bulunur. Bu da ® nin (VIL.2.1) denkleminin genel ¢dziimil oldugunun kanitidir.

2) Roliksasyon zamanh yaklagun cercevesi iginde, gdz Oniine aliman hile
tekaabiil eden sag yanh BOLTZMANN denklemi

8 + 2 pradf— ok grad, f =

olup f; 1n ifadesi de, n ile birim hacim bagina tinecik sayisini gostererek,

f=h (VIL.2.5)
T

32
ﬁ,*——n(;—;'—’] exp (—Bpif2m), (B = 1/kT)
ile verilmistir.

(VIL.2.5) birinci mertebeden, kismi tiirevli, lineer ve saf yanh diferansiyel
denkiemini (VI1.2.2) gibi sag yansiz bir denkleme indirgemek miimkiindiir. Bu
cins sag yanh denklemlerin en genel hili, X; ve Z fonksiyonlar1 x4, x,,...,x, ve
z nin fonksiyonlari olmak iizere

X Lz (VIL.2.6)
336;

=1

seklindedir. Buradan hareketle, ve genel ¢dziimiin de

G(xy, %5 0o X, ,2) =0 (VIL.2.7)
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kapalt seklivle n-- 1 degiskenin fonksiyonu halinde verilmesi sartiyla, (VIL.2.2) ye
benzer bir denkleme eriymek miimkiindiir. Nitekim (VIL2.7) yi meseld x, ye gore
titretirsek

aG & G 9z 0

ox; 0z dxy

yazilabilir. Bu (VIL2.6) daki yerine vaz edilirse

Z X,-mgmgﬂ -+ & G 0 (VIL2.8)

ax; 32.’

=1

bulunur, Su hilde (VIE2.6) sag yanh denklemin genel ¢6ziimii (VI1.2.8) sag yan-
stz denklemin x,, X, ,..., X, , z degigkenlerine bagh ¢oziimiinii sifira egitlemekle
elde edilmis olacaktir,

Buna binden sag yanh (VII.2.5) denkleminin ¢éziimii de

dt:m dx = n dy = i dz :_.[Z'px E—-—@lm—-—fggfwzww——._-‘nfi{__.
px py Pz EEJ: eEy EEz (f_.fo)'r

diferansiyel denklem sisteminin ¢oziumiine indirgenir.

Bu denklemlerden ilk altis: hareket denklemlerinden ibArettir. Sonuncusu ise

Y, L _h

VII.2.9
di T T ( )

seklinde olup buradaki f 1n ifddesinde, r ve p degiskenlerinin, harcket denklem-
lerinin integrasyonuyla elde edilecek ifddeleriyle gésterilmis olmalan gereklidir.
Eger sicakhk ile tdneciklerin sayisimn her yerde aym olduklar: kabul edilirse f
nin ¢ ye bagliligt ancak p aracilifiyla olur. (VII.2.9) un, sibitlerin degisimi yénte-
miyle elde edilen ¢dziimil de

f=C{t)e "
seklinde olup C(r) de

4C _ Jo i

dt T
denklemini tahkik eder. Eger fil#,] ile r ve p degiskenleri yerine bunlarin ¢ = ¢,

inmdaki degerlerinin vaz olunmug oldugu f, fonksiyonu gosterilirse son diferan-
siyel denklemin ¢éziimii

dt,
T

() = f filto] e o 1 ¢,

seklinde yazilabilir. Buna gore de
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H
f{?) e f f;j{fnl glfa 0= _‘i{f}_ 4 Cg —
T

yahut da t, — ¢ = ¢’ vaz ederck

fl) = f Flt'leti= W\ e (VIL.2.10)
T
Q

bulunur,

Eger hem » hem de B, x, ile ¢ den bagimsiz iscler fi[t'] yii agikea belir-
lemek miimkiindiir, p,, ile ¢ == ¢, daki impulsu gostererek

Prp=p—cE(—t)=p-t B¢

diir. Buna gore
folt) = 1B [2m) P exp [,,_ Lo :')1]
1

olur. Bu hil igin fnin 7 ye baghhiginm yalmzea p aracilifiyla olduguna da igiret
edelim.

BOLTZMANN denkleminin genel ¢éztimii
D(Cy, 1 Py) =0

seklinde olacaktir. @ ile yedi degiskenin tekil olmayan tiiretilebilir keyfi bir fonk-
siyonu gosterilmektedir. Su halde

Co = d(ry , By
ve delayisiyla da (VIL2.10) dan

fl,p )= ffn{t'I St + et~ tb{r + LN PoypteEt )
T ‘\ 2m m
0

bulunur, Bu ifidenin ikinci terimi, eger U fonksiyonu ¢ ile birlikte ¢abuk artan
bir fonksiyon degilse, iistel olarak sifira gider; © da n ve p mn ¢ den bagimsiz
olmalar:t hilinde stasyoner bir rejime doniis zamanint karakterize eder. ¢ >t

oldugu zaman araliklari gdz Oniinde tutulursa sidece birinci terimin bir kat-
kisi olur. Elektrik alam yoksa
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i

fi, p, 1) ==fy + et Il)(r - i%g ., P)

olur ki bu ¢éziim de denge dist birakilan bir sistemin v mertebesinde bir zaman
sonra gene f, denge dagihmina ddnecefini acikca gdstermekiedir,

VIL3. Aym anda uygulanmis bir E elektrik alam ile bir de B magnetik ala-
i eikisi altinda bir elektvon gaz géz oniine alwgyor.

1) Roliksasyon zamoanhi vaklasim gergevesi iginde sistemin BOLTZMANN
denkiemini, birbicim bir yiik yogunlugenun varh@un varsayip elektron gazinm stas-
yoner hili icim yazumz,

2) Bu deaklem pespese yaklasmmlarla ¢oziifmek istendigi takdirde f dagihim
fonksiyonunun B magpetik indiiksiyonundan bafunsiz oiacagm gosteriniz,

3) Cile C= C(E.B) seklinde bilinmeyen bir vektdr gosteribmek fzere
BOLTZMANN denkleminin

f=/fo+evC. grad,f

geklinde bir ¢oziimii haiz olmas igin C vektoriniin gergeklemesi gereken bagmniiy:
yalmzes E nin lineer terimlerini gbz oniinde tutarak tesis ediniz.

4) Cyi E ve Bnin fouksiyonu olarak belitleyip buradar f dagibrumn ifi-
desini grkarmiz.

COZUM : 1) —e yiiklii bir tAnecik iizerine
K=—¢e(E-+4+vxB)

seklindeki LORENTZ (1853-1928) kuvvetinin etkidigi bilinmektedir. f dagilim
fonksiyonu r den bafimsizsa ve stasyoner bir rejim igin
v/ =0 ve i _ 0
ot
olur. Bu takdirde de rdlaksasyon zamanli yaklasim cergevesi iginde BOLTZ-
MANN denklemi

—e(E+ v X B). vpf—_:_%ﬁ (VIL3.1)

sekline indirgenmis olus.
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2) Pespese yaklasimlar yontemi, s-ninci mertebeden vaklasimda bir onceki
denklemde birinci terimdeki f ye {(#—1)-inci mertebeden yaklapmda elde edilmis
olan ifidesini ikaame ctmekten ibfrettir.

Problem VILZ den f, == n (nB/2m)¥? exp(—fp?/2m) oldugunu bilmekleyiz;
buna gdre v, f; m v ile orantili olmast dolayisiyla [v>(B . v)] kutu ¢arpim s1-
fir olacagmdan 1. mertebeden yaklasimda ve e==p*/2m var ederek,

d./a

f::'ﬁ}"'l“"TeE'fo;)ﬂ:‘f;)“%_vteE’v a
-4

olur. Daha yiiksek mertebe yaklagimlarda da bu hep bdyle olacagindan f dag-
Iim fonksiyonunu bu yontem gergevesi iginde B nin fonksiyonu olarak ifide ede-
bilme clanaf yoktur. Bu sebepten Otiirii de pespese yaklagumlar yontemi bu
problem igin uygun degildir,

3) Elektrik alan: olmadir takdirde magnetik alan, (v} == 0 olacag igin
ve kezd LORENTZ kuvvetinin de ortalama olarak hi¢ bir etkisi olmayacagindan,
clektronlarin dagihm iizerinde bir etkiyi haiz defildir.

Buna binden C vekt6rit efer B = 0 ise E ile ¢cakismali ve eger E = 0 ise, sifir
olmahdir. $u hélde € vektdrit E vektSriiyle orantiidir. Buna gore

f=fitetC.yfy=f+ = (C.p 9o, (VI1.3.2)
m de
ve buradan da

2
fo:%_g+e:[(;§._fn-+(c_p)3; Q_fg_]
g m m H m Qe

bulunur. Bu ifide (VIL.3.1) e ikaame edilir ve ayrica (VIL3.2) den de
ST fcp %.:_e(c_v)a_ﬂ!_
m i3 o

oldugu géz Oniine alinir ve kezd C . E ~ E | E seklindeki terimler de ihmél edilir-
se, sonunda

C.v=E.v+ " (vx®).C
m
ya da
Cv=E.v+ EBxO.v
m

ifadesi elde edilir. Bu ifide v ne olursa olsun dogru oldugundan
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C=E+ S5Bx0) (VIL3.3)
il

oldugu anlasiimus olur.

4) C vektoril E ve B vektérlerinin bir fonksiyonu oldugundan € yi birbirle-
rinden lineer olarak bagimsiz olan E, Bve B » E vektorlerinden olusan  bir
referans ugyizlissiinde bilesenlerine ayirabiliriz. Buna gore

C==gE + B+ v(B X E) (Vil.3.4)
yazilabilir. (V11.3.4) &t (VIL3.2) ye ikaame ederck

GE + BB |+ Y(B X E) = E + = B X [¢E + BB + (B x E)} =
1

=E+ ol BxE+ v [(E.B)B— BE
11 m

olur. Buradan, terimlerin 6zdegliklerinden

g1 —X3pr, p=Y¢Tp g, H=2¢8
m m m
yani
2
(‘11) B.E b
. 1 B— m y = m
= —\2 ’ = 2 ’ = )
R T T
m m m
bulunur. Buna gére f nin (VI1.3.2) ile verilen ifidesinin agik sekli de,
4= 1
= p.2
()
m

vaz ederek,

F=fi+ a—f&v.[E+(£)2(B.E)B+§(BxE)]
a d m

€ m

olur.
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VIL.4. ideal bir gaz goz oniine alindiginda bunu olusturan molekiillerin en
muhtemel hizlarmm : v, = \/ZkT/m; ortalama hizlarmm: { v>=_1;= \/m/nm

ve ortalama kare hizlarinm kare kikiiniin de: \/( vy = \/52 \/3kT/m oldu-
gunu gosteriniz.

COZUM : Kendisi biitiinliyle bir hareket yapmayan (¥, = 0) ideal bir gaz-
daki molekiillere tekaabiil eden MAXWELL-BOLTZMANN dagihm fonksiyonu

£ =n (

i e m|y2{/2kT
2n kT

seklindedir. Simdi F{v) dv ile hizlanin v ile v+4-dv -araligima diisen molekiillerin
birim hacim basina sayisini goésterelim. Bu biyikligin, hizlartnin dogrultular:
goz Oniinde bulundurulmaksizin, hizlar1 séz konusu araliga diigen biitiin mole-
kiillerin toplami olacagl asikardir; su halde

F(v) dv = ffo(") dv

olacaktir. Buradaki ii¢ kath integral ise v <|v| < v- dv sartina uyan biitiin
hizlar, iizerinden alinacaktir. fi(v) yalnizca |v| ye tabi oldugundan s6z konusu
integral, hizlar uzayindaki v ile v 4+ dv arasinda kalan kiiresel kabugun 4nv? dv
hacm ile fy(v) nin ¢arpimindan ibédret olacaktir:

F(v)dv = 4nfy(v) v* dv . (VIL4.1)
Buna gore
12 — mv?/2kT
F(v) =4nn ( Ve
2nkT

olur. Buna MAXWELL hiz dagiinu ad1 verilmektedir. Bu dagilimda en muhte-

mel hizin dagilimin maksimumuna tekaabiil eden hiz oldugu asikardir. Buradan
kolayca

2%T

v, = Max F(y) = o

oldugu hesaplanir.

Ortalama hiz ise tanimi geregi
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oo

f v F(v)dy -

v=(wy=2 1 (R

oo

f F(v)dv "3

0

= —Lf ]%(v)v4nv2dv=ﬂj'fb(v)v3dv
n n
0 0

= A |2 . f B MYET gy
2r kT,

o

g [ L m ~2m\/8k'r
2 kT) 2 \ 2T nm

olarak saptanmus olur.

Simdi ortalama kare hiz: hesaplayalim:

(v

?ﬂ<v2>=%f vzf;,(v)tlnv’dv:‘l’-:[mffo(v)v‘dv
) 0

[ ]
=4ﬂ'.( m 32 f vl e—-mv'»'/ZkT dv
2nkT
¢

[ ¥ 3\/2r (kT \?  3kT
21ckT) 2 m m

ve buradan da

Vi = \/( viy= E

m

bulunur.

VILS. Enerjileri € tle ¢ 4 de arasinda bulunan molekiillerin MAXWELL-
BOLZMANN dagilimmin

2nn —e/KT
Fle)de =——\/e ¢ de
() P Ve

oldugunu gosteriniz.



208 ¥ ISI TEORiSI COZUMLU PROBLEM KITABI

COZUM : Enerjileri ¢ ile €+ de arasinda bulunan molekiillerin  F(g) de
sayst, €= (1/2) mv? ve dv==de/ V’2me olmast dolayisiyla (VI1.4.1) den, derhal,

"’”E 2 o t/AT de
m S Vime

F(g)de = 4nn ( "
2rkT

T inf;rz Ve et de
(L

olarak hesaplanir.

VI1L.6. Bir molekiiliin yaricapt d oldugundan iki molekiiliin ¢arpigmasi igin o
etkin tesir kesitinin ¢ = 4n d? olacagim gosteriniz,

COZUM : Bir gaz1 olusturan molekiillerden biri hari¢ diger hepsinin yer-
lerinde ¢akali kaldigini, sdz konusu tek molekiiliin de bunlar arasinda ortalama
{v) hiziyla hareket etmeye devam ettigini farzedelim. Molekiillerin & yangaph
tamamen esnek kiireler olduklarimi da kabul edelim. Su halde bir garpisma es-
nisinda g¢arpisan iki molekiiliin merkezleri arasindaki uzaklik 24 den ibaret ola-
caktir. Eger hareket eden molekiiliin yaricapr 24 olsaydi da duran molekiil bir
noktaya indirgenmis olsaydi iki molekiiliin merkezleri arasindaki uzaklik gene
2d den ibiret olacakti. Bu itibarla hareket eden molekiiliin etkin dik kesiti ya da
o carpigma tesir kesiti

¢ = 1 2d)* = 4n d?

den ibaret olacaktir.

VIL7. Bir molekiiliin, birim hacmnda » molekiil bulunan bir gaz iginde 7 za-
mam zarfinda yapacagy ¢arpismalann z sayisimn, pespese iki ¢arpisma arasinda
katedecegi A ortalama serbest yolunun ve pegpese iki carpisma arasmda gegen T
ortalama siiresinin ifadelerini tesis ediniz.

COZUM: v={v) ortalama hiziyla harcket eden bir molekiil + kadar

bir zaman iginde ¢ dik kesitli v # uzunlugunda zikzakh silindirik bir hacim siiptir-
mus olacaktir. Molekiiliin izledigi yolun zikzakh olmasi da her ¢arpigmada hare-
ket yOniiniin degismis olmasindan o6tiiriidiir. Su halde eger gazin birim hacmin-
da » molekiil bulunuyorsa merkezleri bu s6z konusu silindirik hacmin iginde bu-
lunan molekiillerin ortalama sayis1 da: o 7 v £ den ibéret olacaktir. Bu biiytiklitk
t zamani zarfinda vukuu bulacak olan garpismalarin sayisindan bagka bir sey
degildir. Buna gére birim zaman aralif i¢inde vukuu bulan ¢arpigmalarin sayist,
ya da baska bir deyimle garpigma frekansi
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olacaktir.

Carpismalar arasinda molekiiliin katettigi ortalama serbest yol ise, asikar-
dir ki, # zamani zarfinda molekiiliin katetmis oldugu v ¢ yolunu, ayni zaman zar-

finda maruz kalmis oldugu onvt garpigsma sayisina bolmekle elde edilecek-
tir ; boylelikle

N o= (VILT.1)

bulunur.

Eger iki ¢arpisma arasinda ortalama olarak < kadar bir zaman gegiyorsa
A=vx

olmalidir, (VI1.7.1) gbz &niinde tutulursa

oldugu anlasilir.

VIL.8. a) Bir gaz icindeki molekiillerden birinin ¢+ zamam kadar bir siire i¢cinde
baska bir molekiille ¢arpismaya méruz kalmamasi ihtiméali P(¢) ise ve aym molekii-
liin ¢ ve t 4+ dt zaman arahgmmda bir ¢arpisma yapmas: ihtiméli de W dr ile goste-
rilirse P(t) = exp(—W?t) oldugunu gosteriniz.

b) Z(t)dt eger, bir molekiiliin  zamam kadar bir siire icinde hig bir carpismaya
méiruz kalmaksizin ¢ ile ¢ + 4t anlari arasinda bir carpismaya méiruz kalmas: ihti-
mali ise P(t)dt= W exp(—Wr)dr oldugunu ve ¥ = 1/t olmas1 gerektigini gis-
teriniz. W = W(v) ise sonuglar ne gekil ahr?

COZUM : a) Bir molekiiliin ¢ + d¢ zamam zarfinda bir carpismaya ma-
ruz kalmamasi ihtimili bu molekiiliin ¢ zamam zarfinda bir ¢carpigmaya maruz
kalmamasi ihtimdli ile ayni molekiiliin bundan hemen sonra gelen ¢ ile ¢ + dt
arasindaki zaman aralifinda ¢arpismaya maruz kalmamast ihtiniéilinin garpimin-
dan 1barettir; ya da matematik olarak:
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P(t + dt) = P(t) (1 — W dr)

veya-
P(t) + j—f dt = P(t) — P(t) W dt
yahut
-}; %’; —— W - P{)=Ce™ (VILS.1)

olur. C integrasyon sabitinin degerini saptamak igin ¢ = 0 igin P(0) == 1 olmasi
gerektigine igaret edelim. Bu C =1 verir. Su halde

P(t) =e Wt
dir.

b) Bir molekiiliin ¢ zamam kadar bir stire i¢inde hi¢ bir carpismaya maruz
kalmaksizin ¢ ile t + 4t anlant arasinda bir garpigmaya méruz kalmasinin
(1) dr ihtimalt molekiiliin ¢ zamam kadar bir siire carpismaya méaruz kalmamasi
thtimiliyle ¢ yi izleyen d7 aralifi iginde bir ¢arpigmaya maruz kalmas: ihtimalinin
garpimina egit olacaktir :

P)dt = P(OYW dt = e~Wt W dt

ki carpisma arasinda gegen ortalama Zaman siiresini hesaplamak istersek,
tamim geregi

=]

fté’/’(t)dz f We—Wt tdt
0

<I>=T: 000 - oa
j P1) dt f We—W: dy
0 o

1
w

bulunur. Su hélde artik

Pty = et , P(t)dt = e—tre &
T

olur.

Eger W = W(v) seklinde olsaydi, iz v = v(¢) seklinde zamann fonksiyonu

olacagindan W de W = W(#) seklinde zamanin bir fonksiyonu olacakti. Bunun
sonucu olarak da (VII.8.1)
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1 dpP
— T =W
7 ()

seklinde olacakti. Bu diferansiyel denklemin ¢6ziimii ise

P(t) = exp [— W(r') dt’]
/

olup ve Z(t) dt nin ifadesi de

P(1) dt — 3 exp [-_ f w(t) dt'] E W(r) dt
0

seklindedir.

VIL9. a) Bir gazn icindeki molekiillerden birinin x uzunlugu kadar bir yol bo-
yunca bagka bir molekiille ¢arpiymaya méiruz kalmamas: ihtimali P(x) ise aym
molekiilin x + dx yol araliginda bir ¢carpigma yapmas ihtiméli de W dx ile goste-
rilirse P(x) = exp(— Wx) oldugunu gosteriniz.

b) P(x) dx eger, bir molekiiliin x uzunlugu kadar bir yol boyunca hig bir ¢arpig-
maya miruz kalmaksizin x ile x 4 dx konumlar arasinda bir ¢arpismaya méiruz
kalmas: ibtimali ise 2(x)dx = x exp(—Wx)dx oldugunu ve W = 1/)\ olmasi
gerektigini gosteriniz. A = M(v) ise sonuglar ne olur?

COZUM : Bu problem, VIL.8. sayili problemdeki muhakeme tarzini aynen
uygulayarak kolayca ¢éziilebileceginden burada aynntili ¢éziimii verilmemigtir,

Sonug olarak

P(x)=e—h , P(x)dx=e—*h -‘%‘-

ve W =W(v) olmast hilinde de
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X

e ool 25 1

0

bulunur.

X X X K X X X X X X ¥ X

VIL10. MAXWELL-BOLTZMANN dagihm fonksiyonunun grafigini ciziniz,

COZUM : MAXWELL-BOLTZMANN daglim fonksiyonunun

dv (\/; vmax)3 \/E Vmax

oldugu bilinmektedir. Ifadeleri basitlestirmek igin

\/1? Vmax AN v
4N dv Vo Vmax

dN _ 4xN ve_("r:ax)z___ AN ( v )zeh("ﬂ;")z (VIL10.1)

Vmax

d6nisiimil yapilirsa (VI1.10.1) ifadesi
y = x2e-x*
gibi basit bir sekil alir. Bu fonksiyonun grafiginin ¢izilmesi kolaydir. S6yle ki:
(i) Kritik noktalarin hesabi :
0=y =2x(+x)De** > x=0, x=1
(x = 0 oldugundan —1 i g&z 6niine almiyoruz.)
(i) Kritik noktalarin cinsi :
=201 —5x2 4+ 2xH e~
x=0i¢in y» >0 — x =0 bir minimum noktasidir.
x=1i¢in y* <0 — x =1 bir maksimum noktasidir.
(iii) Egrilik :

2 e—** daima pozitif oldugundan )" niin isireti 1 — 5x2 4+ 2x* iin isAretinin
aymisidir. Buna gore



KINETIK TEORI » 213

0<x<0,125 igin »* >0

0215 <x <1 igin » <0

1<x<23 icin <0

23<x icin y' >0

olur. O halde fonksiyonun grafigi asagidaki gibidir.

Lk
&

- ey A o —

& " -

O 0215 vpp, 2,3 vau v

¥

VIL11l. MAXWELL-BOLTZMANN dagihm fonksiyonunun egrisinin orta-
lama yan genigligini hesaplayimz.

COZUM : Av ortalama yan genisligi, bilindigi gibi,
Ay = —<) =<V )—r)?
formiiliinden bulunur. Buna gére ( v> ve {(v?) nin ayn aynt hesaplanmasi

gerekir. Problem VIL4 de

(vd= 8T (v2>=ﬂ

mT

oldugu gosterilmisti. Buna gore

(Avy = 32

™

kT 8kT _ kT 8
mr m

yani

Sk

olur.
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VII.12. Bir gazin molekiillerinin lzlarmm biiyiikligi
Gy Oile v, , (i) Vpax ile oo

arasinda iken molekiillerin ortalama zim bulunuz,

COZUM : Ortalama hiz tammindan

] Vmax 4 ¥max __( v )2
® <')=—§f"de='mfv3e ™l dy

vJ
0
ve
LA ¥
vmu
degisken déniigiimii yapihirsa
1
— 2vmlI

{v> Ve=vdVv

VR
0
ifadesi elde edilir. Kismi integrasyonla
1
1 1 y)
f Ve VdV = [—— Ve '—V] — [e*"] =]——
0 0 0 ©

bulunur. O hilde

dar.
b v \2
.. 4 ~ 5
(i) (v):-—\/EW3 fve (m") dv
Ymax
yani
(rd=—2
e

oldugu goriiliir.
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VIL13, 300 °K de bulunan oksijen molekiilleri igin (i) en muhtemel iz, ve
(ii) ortalama iz ne olur?
¢COZUM — (i) Problem VILS de en muhtemel hizin
2kT

vp = Vmax -

oldugu gosterilmisti., Bu formiilde k= 1,38.1072J/°K, m = 5,3.1072%¢ kg,
T = 300 °K konursa

Vaax = 386 m/s

olarak bulunur.

(ii) Gene Problem VIL4 den hareketle dogrulugu kolayca gosterilebilen

2
<v>%-\7_“n_—vmn

formili kullamlarak

v = 345 m/s

bulunur.

VIIL.14. Hizlan v,,, ile 1,2 v,,, arasinda bulunan tineciklerin sayisinm, tiane-
ciklerin toplam sayisina oranmm hesaplaymz.

C@Z UM : Hizlan v ile v + dv arasinda bulunan tineciklerin sayisinin

v 2
dn, a1 (‘“) dv

= —= —— Ve

\/;t- v3max

oldugunu biliyoruz. Bunu sonlu kiigiik bir hiz arahigi i¢in yazarsak

AN = AN + 12 €10,2 vy

VE Vo

yani
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bulunur.
VIL15. 1 mol oksijen goz oniine ahmyor. Hizi 100 °K deki hizi 10° m/s den
daha biiyiikk olan molekiillerin sayisim hesaplaywmniz.

COZUM : 1 mol oksijende AVOGADRO sayist kadar, yini Ny = 6,10
adet molekiil vardir. Buna gore

AN = de—- 4::10 fm"ze—(v‘:‘“)zdv
108 VE ¥awe

olup
v V
vlnll
déniisiimit de yapilirsa
A= f V2e—Vtay
L4
103
¥max
olur. Hilbuki
109
oo oo Ymax
f P2y gy = f Y2 eyt gy f Vet gy
10® 0 0

Ymax

dir. Integral cetvellerinden
1 -
f Vie—v? dV—_—-Z—-\/n

0

bulunur. Ikinci integral ise kismi integrasyon metoduyla hesaplanur.

102 108

Ymax Ymax

108/vy,
f Vie—V:dy = [—-Izie—“ J “___%, f eV dv
0

0 o
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1 100 " 1 ' 10
-— e — r erf
2 vma: vmax

Sonug olarak

108

3 ——— 3
AN:%[_;‘_\/E-{-%IO e y’"’“‘—|——-—\/__erf10]
vma!

lex

bulunvr.

Vmax = 2T = 230 m/s
m

olarak hesaplanir, ve yukarndaki ifidede kullamilirsa

AN = 6,5.10'8

olur.

VII.16. N tdnecikten olugan bir sistem i¢in dagilim fonksiyonu, dN, ile lz-
lan v ile v.4 dv arahginda bulunan tineciklerin sayis: ve v, ile de bir sdbit giste-
rilmek iizere

dN, (kv eger 0 <v<y, ise
dv 0 eger v<v ise

2

ile verilmistir. (i) Dagihm fonksiyonunun grafigini ¢iziniz. (ii) & =—i£ oldugunu
0

gosteriniz. (i) { v ve \/ { ¥ yi hesaplayimz.
2
CEVAP: (i) (v)= 5 Vo VP = — \/_
VI1.17. d’°x hacim elemani icinde bulunan ve mz vektorleri de v ile v 4 dv
arasmnda olan tineciklerin sayisinin

Iy 43 3
dxdvaG(vz)dxdl‘v

dSN,, = N F(v) (VIL17.1)

ile verilebilecegini gormiistilkk. Burada N toplam tamnecik sayisidir. Téneciklerin ken-
di aralarinda yaptiklari carpismalarin, ihmél edilebildigini farzedip, hz vektér-
leri vile v + dv arasinda bulunan tineciklerin 4 zamam zarfinda, icinde bulun-
duklar) kabin birim yiizeyiyle yaptig1 carpismalarin sayisim: bulunuz.
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COZUM : Once d’x hacim elemani iginde bulunan ve hiz vektérleri de v
ile v 4+ dvarasinda olan taneciklerin sayisini, hiz vektériiniin bityiikligi vile v--dv
arasinda bulunan téneciklerin sayis: cinsinden yazalim.

Yukarida verilen bagint: d°x e gére biitiin x uzay iizerinden integre edilerek,

yerleri ne olursa olsun hiz vektorlerinin biiyiikliigii v ile v 4 dv arasinda bulunan
taneciklerin sayisimin

d’N,= NG(»*) d*
oldugu goriliir. d3v kiiresel koordinatlar cinsinden yazilirsa
d*Ny, = NGO vt dvsinb d8 do

olur. 8 ve o lizerinden integrasyonla, hizlarimn biyikliigi v ile v + dv arasinda
bulunan taneciklerin sayisi olarak da
dN, =4rn N G(») vt dv
bulunur. (VII.17.1) ile bu son bagint: arasinda G(v*) yok edilerek
dN,

dSNyy = € sin9d0dep d’x
V 4x

elde edilir, dN,/V birim hacimde bulunan ve hizlarimin biiyiikliigi v ile v - dv ara-
sinda olan taneciklerin sayisidir, bunu dn, ile gosterelim. Boylece

7

dSNyy = dn, sin B d0 dp d’x
4x

olur.

dt zaman araliginda dS ylizeyine
¢arpan tanecikler tabani dS ve eksen
uzunlugu da v dt olan silindirin iginde
bulunurlar, yani sekilden kolayca gérii-
lecegi gibi
* d*x = dS vdtcosd
olur.

[ ] ~

/
B e n o
“

dSNy, = Zl—dn, dS v dt cos 0 sin 0 db do
T

ve birim zamanda birim ylizeye ¢arpan tineciklerin sayist da

1 .
—vcos@sin@ dn, (VIL.17.2)
4r

olur,
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VIL.18. Problem VII.17 den faydalanarak, birim zamanda birim yiizeye
¢arpan tineciklerin N’ sayisim, tineciklerin ortalama hizlan cinsinden ifide ediniz.

CEVAP : N'::-E-(»).

VIL.19. V hacimh ve cidarlan T sicakhginda olan bir kap, denge hilinde
bulunan bir gaz ibtivd etmektedir. Kabin yiizeyinde s kesitli ¢ok kiigiik bir delik
acmigtir.

(i) Kabin deligi devamli olarak bes birakilan bagka bir kapla birlegtirilirse,
molekiil sayisinmm zamanla degisiminin kurahm bulunuz.

(i) Ik kabin igindeki basinci zamanin fonksiyonu olarak ifide ediniz.

COZUM : (i) n = N/V birim hacimdaki molekiil sayisi, molekiilerin de-
likten kab1 terk etmelert sonucu degisir. + Aminda birim hacimda n(¢) molekiil
bulunsun. t+dt aninda birim hacimda #(¢+dt) molekiil olur. Béylece ¢ ile t+dt
dnlar arasmnda hacim igindeki molekiillerin degigimi

[n(t +dt)—n()] V= V%dr

olur. dt zamam zarfinda kab: terk eden molekiillerin sayis1 s alanina ¢arpan mole-
kiillerin sayisina esittir. Bir Onceki probleme gore bu say:

—N’sdz‘:—-%(v)sdt

olur. Eksi isireti molekiillerin sayisiin azaldifim gosterir. O hilde

dn n
Ve—dt =— — {v)sdt
dt 4 v
yéani
n 4 ¥V

olur. integrasyonla

n(t) = n(0) exp [— <4VV> st]

Ye
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4v
T —
{v)>s

kisaltmasi yapilirsa

4

n(t) = n(0)e =

olur. n(0), = 0 dninda kapta birim hacimda bulunan molekiillerin sayisin1 gos-
termektedir.

(i) Kaptaki gazt idea! gaz olarak kabul edelim.

n( kT kT
P(t) = = n(0) —— ¢—t/~
(t) - ©) ”
ve
kT
0) — = P(0
n(0) > 0)
denirse
P(1)=P(0)e ~
olur.

VIL.20. 10 cm yarigaph bir kiire yiizeyinin 1 em? si ¢cok diisiik sicakhkta, ge-
riye kalan kismi da 27°C da tutulmaktadir. Bu kiirese) kap icinde 10 mm Hg basinci
altinda su buhan bulunmaktadir. Soguk yiizeye ¢arpan buhar molekiillerinin yogun-
lagip yiizey iizerinde kaldig: farzediliyor. Kabin igindeki basmncn 107* mm Hg
basmcina diigmesi icin gereken zamam bulunuz.

COZUM : 1 saniyede birim yiizeye garpan molekiillerin sayisin n {v) /4
oldugu Problem VILI8 de gosterilmisti. Bdylece df zamam iginde s yiizeyine ¢ar-
pan molekiillerin sayisi (n{ v ) s/4)dt olur. Bu say1 dr zamam zarfinda ¥ hacmin-

da bulunan molekiillerin sayisinin degisimine, yini — "g_ wrddn ye esittir. Iki

bilyiiklik esitlenirse

ve
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olur. integrasyonla da

3 s{v> n
bulunur.
8RT 8 % 8,32 300 \'2
Y=EVrm T (3,14><10.1o-3 ) = %4 m/s
ve
Mo Po _ o5
n P
oldugundan
k]
;= 163,14 x10°x5x%x2,3 — 3255
Ix 594 x 102
dir.

VII.21. V hacimh bir kap N adet molekiil ihtivi etmekte ve bu molekiiller,
yiizeyinde agian kiiciik bir delikten disan sizmaktadir. Delikten kabin icine hi¢ bir
molekiil girmemektedir. Kaptaki molekiillerin sayisimin N/2 olmasi icin gecmesi
gereken zamam deligin 4 alammnm, V nin ve { v ) nin cinsinden bulunuz.

CEVAP: t= 4v In2 .

{v)s

VIL22. Kapah bir kap 100 °C da 1 atm basing altinda termodinamik denge
hilinde bulunar sivi su ve su buhan ihtivdi etmektedir. Bu sartlar altinda 1 gr su
bubarmn hacmi 1670 cm’ ve suyun buharlagma gizli 15181 da 2250 J/gr dur. (2) Su
bubarmmin 1 ¢cm? iinde ka¢ molekiil vardir? (b) 1s de suyun yiizeyinin 1 cm? sine kag
buhar molekiilii carpar? (¢} Siv1 yiizeyine ¢arpan her su buhar1 molekiiliiniin yogun-
lagsmasi hilinde, 1s de 1cm? den kag su molekiilii bubarlasir? (d) Bir sivi mole-
kiiliinii bubar haline getirmek icin ldzim olan ererjiyle buhar molekiiliiniin ortalama
kinetik enerjisini karsilagtinmaz.

CEVAP: (a) =2,7.10'"" molekiil/cm®, (b) 3,3.108, (c) aym,
@) (E>=01= 225J/gr.
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VIL.23. Bir akisimn viskozluk katsayisioi hesaplayimz.

COZUM: Zamana bagh olmayan ve ortalama hizi her noktasinda ayni kal-
mayan bir akiskan g6z 6niine alalim. Ornek: Birbirinden uzakliklan L olan iki
« yatay levha arasinda bir akigkan bulun-

n(=% _sun. Levhalardan bir tanesi (mesela
——— alttaki) yerinde tutulur ve Oteki de sa-
T bit bir tuzla kaydirihrsa, akiskanin or-
talama hiz1 asafidan yukariya dogru
artar. Akigkanin iginde hayali yatay bir

ceb diizlem diistinelim. Diizlemin alt ve
=0 iist tarafinda bulunan molekiillerin or-

talama hizlart farkh farkli olacagindan, diizlemin birim yiizeyine ortalama

bir P,, kuvveti etkileyecektir. P_, kuvveti hizin degisme mikdartryla orantili
olacaktir:

£a L

Sauii

(=)
-—

du,(z)
P = —q 25
n 3z

u (z) asagidan yukartya dogru artarsa diizlemin altinda kalan akigkan, diizle
min iist tarafinda kalan akigkani yavaglatmaya c¢ahsir, yani P,,, — x yOniinde

olur. Bu nedenle yukandaki esitlikte "—* igireti konmustur. 1) oranti katsayi-
sina akiskamin viskozluk katsayisi denir.

Viskozluk katsayisimin hesabi: Islemleri basitlestirmek icin biitiin molekiille-
rin, { v > ortalama hiz1 ile hareket ettigini farzediyoruz. Birim hacimda n mo-
lekiil bulunsun. Bunlarin 1/3 #i z dogrultusunda hareket eder. z dogrultusunda ha-
reket edenlerin yans: da —z ve geriye kalan diger yansi da +z dogrultusunda
hareket eder. Akiskanin iginde z ile belirlenen diizlemi diisiinelim. —16— n{ v)adet
molekiil z diizleminin birim yiizeyini
1 sdniyede yukandan agagiya ve aym

g TTUFTTUT NS o s e — sayida molekiil de asagidan yukariya
< _._._I_ e e e e e dogru geger. Molekiillerin ortalama ser-
1 best yolunu [/ ile gosterirsek, z + I ve

=] TT T mTE R mE e s

z — I de bulunan molekiiller z diizlemi-
ni gegene kadar baska carpisma yap-
mazlar. Béylece bu molekiillerden birinin diizlemi gecerken diizleme vere-
cegi impuls, sirasiyla

mufz—ID) ve mufz+])

dir. Buna gore
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P =

zx

—é-—n(v)[mux(z—l)—mux(z-l—l)]

olur. u(z—1) ve u,(z + I) seriye agilir ve sidece ilk iki terimle yetinilirse, sira-
styla

ue — 1) = () — L 1,
z
du,
u(z+D=uf)+ I
0z
bulunur. Sonu¢ olarak
1 du 1 du
P.=-—n —2m 2l l=——mn{v>HI—X
: 6<v>( az) S mnd 1%

olur. i viskozluk katsayisimn tamimi hatirlanarak

'r]=—:13— n{vyml

bulunur.
1

:\/_Zno‘

oldugu hatirlamir ve enerjinin esdagilimi ilkesinden kolayca elde edilen

/

bagintisi kullamhirsa

__l mkT
= 6

formili bulunur.

VIL.24. Azot gazimn 20°C daki viskozluk katsayisim hesaplaymmz. o=1,2.107*
cem?, A = 14 gr dir. Azot molekiiliiniin yaricap1 ne olur?

CEVAP: 1 =4,66.10""grem™!s™, r = 10"7cm.

VII.25. Normal sartlarda bir litre gaz gtz éniine alimyor. Gazm wmolekiille-
rinin ortalama serbest yolu 10 cm ise carpigma tesir kesiti ne olur?

CEVAP: o= L 1072 cm?2,
387
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VIil.1. Kalinhg: ihmal edilebilen sonsuz uzun bir tel icinde ¢ =0 dmnda belirli
bir f(x) stcakhk dagihm bulunmaktadir. Bu tel iizerinde pozitif x ler yoniinde sibit
bir v, hziyla kaymakta olan noktasal bir 1s1 kaynag: tele her an O kadar bir 1s1
mikdan intikaal ettirmektedir. Telden civarmma dogru bir 1s1 kaybr olmadigim var-
sayarak telin icindeki sicakhk dagihimmm veren diferansiyel denklem ile baslangic
ve sime sartlarim tesis ediniz.

COZUM : Tel boyunca kaymakta olan 1st kaynag eger £ = 0 da meseld
x = 0 da bulunuyorsa problemin sinir ve baslangic sartlar su sekilde yazilabile-
cektir:

2
-E-)Zl:ag——?:!, — o0 <X <Vl ; a=~£—
at ax? pc
T, 1T,
%’—:-:u%, V0f<x<+°°
x

T, (vt t) = To(vet, 1), %S [Ty (vt ) — Tp(vt, )] = Q, 0<t <+ oo

Ty(x, 0) = f(x), — o0 < x <0,
Ty(x, 0) = f(x), 0<x <<+ oo

Burada S ile telin dik kesiti gosterilmis bulunmaktadir. Aym: problemi k(x, f)
kaynak fonksiyonunun

k(x,1) = Q 8(x — vyt)
ile verildigini géz Oniinde tutarak
1 a7

FTC, 0+ k1) =
% a oJt

224
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seklindeki daha genel 151 iletim denkleminden hareket ederek de ifide etmek
miimkiindiir. Buna gore:

ﬂ:: al+28(x—1'ot), —wwlx<too, <t + o
a¢ ot pc

T(x,0 =f(x), —oo< x < 4 oo
olacaktir,
VIIL2. FOURIER integral doniigiimiini uygulayarak

2
E:E, —oo K<x<+too, 0<t<4 o0
ox? at

T(x,0) =f(x), —o0o <Xx<+ea

s defer problemini ¢oziiniiz.

COZUM : Ist iletim denklemini

aTE. 1) _ 0lazT('é, 1)
ot aE?

seklinde yazip bunun her iki yanin: da 1/(y/ 21) e=2¢ ile carptiktan sonra §
tizerinden —oo dan <-o0 a kadar integre edelim. Bu arada T fonksiyonu ile T
nin tiirevlerinin de § = + oo igin gerektigi kadar ¢abuk bir bigimde sifira git-
tikleri kabul edilecektir. Kismi integrasyonla

+-00
"AT(E, D) i _1 aT(M, 1) _
\/21:.[ = §¢2 fT(E e ”dgi dt

+oco

2
g T

2= +oo == +o0
o GL [i’lemm] + u—— iA [T e—iza]g —

Van gm0

yani
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dT(0, 1)

O T\ ,t) =0 (VHL2.1)

bulunur. T(E ,#) nin FOURIER déniisiimiigiiniin tanim bagintist olan

+0
?()L,t)-“:-\-/-;—_n j T(E, £) e~he dE

bagintisindan ¢ = 0 igin

—D0 +00
T, 0)=% f T(E, 0) e—irs d&:ﬁ f fE) e—e dE = f\)  (VIIL.2.2)

+ oo

bulunur. Buna gore (VIIL.2.2) baslangi sarti altinda (VIIL.2.1)}) denkleminin
¢Ooziimil de

T\, 1) = f(\) e~

olur. Buna ters FOURIER déniisiimiinii uygulayarak ¢6ziimiin

+ > +c0 +o0
Tex, f) =ﬁ f T(h, 1) eirx d) = 2—; [ 1) dt f e eAG—) I} —
+ o0 -0 =+oo
L f fE) dE f e cos Mx — B) dh = — ff(&) ¢ rar dE
™ ; 2vVamt

seklinde oldugu saptanmis olur. Burada, her iki yanim da bir parametreye gore
tiireterek kolayca tahkik edilebilecegi gibi,

+oa
— e
f e~ cos BN dh = 1 \/_E Py
2 a

bagintisindan yararlaniimistir.

VIIL3. Farkli 1sil ozellikleri haiz iki paralel tabakadan olusan sonsuz dilim
seklindeki bir ortam belirli bir T, sicakhfinda iken /=0 Amndan itibdren her iki

yiizii de sifir sicaklifinda tutularak sogutulmaktadir. Bu takdirde ortamdaki sicak-
hk dagihmmin ifidesini tesis ediniz.
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COZUM: Ortamlarin  karakteristik biiyiikliiklerini p,, ¢;, %, ve p,, ¢,
%, ile ve kalinhiklarim da a; ve a, ile gosterelim. Keza

oy =, =2 (VIIL3.1)
P11 P2 G

olacaktir. Bu takdirde problemimiz

T(x,0)=T, (VIIL.3.2)
baslangig sart1 ve
Ti0,1) = Ty(a, + a,, 1) =0, Tylay,t) = Tya,t) (VII1.3.3)
%, (Zﬂl) =%, (B_Tz) (VIIL.3.4)
X Jx=q, 09X /x=a,
sinir gsartlan altinda
2
0< x< a igin 301 _ G e 37 (VIIL3.5)
ax? x, ot
2
4, <x<a +a ign 212 %30 (VIIL3.6)
ax* %, Ot
denklem sisteminin ¢6ziimiine indirgenmis olacaktir.
Simdi degisken aynisimu igin
Ti(x , 1) = XV(x) )
T,(x, 1) = XO(x) 1D(¢r)
vaz ederek (VIIL.3.5) ve (VIIL3.6) dan
1 d*x™ 1 d® . |
X0 dxr a, " dt A
(VIIL3.7)
1 &2X® 1 4w 2 f
XD dx?  ayt® dt Tz
bulunur. —y%, ve — v%, aynigim parametreleridir. Bunlarnin negatif olmasi
zorunlulugu sicakhgn zamanla sonsuza gitmesini 6nlemek igindir. (VIIL.3.7) den
d*X? .
e + 43, X0 =0 - XD=4ADcosy;x + BVsinyx
X
2)
d;Xz +YLXD =0 > XD = APcosy,x + BDsiny, x
| dx

T(l) — C(l) e—Y"-’; oy f
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@ == O g3 at
bulunur, (VII1I1.3.3) sinir sartindan
(T)x=0=0 — CWe—"mat [ cos v, x + BPsiny, x]x—0 =0 = AL =0
bulunur. Buna gére
XM = BMsiny, x (VIIL.3.8)
olur. Gene (VIIL.3.3) den
(T)x—a,4a:. = 0 = CHe—1hex [4D cos v, a, (a, + a,) +
+ B@siny,(a; + a) ]« =0
yani
BA gy, (a; + @) = —A®
bulunur. Bu son bagmtinin 151§inda da, BD ile yeni bir sdbit tammlayarak,
XD = B siny, (a; + @, — x) (VIIL3.9)
oldugu saptanir. Bu verilerin 15181 altinda ise (VIIL.3.4) sart1
%, CD BW y, e~rhot cos v,a; = %, CV B (— y,) e—1% %2 cos v,

seklinde yazilir; buradan ise

(2) 2
e— (i m—ytyan) s . CA BD x,y, cos Y249

I11.3.10
CO B % v, cosy,a, v )

bulunur. Bu ifidenin sol tarafi ¢ ile degisen bir fonksiyon sag tarafl ise bir sabit-
tir; ¢ degistikce sol tarafin degeri de de@igecektir. Oysa ki sag taraf bir sibit oldu-
gundan bu geliskinin ortadan kalkmasi igin iistel fonksiyonun argiimentinin 6zdes
olarak sifir olmast gerekir:

— (Y a,—v4h o)t =0,

Buradan, ¢t = 0 oldugundan,

a a
Y2="Ti\/ = = bl §
2 i \/ o Y o (VHL3.11)

olmasi gerektigi ¢cikar. Buna gore
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X = BMsiny x 1

X9 = B®sin \/ a, v{a; + a,—Xx)

\/“2

(VIIL3.12)

o

1(1) — C(l) e—Yrau

1(2) — C(z) c‘-“rz 314

olur. t = 0 da ortamn her noktasinda T = T, olacagindan, buradan, C = C®

olmas: gerekecegit asikdrdir. Bu katsay: ise genelligi bozmadan 1 e esit alinabilir;
ve

) = 1@ & e—var (VIIL.3.13)
olur. Simdi bu verilerin 1518t altinda

aT aT.
(Tl)x=¢n = (Tz)x=al » (_B?t)xq—-al — % (E;l)x=an

sinir sartlarinin ifddelerini agik¢a yazahm:

e~ "ot {BWsinya, } = e o ‘3 B® sin VI Y% %
az

a
x, e~ { B0 ycosya, } = n, e ! 3 B Vo y cos Ve y ’g.

\/ o \/E;

Bunlan taraf tarafa bolmek siretiyle

z\}/___']' 0

Vo tgay + %V opte (VIIL.3.14)

seklinde transandant bir denklem elde edilir. Bu denklem vy min alacag deger-
leri koék olarak kabul eden bir denklemdir. (VIII.3.14) iin sonsuz adet kokii ol-
dugu goésterilir. Bunlani # = 1,2,... olmak iizere vy, ile gdsterecegiz. Su hilde
her bir v, degeri icin bir X,V , bir X @ , bir T, = 1, olacaktir. Buna bi-
néen

Tp(x, )= X010 = ~Pra X O ()  (n1=1,2,.)
ifadesi (VII1.3.4) iin ve

Tn(x, 1) =X, P 1,0 = e="meaut X B (x) (n=1,2..)
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ifadesi de (VIIL.3.5) in 6zel birer ¢oziimleri olacaktir. Bu denklemler lineer dife-
ransiyel denklemler olduklarindan, genel ¢6ziimleri biitin farkh Szel ¢6ziimleri-
nin lineer kombinezonu olacaktir. $u halde C, ile bir takim katsayilan gostererek

T,(x,t) = Z C, e~ "net ¥ (D (x)

n=1

Ty(x,0)= Y C,e=™= X, (x)
n=1i

olacaktir,

Diger taraftan (VIIL.3.11) bagintisindan ve CW) = C® =1 olmasindan
(VIIL.3.10) bagintisi

— B® oy, y \/__“uz ’\\//:’ Y — By, ycosa,y
2

sekline girer ve buradan da

Ba — _ gnX Va, _cosay bcos a,y (VIIL3.15)
X3 \/‘11 cos 22 Y\/—
\/‘12
yazilabilir. (VII1.3.15) 1n 1s18inda artik
Xu“’=( X2 \/EL) cos a’Y"\/ siny, x, 0 € x<aq
"%, \/az \fo'-z

X® = b, cos ayy, sinY Y@+ @) ,
| V &,

yazilir. Su hilde

aZYn \V O

COs =—I=—— sinvy,x, 0<x<ga
a
X, (x)=

. Va a+a,—x
cos a,Y, sin Y. R ACLL ) a<x<a +a,

\/az

olmak iizere gbz Oniine alinan ortamdaki sicaklik dagiliminin gekli

T(x,t)= ) C,e~"=1X, (x) (VIIL3.16)

n=1

olur. Buradan
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T(x,0) = T, =} C,X,(x)

n=1

bulunur. Ote yandan X,(x) fonksiyonlan igin diklik bagintilari kolaylikla tesbit
edilir. Buna binfen de C, ler

aiL a,+az
f T, X,0(F) dE -+ j T, X,0) dk
C =0 a,

n

a) a,+az
j [X, €)1 dE + j [X,D(E)]*
1] a

1

formiilii uyarinca kolayca tesbit edilerek (VIII.3.16) da yerine kondu muydu or-
tamdaki sicaklik dagiliminin ifidesi tamamen saptanmis olur.

VII.4. a yaricaph ve dis yiizeyi iyice yahtilmms homogen sonsuz bir silindirde
T(p, 0) = f(p) seklinde eksenel simetriyi haiz bir baglangic sicakik dagihmm varsa
herhangi bir # > O 4nindaki sicakhk daglim ne ot ?

COZUM: Problem

(T)y=0 = T(p, 0} = f(p) (VIIL4.1)
baslangic ve

( QZ) -0 (VIIL4.2)

simr sartt altinda

denklemini ¢6zmekten ibarettir.
Degiskenlere aynsim ydntemini uygulayip
T(p, t) = R(p) x(1)
vaz edilirse, A ayrisim sabiti olmak iizere,
1 df dR
o d (de
dz

- +At=0
dt

) 4+ AR =0 (BESSEL denklemi)
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bulunur. Buradan BESSEL denkleminin ¢6ziimii olarak, gbz éniine alinan silin-
dirin ekseni iizerinde singiilarite arzetmeyen

R(p) = J(V/ A p)

ifidesi bulunur. (VIIL.4.2) sir sartindan ise

2

(ﬁf_{_) =0 = A=A, =12
dp Jo=a a

Szdegerler bulunur. Burada » = 0,1,2, ... olmak iizere v,=0,y,, v, ... ilh...
J,(y) = 0 denkleminin negatif olmayan koklerini gostermektedir. Buna gire 6z-
fonksiyonlar da

R, (p) = J(v.pl2)

seklindedirler. Diger taraftan zaman carpanina tekaabiil eden denklemin ¢6ziimii
de

— —q tat
T, = C,e""ni/a

seklindedir. Buna gore genel ¢6ziim

T, 1) = ), C,e="a" Jo(v,0/a)
n=0

olur. Buradan sinir gsartim uygulayarak
T(,0) =flo) = Y, C,Jo(r.0/a)
=

bulunur. BESSEL fonksiyonlarimin diklik &zelliklerinden yararlanarak

[ 16 rirprare do ]
2
C, =2 = d
= ey [ 76 1xgier o de
[ il edp ;

oldugu saptanir. Buna gére de problemin ¢dziimii
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T(p,t) = —-[ff(p)p dp +Z “’](Z(’i/;’)e—'r' that ¢
=1 U 1

X SR e Jo(y.0'fa) de’
/

olur.

VIHLS. a yarigaph ve dig yiizeyindeki sicakhigin siirekli olarak sifirda tutul-
dugu homogen bir kiirede ¢ = 0 amndaki sicakhk dagithm 7(r, 0) = f(r) ise t >0
icin sicakhk dagihmnnmn ifidesini tesis ediniz.

COZUM : Bu problem de
(Do = T(r, 0) = f(r)

5.

or Jr=q

1 a( ,8T\_ 1 aT
— —pr— = — -
r* or ar) a d¢t

denklemini ¢Gzmekten ibarettir. Gene T(r,t) = R(r) ©(t) seklinde bir degisken
ayrigumi yapar ve A ile ayrigim sdbitini gosterirsek

baslangig ve

sinur gartt altinda

[ 1 df ,dR
—_— — *R=0
r dr( dr)+
‘d'r
— +Ar=0
dt

bulunur. Bunlarin genel ¢éziimleri ise

cosy/ A r

sin \/Tr
r r

R(ry= A +B

w(t) = C e

seklindedir. R nin kiirenin merkezinde sonlu kalmas: gerekir; bu sart bize B=0
olmas: icabettigini gosterir. Ote yandan da R(g) = O simr sart1 n=1,2,... olmak
iizere
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ozdegerlerini verir; buna gére 6zfonksiyonlar ise

nnr

1 .
R (r) =-— sin
r
seklindedir, Kismi ¢oziimlerin lineer kombinezonu ise

o0
1 . nmwr
T(r,t) = — C e—n'a%la’ gin ——
2 n a
r n=l

dir. C_ katsayilan ise baslangi¢ sartindan hareketle saptanirlar. Gergekten de

ca
nwr

T(r, 0) = f(r) = % Y, C,sin 2
=1

ifddesi f{r) nin seriye agilimin1 vermektedir. Buradan ise

’

a
c =2 f £ sin T v g
a
[}

a

oldugu saptanir. $u halde

a
2 . nwr . nur'
I(r,t) = — Z e—w'attlal gip —— f f{r’) sin r'dr
ar a a
n=l 0

olur.

YIII.6. a yarigapl bir kiire iizerinde, kiire merkezinde 2¢ acisint haiz bir ko-
ninin belirledigi S, kiire takkesi sdbit bir T, sicakliginda ; kiire yiizeyinin geri kalan
S, kismr da sifir sicakliginda muhafaza edilmektedir. Bu takdirde kiirenin igindeki
stasyoner sicaklik dagilimimn ifidesi tesis ediniz.

COZUM : Stasyoner sicaklik dagilimi (3773t = 0) arandigindan ve kiire-
nin igindeki sicakhk dagilimimi da yalmizca r radyal uzakligt ve 9 zenit agist ara-
ciliftyla belirlemek miimkiin olacagindan problem,
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(Trma = f(0) = 3 Ty, 0<f<a fem (VIIL6.1)
0, a<0<n igin
sinir sartlari altinda
_3_( 2 fﬂ") 4t J'?_( in 0 'E’.T) —~0 (VIIL6.2)
ar or sin0 99 a0

seklindeki LAPLACE denklemini ¢Szmeye indirgenmektedir. P, (x) ile LEGEN-
DRE polinomlarim goéstererek, (VIII.6.2) yi ger¢ekleyen harmonik fonksiyonun

(o]

T(,6)= ¥ c,,( —;-) P (cos B) (VIIL6.3)

n=0

serisiyle verildigi gene defiskenlere ayrisim yontemiyle kolaylikia ortaya konabi-
lir. Buradan hareketle (VII1.6.1) suur sarty icin

00w igin: T(,0) =f@ = ), C, P,(cosb)
n=)
bulunur. LEGENDRE polinomiarmin diklik bagintilarindan yararlanarak

2n

c = ;H f (0) P,(cos B) sin 8 db = 2"
1]

1
1 j P.(x) dx
2

COos &
bulunur. Buradan da n» = 0 igin derhai

f Pyx)dx =1—cosa

cos &

bulunur. Keyfi n degerleri icin ise LEGENDRE polinomlarinin
Cn4+DPx)=P 1 (x})— P, (x)

rekiirans bagmtisindan yararlanarak

'
1
f P (x)dx = [ P, (cos a)— P, (cos a) ] ) (n=1,2,.)
2n+4+1
Cosax
bulunur. Béylece elde edilecek olan C, degerleri (VIIL.6.3) e yerlestirilirse, ni-
hayet, aranan stasyoner sicakhik dagilliminin
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o

Z [ P .,(cosa) — P,_,(cosa) ] X

n=1

X (L)n P (cosa) %

a

T(r,0)=% Toﬁl—cosa——

seklinde oldugu saptanmis olur.

VII.7. Dik kesiti gekilde gosterilen sonsuz uzunluktaki dikdortgen bir
cubuk icinde sibit O yogunluklu bir 1s1 birbicim bir sekilde iiremektedir. Sabit
g yogunlugunu haiz bir 1s1 akimi ¢ubu-
gun iist yiiziinde 2¢ < 2a kadar bir kis-
mindan cubugu terk etmekte olup cubu-

by

/m II U% gun diger yiizleri iyice yahtiimistir. Buna
% 2 é gire cubuktaki stasyomer sicakhk dagi-
g b Q b é hminin ifadesini tesis ediniz.

Z Z

é s+ 0 . % COZUM ; Goz bniine alinan bol-
//.//////%Z////////// x gede ¢6zillmesi gerekli is1 iletim denk-

lemi, bu bdlgedeki st kaynafi yogun-
lugunun Q ve sicaklik dagilimimin da stasyoner olmasi nedeniyle

axt gyt x

seklindedir. Bu denklemin ¢oziimiiniin gercekleyecegi sinir sartlar ise

..
90X [x=ta 38y /y=0

0 (VIIL7.1)

. (VIIL.7.2)
aT ——@é, | x | < igin
é‘;) = flx) = xC
= 0, |x]>igin

seklindedir.

[x| <ec,y=>5 kesitini kateden 1st akiminin g yogunlugunun gubugun
icindeki lireyen 1simn Q yogunlugu cinsinden ifidesi: gc = Qab esitliginden
hesaplanir.,

(VHL.7.1) in ¢Oziimil, meseld, x degiskeni cinsinden homogen smnir sartla-
nint gergekleyen X (x) ozfonksiyonlarinin bir serisi seklinde elde edilebilir. Bu
takdirde
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T, cos 2% (VIIL7.3)
a

1 - 2
T, ) = — T, + —

sk

yazilir. Buradaki ’l_“n katsayilar1 6zfonksiyonlarin dikliginden kolaylikla hesap-

lanabilir :

ITY dx . (VIIL7.4)
d

?nz./ T{(x,»)cos
0

T, yi hesaplamak iizere (VHIL7.1) i cos (nrx/a) ile carpip x iizerinden O dan
a ya kadar integre edelim. Buradan

a 2 a 5 (3
T os P gy + f L s ™ g = £ j cos 2L (VIILT.5)
ax? a 3)* a % a

1] 0

0
bulunur. (VIIL.7.4) den T, nin yalniz y nin fonksiyonu oldugu goriilmektedir.

Bunu goz Oniinde tutarak (VIII.7.3) den

2 2@
T _ 2 (’—’E) z T, cos m;x

a

ax? a

olacag saptamir. Bu, (VIIL.7.5) e vaz edilirse, neticede,

d°T, (ﬁ 2?’ — % , n=0 igin
d?2 \ a "~ ..
0, nzl igin

bulunur. Buradan ise derhil

Ty — 2t 4 4y + Byy
2%
(VIIL.7.6)
‘TnzAncosh"TE}i—l—Bsinhﬂ, nzl
a a
bulunur.
y cinsinden sir sartlart gz Oniinde tutulursa
(VIIL.7.7)

(dT") =0 —» B, =0, (n = 0)
y=0
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A ™ ik T )
a a
ve dolayisiyla da
. nme
sin ——
4 = — 20 a (VIILT.8)
nrlex  gop nnb

bulunur.

(VIIL.7.7) ve (VIIL.7.8) ifadeleri (VIIL7.6) ya vaz edilirse bu takdirde,

(VIIL.7.3) ¢6ziimiinde, Ay 1n belirsiz bir sdbit olarak kaldifi da géz 6niinde tu-
tularak,

sin XX cosh A
2z 2 oo — —
T(ey) = — 2 [3’_ + 2l 5 = = cos T ] + sabit
x | 2 (ol sinh a
a

sekline girer.

P IR R AT R A R
VIIL8. Kenarlan a, b olan dikdortgen seklindeki bir levha igindeki sicakhik
dagiimmi
aT
T(x:0)=To’ ~ —_"'0: T(09y)=0s T(a: }’)=0
9) /y=b

sir gartlarina gore belirleyiniz.

COZUM: Levhanin igindeki sicaklik dagihmi zamandan bagimsizdir.
Bu nedenle 1s1 iletimi denklemi

vI(x,y»)=0 (VIIL8.1)
seklini alir. Ayrica T(x,y) efer
T(x,y) = X(x) ¥(y)
seklinde degisken ayrigim: yapilirsa (VIIL.8.1) denklemi
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X’ Y’
+——=0
X Y
veya
X' ) &
X Y

olur. Birinci taraf x in ikinci taraf da y nin fonksiyonudur. Oyleyse her iki tara-
fin da bir sabite esit olmasi gerekir. Sinir sartlart X in periyodik bir fonksiyon ol-
mast lazim geldigini gosterir. Buna gére sdbiti — B2 aliyoruz. Kolayca X ve Y
6zel ¢Ozlimlerinin

X = AcosPx + BsinPx,
Y=Ce®y+ De®r
oldugu goriiliir. Simir sartlarim kullanarak A, B, C, D vep sdbitlerini belirleyelim.
x=0 —- X=0 - A=0,

—a - X=0 — p="%
a

y=5b - Y =0 > C=De-

Buna gore (VII1.8.1) denkleminin ¢éziimii

T(x, y) = Z of, [err—2Ma | g—nnyia] sin —?— (VIIL8.2)

n=1

dir. &, katsayist son suur sartindan bulunacaktir.

y=0 icin T(x,0) = Z &f, (e—2bria L ) sin X
a

esitligi elde edilir. O hilde

M,. f T(x, 0) Slnmd 2751 —(— D"
a(l + e"-2ubn/a) 1 o)

dir. &/, katsayist (VIII.8.2) de yerine konularak, levhamin igindeki sicaklik
dagilimi igin
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= (=1DT 8/ 1 onnyfal cin HTEX
T(x,y) = 2T°2 g, [e + e—nnyia] sm—a
n=1

bulunur,

VIILY. Kenarlani 4,b olan dikdértgen seklindeki bir levha icgindeki sicakhk
dagiiimm

70, y) = 0, T(a’ y) =0, T(x ’ 0) = To’ T(x, b) = TO

siar sartlarina gire belirleyiniz,

CEVAP:
= o (— 1)" 1 —nnblay ennyla
T(x=}’)“2T°z n enniab __ g—nnjab [(l—e )emriet
ne=i
+ (enmbla — 1) e—nryia ] sin nrx .
a

VII1.10. Kenar uzunluklan @, b, ¢ olan bir dikdortgenler prizmasimn tabam
T, derecede diger yiizeyleri ise (0 derecede tutulmaktadir. Prizmamn igindeki sicak-
hk dagihmm bulunuz.

COZUM: Jst iletimi denklemi ©2T(x,y,z)=0 seklindedir. Eger
T(x, y, 2) = X(x)Y(y) Z(z) yazilirsa, denklem

xr Y z’

R
X Y Z

ye
x Y z
X Y Zz

olur. Birinci taraf x in ikinci taraf da y ve z nin fonksiyonudur. Sinir sartlarina
gore X fonksiyonunun periyodik olmasi gereklidir.

x Yy z

= — [ r— 2
Y Y VA b
X=AcosBx+4 BsinPx,
Y'___ ’ Z’
Y P z

ve yine sinir sartlarina goére Y fonksiyonunun da periyodik olmasi gerektiginden
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yazilir. O hilde
Y= Ccosyy+ Dsinvyy,
7 = ECW’—I—Fe—VW’

dir. A,B,C,D,E, F, 8, v sibitleri simr sartlanindan belirlenir:
x=0 igin X=0 — A4=0,

x=a igin ¥=0 - p= gl
a

y=0igin Y=0 - C=0,
M7

y= bxcm Y=0 —» y—b

. _\/"_’22+£"_ﬁ‘2c
z=c¢c mn Z2=0 —» E=-—e¢ a? b,

Béylece 1s1 iletimi denkleminin genel ¢6ziimii

Mg - \/@ z \/m (z—2) nTx mmy
T(x,y,z)=2 Zdrrm € a —eV 4 $in — Sify ——
m=1 n=l a

olur. &, sibitleri de simdiye kadar kullanilmamis olan
z=0 — T(x,y, 2} =T, = sdbit
sinir sartindan belirlenecektir.
To = 2 Z A, (1 —e=2) sin = sin 2T
a
m=1 .=l
olup buradan da
2 2 a b
(l—e2) e, = — — f dxf dy Ty sin 2% gin 7Y
a b a b
o o
_ 4T,

1r2[1-—(-—-1)][1—(—1)]

bulunur. Buna gore prizma igindeki sicaklik dagilimi
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T(X, ¥, Z) =

Vu’r:‘
1 a?

1.‘2 (1 ___e—2c) 2

AT, &

atx? mint
( Cv ey -+ _b_’—x

myn=1

b7

+ T (r20) ) .

ngx . mm|y
sin — sin ——

olur.

a

VHI.11. Sekilde verilen smir sart-
lar1 altinda taranmgs kisimdaki sicakhk
dagihmim bulunuz.

¢COZUM: Levhamn her tarafin-
dan T, sicakhgini ¢ikaralim. Béylece
levhadaki sicakhk dagihimi problemi
asagida gosterilen yeni simir gartlarina
gore ¢Oziilmesi gereken probleme do-

niistiiriilmiis olur.

Yeni sinir deger problemi igin olan ¢oziimii T(r, @) ile ve eski sinir deger
problemi igin olan ¢dziimii de T(r, @) ile gosterirsek (is1 iletimi denklemi lineer

oldugundan),

yazilabilir.

T(r,9) = T, + T(r, )

Diger taraftan sicaklik dagilimi zamana bagh olmadigindan is1 iletimi denk-

lemi

viT(r,9) =0

seklindedir. w2 operatoriinii kutupsal koordinatiar cinsinden yazar ve T(r, ) =
R(r) ®(p) seklinde bir degisken aynigimi yaparsak

1 @’
— (PR +rR)y=— —
R( ) @

buluruz. ® fonksiyonunun periyodik olmasi gerektiginden her iki tarafi p? ye
esitlememiz lazimdir. Ozel ¢oziimler

R=Art 4 Br—s
® = CcosBop + Dsinflp

olur. 4, B, C, D integrasyot sabitlerinin degerleri sinir sartlarindan bulunacaktir :
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=0 igin =0 —» C=0,

nmw

p=2aigcin D=0 > f=—.
20
O hilde
T(r,0) = 3, (o, w4 B, r=mize) sin (VIIL11.1)
! 2a
dir.
r=Ryigin T(R,¢) = ¥ (&, R™"= + B, R~ sin %‘5‘3
a
n==]
yani
2 2a
of Ry 4 B Rownim — 2 f T(R,, @) sin "™ do
2a 2a
0
« 2n
=1 f T, sin "2 dg + f (— Ty sin "™ g
a 2a 20.
0 L3
=I9—[l+(—])"~—2003 "“], (VIIL11.2)
nw 2
r= R, igin T(_Rz, Q) = Z (&, R™2 B, Ry—n=i2a) Sin%ﬁ? =0
L
n=1
yani
o, Ry 4 B R, = () (VIIL11.3)

olur. (VIII.11.2) ve (VIIL.11.3) den

To[1+(—1)"m2cos%’i]

i n:’zl
7515 R1 —nrfla ___ ﬁ *
R}?

To[l +(—1)"—2cos’2’—“]

a

Mn R 2 \nn/2a
nT [ermﬂa . _L) :'
Rl
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bulunur. Bu degerler (VHI.11.1) de kullanilarak da IF(r,q:) sicaklik dagiimi
elde edilir. Asil sicaklik daglim ise

T(r, 9) = Ty + T(r, @)

VIIIL.12. Sekilde verilen sartlar altinda
taranms kisumdaki sicakhk dagidhmm bulu-
nuz.

r \ar/s R, \/s
ar, 5 ) ()]
CEVAP: T(r,9)=="1 Y 2 r) g

nx/ nic,

-1 _,-_rmfs &mﬁa
+2_Tz§ i+ ][(R:) +(r) ] . NTQ
™

* Sin
“= u (&)nms—_ (&)ﬂﬂf& 8
R, Ry

VIIL.13. Sekilde gisterilen sartlar

x 77 .. altmda taranmis kisimdaki sicakhbk da-
7" glimm bulunuz.
///// CO'Z UM: Her taraftan T, sicak-
T.

i1 gikarilarak, asagidaki gekilde gos-
terilen swmur sartlarina uyan sicaklik
dagiim: problemi elde edilir. Bu problemin ¢dziimi olan sicaklik dagilimi
T(r, ) ile gosterilirse, kolayca gergeklenecegi gibi

T(r’q))zq]_"(r’(p) + TO

4o oOlur. T(r, @) = R(r) ®(p) yazbr ve

Q J’/.‘
/
/ f/ — bu yeni fonksiyonlar igin elde edilen di-
/ ///// feransiyel denklemler ¢éziiliirse,
[ h R=Ar + Br,
o

® = Ccosyp + Dsinye

bulunur. r nin gok biiyiik degerleri igin sicaklifin ¢ok biiyiik olmasi fiziki bakim-
dan tmkénsizdir. Bu nedenle

Iim R = sonlu

r-—+oo
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A=0
olmalidir,
p=0 igin =0 —» C=0,
©=a+p igin D=0 — y= m_
a+p
O hilde

T(r, 9) = Z &, romlEts) sin " _:OB

=1

dir. &, katsayllar1 simdiye kadar kullamlmamis olan sinir sartindan buluna-
caktir.

o+8

of  a-rrlets) — 2 f T{a, @) sin e do
a-tp a+f

0

2T, ( mm)
= —[1—cos .
nx a+p

Levhadaki sicaklik dagilim: bdylece

nr/(x-+g)
T(r, ¢) = Ty + Z 2T° os——2 | & " sin TP
a+p/\r a+p

n==1

olur.

VIIL14. Yancaplan R, ve R, olan egeksenli sonsuz uzun iki silindirin arasm-
da kalan bélgedeki sicakhk daghmim

0 eger 0 o< 3;5 T, eger 0K 0< :223
T(Ry,0) = 3 ’ T(Ry, @) = 3
T, eger —;t—\<\q3~<._21c 0 eger —:—-QQSZR
L l

sinr sartlarma gbre belirleyiniz.

COZUM: Silindirler sonsuz uzun olduklarina gore, verilen bolgedeki si-
caklik dagilimi z ye bagh degil, sidece r ve ¢ ye baghdir (Problemde silindirik
koordinatlarin kullanilacag dsikardiwr). Boylece 1s1 iletimi denklemi
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2 2
7T e T e
seklini alir, T(r, ) = R(r) ®(p) ayrismmi yapilirsa
R(r) = Ar® 4 Br-",
®(g) == C cos np + D sin ng

olur. k ile bir tam sayiyr gostermek iizere ®(¢) fonksiyonunun, argiimaninin

2kn kadar artmasiyla hi¢ degigsmemesi gerekir. Bu nedenle v yerine dogrudan
dogruya n alinmugtir. Bélgedeki 151 dagihms

T(r,¢) = 4y + Bylnr + Z (L, r"+ B, r™") cos np +

n=l

+ (&, r" + D,r™") sin ngj (VIIL.14.1)

ile verilir, Sabitler simir sartlarindan buiunacaktir.

r=Ry igin T(R,@)=A,+ B,InR + Y [(s/,R," + B, R™") cos np +

n=1

+ (€, R'" + 2, R, sin ng]

yani
5 3n/2 2r
A, + ByInR, = = f0d<p+ Tydo |= T,
2 2
L] In/2
I Inf2 2r
&, R"+ B, R =— [ f O cosnepde + f T, cos nep dcp]
T
0 3n/2
Ty . 3nm
= — — SIn ¥
nw 2
) =2 2n
€,R" + 9,,R;"=-_[f0><sinnq)d(p—{— T, sin ne d(p]
T
0 In/2

g |t

( 3nn
cos ——1
2

ve
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r=R, i¢in T(R,@)=d,+ By+InRy+ ) [(of, R+ B, R

n=1

xcosng + (€, R," + 2, Ry ") sin ng}
yani

A°+BolnRz= %—To,

T . 3nm
—-sin —,
nw 2

A, R+ B, R

C R+ D, R = T—"(x — cos 3-"-’5-)
Hx{ 2

dir. Bu ifidelerden sibitler bulunup (VIII.14.1) deki yerlerine vaz edilerck si-
caklik dagihminm ifidesi elde edilir.

VIIL15. Sekilde verilen sinr gart- b
larma gore levhadaki sicakhk dagilimim
bulunuz.

s T,

COZUM: Kolayca gerceklenecegi 1.

glbl =2 =
4 4
TG, ¢) = T, + T(r, 9) g ° &
ve
T(r, @) = R(r) ©(9)

icin

R,=C,r", ® =B sinng
dir {lim 7(r, ) = sonlu olmasi i¢cin R nin ifidesindeki ™" li terimin katsayis1 0

r-+0

alinmigtir]. O halde

T(r, 9) = Z &, r" sin no
n=1

ve

A, = A1) cos ™ — cos T
nra" 4 4

olur. Sonug olarak da
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T 9) = T, + 2227 3 L

( nrw 3nn ( r\* .
—{cos — —cos — |[— sin ne.
1 n 4 4 a

n=]

bulunur.

VIIL16. r yaricaph bir dairenin dorfte biri aliniyor. Daire parcasim belirle-

yen yaricaplar devamli olarak 7, derecede ve yay da sing derecede tutulduguna
gore, yiizeydeki sicakhik dagihmm bulunuz.

 m—1 41
- sin i3 sin s
CEVAP: -7+ 2 : +
EVAP: T(r,9) = o+;z 202n—1) 2(2n + 1)
a=1

2n
+ Ty (cos nk — 1) (L) sin 2ng .
2n a

ViII.17. Sekildeki cismin igindeki sicakbk dagihmmm verilen simr gartla-
nna gire inceleyiniz.

CEVAP:

r| 4"’5 r 4".’5
5 o 1 —cosn? (-r—) o (}T) . dng
I(r,9) = —4“ (T,—Ty) Z sin

n r 4nf5 r, 4n/5 5
r==] — —_ =
ra "y )

VHI.18. 2a kalmhgmda sonsuz bir levhamn her iki yiizii devamli olarak 0 dere-
cede tutuluyor. Baslangig &mndaki sicakhk dagihiu
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Ty eger 0 < x < a ise,

T(x,0) = (T, = T)

T, efier a << x € 2a ise,

ile verildigine gore, herhangi bir anda birim yiizeyden gec¢en 151 mikdarim bulunuz.

COZUM: Levhanmn igindeki sicaklik dagilimi zamana baghdir. Ist iletimi
denkleminde T'(x, t) = X(x) (¢) yaalirsa

X*

X

I <
a T

olur. Bu esitlik B bir reel say1 olmak iizere — B2 ye esitlenmelidir. + B2 ye esit-
lenecek olursa, kolayca gériilecegi gibi, v = exp(ap?) olacak, yini sicaklik da-
g1lim zamanla istel olarak artacaktir. Bu ise fiziki bakimdan imkéinsizdir. Bu-
na gore

T = e %Y X = A cos Bx + Bsinpx,

ve smur sartlarindan da

bulunur. O hilde

- n? ntat nmx
T(x,t) = B, exp| — sin
. 1) Z p( 4q? ) 2a

n=l

dir. Baslangic sartindan

nTX

T(x, 0) = Z B" sin Z‘

n=al
yani

2a
B == f Te 0)sin ™% dx = 2 | Ty 4 T,(— 1) + (T, — T)) cos "=
2a 2a nw 2
[\]

bulunur. Levhadaki sicaklik dagilimi da

[= ]

T(-’Gf)=i Z < { Ty + (— )" Ty + (T, — Ty) cos ’in'] X
7 n 2

n=l
anin? . HEX
X exp [ — ¢t} sin
4q* 2a

olur,
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Herhangi bir anda birim yiizeyden gecen 1s1 mikdan ise, e, ile x dogrul-
tusundaki birim vektorit gostermek iizere,
. aT L <
=—e L — =—e, —
j=—¢, )

[Tl + (— D" T, + (T, — T}) cos ’E'] X
dx 2

n=1

an’n? nex
X exp| — t | cos —
442 2a

dir.

T VII.19. 2a kalinkginda sonsuz bir levhanin bir
yiizit devamh olarak 7, derecede tutulmaktadr; di-
ger vyiizii ise yalitilumgtir. Baslangictaki sicaklik
dagshm sekildeki gibi olduguna gire herhangi bir
andaki sicakhk dagilumm bulunuz,

aT
" CEVAP: T(x,f) = Ty+ i 47
’ ° @n+r

i, n=1
T.

(2n + Dr 4
X | —cos X
° * nooox [ 4 + (2n + Dr

b o —— -

sin 2n + D os (2n + D= . 8 sin (2r 4+ D=

(2n+ D=n 2

2.2
8 sin (2n 4+ I)m exp (_ a(2n 4+ 1Y x t) sin (2n + Dr ..
(2n 4+ D= 4 1642

X —2c

4q

VIII.20. ¢ kalmhginda sonsuz bir levha
esisili olarak yahtilmis olup f = 0 &mindaki si-
cakhk dagihm sekilde gosterildigi gibidir.
Herhangi bir andaki sicakhk dagihimmi bu-
Junuz.

------ COZUM: T(x,t)= X(x)<(t) yazhr-
sa, X(x)ve () igcin Ozel ¢bziimlerin
T(t) = e—=8M

X(x) = A cos Px 4+ Bsin Px

Njw -

oldugu bir dnceki problemde gosterilmisti. Levhanin her iki yiizii yalitiloms ol-
dugundan, ylizeylerdeki 1s1 akim vektorlerinin degerleri O dir. Buradan
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x=0 igin =0 —» B=0,

=g icin X'=0 ~> B=-’~'—IE-
a

olur. Buna gére

© z
T(x, )= ) Aexp _nn:za t |cos 12X .
at a
n=3

Kolayca goriilecegi iizere

e < -
T(x ,0) = x eger 0 < x < a2 fse,
aj2 eper a/2 £ x € a ise,
dir. Buradan
2 al2 a
A, =— fxcosﬂxdx-{— -—E-cosflxdx =2 cosﬂ—l
a a 2 a nn? 2
o an2

bulunur. Dolayisiyla

® 2,2
T(x,t):—‘iz-l—(cosﬂ—l exp| — 2% ¢ cos X,
'nzn__ﬂn2 2 at a

olur.

VIIL.21. 2q kahoh@inda sonsuz bir lev- T
hanmin bir yiizii 0 derecededir. Diger yiizi
de yaliilmugtir, Baslangictaki sicakhik dagihm
sekildeki gibi olduguna gire, herhangi bir an-

daki sicaklik dagilimm hesaplaymmz.
by T,

COZUM: Problem VIIL20 dekine ben-  ,_st E

zer sekilde sinir sartlarindan > !

1

x=0 i¢gin X’=0 — B=0, E
(2n + Dr 0 : 2a z

x=2a gin X=0 — =
b 4q
bulunur.

T(r,1) = Y 4, exp| —2E DT ) o @nt D,
164? 4q

n=0

Baslangic sartindan da
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a 2a
Anz_z_[fi—ocos@._t_*ﬁr_xdﬁ f()cos_@'i_t‘_)ﬁdx]
2a 4q 4a
0

4T, sin @n + D=
2n 4 D 4
ve dolayisiyla

o sin 2n 4+ Dn

T(x, 1) = 4T, E

2 2
. [__ a(2n + ]LTE_ t] cos 2n + D= X

2n + Dn 16 &* 4a

n=1

olur.

T
i

VIiL.22. 3a kalimliginda sonsuz bir levha-
nm iki yiizii 0 derecede tutulmaktadir. Levha-
daki sicakhk dagihmim gekilde gosterilen

baslangi¢ sartina giore belirleyiniz.

CEVAP:

=
o

-
8
e e ———— e

oY

1 2nr
t— — s——cos— X
) n Z n( 3)

n=i

an’n? . nmXx
| X exp| — t | sin——.
9a* 3a

— e ey Mmm e e e A W ey e e S

T |

VIIL.23. 22 kalmhginda sonsuz bir levha-
mn bir yiizii 0 derecede diger yiizii de yahtidmis
bulunmaktadir. Levhamn igindeki sicakhk da-

T gilmint gekilde gosterilen sumr sartina gore
belirleyiniz.

M,
CEVAP:

8T, . @n+ Dn
T(x,t) = o c—
(x,1) E, [(2n TR sin 2

,___-____‘._..
&

¥
» |

Qa1 2 4a

2.2
167, in 2n+ D= ] exp‘:-— u(2n1-;— ;) 3 t] sin (27 + D= .
a

VIII.24. Kesiti, a ve b kenarh bir dortgen olan sonsuz wzen bir prizma 7T,

sicakhifinda bulunuyor. Yiizeyleri 4niden O dereceye getirildigi zaman prizmamn
igindeki sicakhk dagihemm bulunuz.
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COZUM: Prizma sonsuz uzun oldugundan, prizmanin igindeki sicaklik

dagihimini bulmak igin, bir kesitindeki sicakhk dagihimimm bulmak yeterlidir. Ke-
sitteki sicaklik dagihmi x, y ve f nin fonksiyonudur.

I(x, y, 1) = X(x) Y(») <(t)
yazilirsa, st iletimi denklemi

ye indirgenir. O halde
(1) = e—o8%
X(x)=Acosyx + Bsinyx,

Y() =Ccosdy + Dsindy
dir. Sinir sartlarmdan

x=0 igm X=0 > A=0,
X=a igin X=0 - 7='—t—n—,

y=0 ikin Y=0 —»> C=0,
=b igin ¥Y=0 - §="F

bulunur., O hilde

© = 2 2
T n0= 33, Aom erp|— a2 4 o) ¢] s T sin 2

ma=1 n=1

olur. Baslangig sartindan &7, katsayilan bulunur:

Z Z o, sin == smﬂ

m=l n=1\ b
ve

b
&, =.i_2.. [fT s;n—sm 1rl:ya'xa'y
a b b

0
4T,

AT

Il

5 (1 — cos nn)} (1 — cos mmn)

dir. Buradan da
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T(x, y,t) = % E Z # (1 — cos mr) (1 — cos nn) X
m=1 n=l1
X exp [——unz(ﬁ + "i) t } sin X sin Y.,
a* b? a b
olur,

VIIL.25, Kesiti, a ve b kenarhh bir dikdértgen olan sonsuz wzun bir prizmanmn
yiizeyleri devamh olarak 0 derecede tutuluyor. Baslangictaki sicaklik dagilim asa-
gida soldaki gekilde gosterildigi gibidir. Herhangi bir andaki sicaklik daglimm bu-
Iimuz,

L]

4T,
CEVAP: T(x,y,t) = -2 Z Z [ p.(cos =_ 1) (—1+ (17
m==! n=] mn 2
. nm " n o om
+ (0 —w{=D —cos-2—— [(—D"—1] jexp [ — an? — +t = T 1] x
X sinﬂj—c- sin mEy .
a

Y -
b i

: ’ :

1

? 0

=T a gy B ’

s -

0 l% 4 * o o s =

VII.26. Kesiti a, & kenarh bir dikdértgen olan sonsuz uzun bir prizmanmn
yizeyleri devamli olarak 0 derecede tutuluyor. Baglangigtaki sicaklik dagilimi yu-

karida sagdaki sekilde gosterildigi gibidir. Herhangi bir andaki sicakhik dagilimm
bulunuz.

COZUM: Sicaklik dagilimi T(x, y, t) = X(x) Y(y) «(¢) seklinde garpanlera
ayrilir ve carpanlarin gercekledigi diferansiyel denklemlerin ¢éziimleri verilen
baslangig sartlarina uydurulursa

o0 [-+] 2
T 0=3 3 o, cxp[—an ("‘“J”"ZT) ]smji‘_sm%’
a

olur. &, , sabitlerini baslangic sartindan bulacagiz. Sekilden kolayca goriile-
cegt gibi, baglangic sart1

m=1 n=1|
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tilmgtir. Herhangi bir ¢+ 4mndaki sicak-
ik dagihmim bulunuz.

COzZUM: Sinir sartlarina uydu-
rulmus olan ¢6ziim

T(x, y, t) = Z i A oo exp[—un‘z(

m=] n=i

T, eger 0€x<a, 0Ly — x ise,
a
T(x, 5, 0) = \ ,
T, efer 0L xga, —x<Lysb ise
a
dir. Buna goére
a bxla
dpu== 2 [ Tzsm'ﬂ.dx( [ )+
a b a b
0
a b
+lesinmdx(fsinmdy)]
a b
0 bx/la
= A4 [f sinm(lﬂcosm)dx+
amn a a
0
+ 4T, fsin’ﬁ((—— l)'"—cosﬂf) dx]
amn a a
0
4T, 2T. 2T.
= 1 —(— D" — 2 —(—D"]——2—[1— (— D" +
mnnz[ — D1 m(n_m)uz[ — D] e +m)n,[ (—D™7]
4T o n 2T Hem
T Y [ — () [ (— ) —
mnw? m(n —m)n
2T, rim
— [l (1))
m(m + n)n
dir.
 VIIL27. Biitiin yiizeyleri 0 derece- "t
de tutulan sonsuz uzun bir prizmanm R ° _
kesiti 1 = 0 ammnda sekildeki gibi 1s1- g
e T -

9]

n2

a* a

dir. Bunu baslangi¢ sartlarina uyduralim:



256 » ISI TEORISI COZUMLU PROBLEM KITABI

a .
T, eger 0..<._x:§—-2—-, 0Ly x ise

T, eger -g*éxﬁa ’ 0-<..y-‘-<..——z-x+a ise
. a a b .
T(x,y,0)= ¢ T, eger ngg-i-, ?xgys-; ise
T, efer — < x<a ——?—x+a<y<—?—- ise
1 g 5 D XS ’ b 2V % >
. b :
T, eger 0<<x<a , —2-y..<._ <5b. ise
Buna gore
5 al2 axtb
Ay =2 2 f dx sin "% f T, sin ™2 gy +
a b a b
—ax/b+a af2 b/2
-+ f dx sin —f T251n——dy+ fdx sin — fT, sm-—b- dy +
al2 axlb
b/2 a
—|—j‘dxsmEE T, sin 'f?:—J-’dy-l-T,f dx sin % fdy sintfb—ﬂ]
a
af2 —ax/b+a 1] b2
olur. Bu integraller hesaplanarak sonug elde edilir.
o f |
. J VIIL28. Kesiti, 3a ve b kenar uzun-
i L lIuklu bir dikdértgen olan sonsuz uzun bir
- ’,f’ prizmanmn yiizeyleri devamh olarak 0 de-
) i o d recede tutuluyor. Prizmanmn icinde her-
A hangi bir ¢ dmndaki sicakhk dagilimin,
e ~ gekilde verilen baglangi¢ sartina gore be-
0 a 3a x lil'leymiz-
3
CEVAP. A, ,= 47, 1 —cos — | [1—(—1)"] + 3— cos 5}
mnm? 3mr (um 3
1
—(— l")——L _t cos 2% __cos (—n—-l-m n} 4+ —— X
P R 3 o2 _m
3 2 3 2

[5-o5-)
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VIIL29. Cok uzun ve ince bir ¢ubuk tlizerindeki sicakhk dagihm /=0 Aninda

Tysinax eger 0 € x < z ise,
a
T(x,0)=

. = .
0 eger — 5 Xx ise,
a

ile verilmistir. Herhangi bir ¢ amindaki sicakhik dagilimim bulunuz.

COZUM : Cubugun icindeki sicaklik dagihmi, ¢ubuk ¢ok ince ve uzun
farzedildiginden x in ve ¢ nin fonksiyonudur. Is1 iletimi denkleminde T(x,t) =
X(x) =(¢) vaz edilirse

T(t) = eotr,

X(x) = Aeitx + Be—iex
bulunur. X(x) igin &6zel ¢dziimlerin birini almak yeterlidir.

X(x) = Be—isx

alalim. f§ igin daha Onceki problemlerde oldugu gibi diskret degerler bulunama-
digindan, bu 6zel ¢oziimlerin lineer kombinezonu olan genel ¢éziim artik toplam
scklinde degil fakat bir integral scklinde ifade edilir:

+o0

T(x,t) = f By e—isxe—=sr qf3,

~~00
B, katsayilari baglangig sartindan bulunacaktir. ¢ = 0 igin

+o0
T(x , 0) = f B, e—iex d

—_—

olur. Bu, bize \/E Bg nin T(x,0) fonksiyonunun ters FOURIER doniismii-
sl oldugunu gdstermektedir. O hilde

o0 n/a
1 1 .
B, = — f T(x,0) et dx = — T, f (sin ax) e8x dx =
2r 21
0 o
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wfa wfa

=-1-—T0[/‘sinaxcos[3xdx+i j sinaxsiandx]=

2n
Q¢

—_ _1_‘2_[ 1 efla+ain/a 4+ 1 e—ile—g)nla . 2a ]

T 4nla+t p a—p a* — B?
dir. Buna gére gubuk tizerinde herhangi bir ¢ amndaki sicaklik dagilimu

+-co
T(x,r)=—{i- [

——00

gila+eyfa | e—fla—g)r/a

a—+p a—@§

—-— 5 20 Bz ] e—iax c—aa*t dB
a- —

olur.

VIIL.30. Cok uzun ve ince bir ¢ubuk iizerinde 1 = 0 finmdaki sicaklik dagilmn

o T .
Toe™o* efer 0 < x <— ise,
a

T(x,0) =
0 egfer il < x ise,
a

ile verilmigtir. Herhangi bir ¢ imndaki sicakhk dagilimim bulunuz.

CEVAP:
+oa .
T(x ’ t) — _TCL f a - IB (1 — @ c!ﬁ.n!a) e—ap?! e_is"' dB-
2 a* + p?

VIIL.31. Cok uzun ve ince bir ¢ubuk iizerinde 1 = 0 dninda sicakhk dagihim

cos Lx eger

T (x 0)—; 0<x
’ 0 efer L < x ise,

ile verilmistir. Cubugun iizerinde herhangi bir andaki sicakhk dagihwom bulunuz,

+oc

COZUM: T(x,1) = f B, e—itx e—e8%1 dp

—co

ve
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-Ba=“1—f Tee, O gy — Ly SRE+BL  sin@—DL
2 J 4r B+ L B—L
+

+i[ I cos(B+L)L n | cos(B—L)leé
B+L  B+L  p—L B—L
dir,

VIIL.32. NEWTON sogama kaaniinuna uyan sonlu uzunlugu haiz bir ¢u-
bugun igindeki sicakhk dagiimimin gergekledigi diferansiyel denklemi tesis ediniz.

COZUM: Cubugun boyu L, kesiti 5, yapildigi maddenin ozgiil 18151 ¢ ve
yogunlugu da p olsun. Cubugun s kesitinin uglardan 1s1 alig verisi olmayacak ka-
dar kiigtik oldugunu farzedelim. x ekseni boyunca wzanan gubugun dx uzunlu-
gunda bir parcasini gbz Gniine alalim.

b3

Bu pargaya soldan giren 1s1 mikdan sj(x), ve sagdan giren 151 mikdan da
s [— j{x + dx)] dir. Boylece g6z oniine alinan parcanin igine giren toplam 1s1
mikdar

dQ = s [j(x) —j(x + dx)]
olur. Eger j(x -+ dx)
Jx 4 dx) = j(x) + 3 dx + ...
ox

seklinde seriye acgihir ve ilk iki terim gdz Oniine alinirsa

: 2
dQ = —si’—dxr:sx—a-z:dx
ax ax*

olur.

Diger taraftan NEWTON soguma kaanfinuna gdre birim zamanda gubugun
dx uzunlugunun yan yiizeyinden kagan 1s1 mikdar: ise T, ile dig ortamin sicakli-
gint, p ile gubugun birim uzunluga tekaabiil eden yan yiizey alanim ve £ ile de
bir orant1 katsayis1 gosterilerek

hp (T — T,)dx

dir. Béylece gubugun dx uzunlugunun igindeki 1s1 mikdart
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’T

kadar degisir. Bu, sicakhgin bir mikdar degismesine sebep olur. Bu defisme,
asikiar olarak

dQ =pcs ar dx
ot
ile belirlenir. O hilde

oT a?T
cSs—dx=us—dx —hp(T — T)) dx
P o o p ( 2)

olur ve her iki taraf da pesdx ile boliinerek

8T _ x 0T

hp
= T—T
ot pc @12 pc ( 2

bulunur. Eger

h':_@_ x
pc pc

vaz edilirse aranan denklem olarak da

T 9T
=g ——h (T ~—T
3t uaxz ( d)

bulunur.

VUIL.33. Cok ince, a uvzunlugunda ve 7, sicakhfinda bulunan bir ¢ubukla,
aym metalden yapilm§ kesidi aym olan, b uzunlugunda Ty(»¢ T,) sicakhiinda bu-
Iunan ikinci bir ¢abuk t = 0 idminda birlestiriliyor. Herhangi bir 1 >> 0 dnndaki
sicaklik dagilimmm bulunuz,

COZ UM : Dis ortamin sicakliini T, ile gosterelim.

Tx,)=T/(x,t)+ T,
seklinde yen:i bir sicakhk dagihom fonksiyonu tanimianmirsa
T(x,t) = ¥ T,(x, 1)

icin, 1s1 iletimi denklemi
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aT 3T

— a——

at axt
sekline girer. Bu denklemin nasil ¢oziilecegini biliyoruz. Eger T (x, 1)

T(x, 1) = X(x) 7(t)
seklinde g¢arpanlara ayrilirsa
(1) = e—*™,
X(x) = A cos Bx + B sin Bx

olur. Sinir sartlarindan

x=0; X'=0 - B=0,
ne
=ag+b; X =0 - P=
P a+ b
yani
_ ol 1
T(x, 1) = EAuexp — ——c—l—n—it cos —%
B (a+ b)? a-+b
bulunur.

Problemin baslangig sart: ise

T,—T, eger 0K x < a ise,
T,— T, eger agxsa—i—b ise,

T(x,0)=}

dir. Buradan

A,

[ T—Td)fcos

2 .
= —(T,—T,) sin
mr(I ) a-t+b

dx+ (T,— T,)fcos

d]:

oldugu goriiliir. O hélde

naw nxx
T, =T, + Z-——(T,——T,)sm cos X
o a+ b a+ b

ant 2
Xexpl—[|———FH+}t].
”p[ ((a+b),+ )]

olur.
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VL34, Ucglart x = 0 ve x = L de bulunan, yoguniugu p, dzgiil 1sis1 ¢, 1s1
iletkenlik katsayisi x, kesiti 5 olan ¢ok ince homogen bir ¢ubuk yahhlmstir. =0
fimnda ¢cubugun iizerindeki sicakhk dagilinm

x eger 0 < x < al
I(x,0) = aox a, L

— efer oL <x<L
(10-“1 ao"""}.

(g € R,0, = 1)

fonksiyonu ile verilmistir. Herhangi bir ¢ dnindaki sicakbk dagilimim bulunuz.

¢COZUM: Cubuk yahtilmis oldufundan 1si als verisi katsayist 4" =0
dir. Boylece ¢ubuk tizernindeki sicaklik dagihminin uydugu diferansiyel denklem
kendiliginden
oT 9T

—_— e ——

ot ox?

ye doniismils olur. Bu denklem g¢arpanlara ayirma yontemi ile verilen baslangig
ve sinir sartlari altinda ¢oéziiliir.

VIIL.35. L uzunlugundaki ¢ok ince bir cubuk ic¢inde sicaklik dagilim:
t =0 dmnda

X eger 0 x <€ L3 ise,
T(x,0)={ 0 efer L/3 < x <2L/3 ise,
e~ eger 2L3< x K L ise,

ile verildigi takdirde, sibit olan dig sicakh@in 7', oldugunu farzedip, herhangi bir ¢
amndaki sicakhk dagilimim belirleyiniz.

COZUM: T(x,t)=e" [T(x,t)—T,] doniisiimiiyle VIIL33 de oldugu
gibi
aT 92T
— a_____

ot ax?
denklemine gegcilir.

Bu denkleme tekaabiil eden sinir sartian
x=0 i¢gin X' =0; x=L igin X'=0

ve baslangig sartlan da
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x— T, eger 0L x L3 ise,
T(x,00=! —7T, efer L/3<x<2L/3 ise,
e*—T, eger 2L3CxK L ise,

sekillerine girerler. Buradan VIIL.33 dekine benzer sekilde, agilim katsayilan
igin,

2 2
An=‘2 L ia f’_’f.+ L cos——l ———-e"-u” sin = —
L | 3nx n* w2 3

— (_L_)z [ e—L (—1)" — e~—2L73 cos _“]
nm 3

+ —“1_[_,2— [ (;L;)z e-2L1 cos & ( ) et (— 1) —
1 — ==

nmt

L angy™
nw

bulunur.

VII1.36. Kiiresel koordinatlarda zamana bagl olmayan 1s1 iletimi denklemini
coziiniiz.

COZUM: Kiiresel koordinatlarda

, 1 [8(2Si98) a(. 8) J 1 8)]
= — — )+ — | sin® — ]+ — ——
v rtsin?0|9r T ar a9 at do \ sinf Jo

seklindeki LAPLACE operatoriiniin ifaddesini kullanarak ve
T(r , 8, @) = R(r) ©(6) O(o)

yazarak, 1s1 ileiimi denklemi

. 2
sinb 4/, Eﬁ) + 4 Gne QQ) L1 TP (viL36D
R(r) dr dr ® ®sin § do?

sekline sokulur. Buradan
2
L) L ggde) 1 do
R(r) dr dr ®sinf 49 dd ®sin? 0 do?

bulunur. Her iki taraf a(n+1) seklindeki bir aynsum katsayisina esitlenerek R(r)
icin
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ﬂ.}rz f_R__n(n-}_l)R—O (n: tam say1)
dr} dr

denklem: elde edilir. Bunun ¢&éziimiiniin
R(ry=A,r"+ B, r 1
oldugu kolayhkla goriiliir.
(VIIL.36.1) denkleminin ikinci yamndan

1
1 a0 = —n(n -+ 1)sin ’6—-5—5“—9—({— sinﬁc-i—9
O d¢? 0 dJdb df

ve her iki taraf —m? gibi bir tam sayiya esitlenerck
1 d‘tb

O do?

2
yani

®, =C, cosme -+ D_sinmg
bulunur. Geri kalan kisim ise sidece § mn fonksiyonudur,

sin 0 Edé (sin e%ﬁ?) + [n(r + 1) sin? 6 — m?] 8=0,

Burada v = cos9 donligimi yapilarak

[(1—u)2df]+ [n(n—{—l)——lmz ]@:0

— 2

du

denklemi elde edilir. Bu ise P "(u) asosiye LEGENDRE fonksiyonlarin: belirler;
P (u) LEGENDRE fonksiyonlan olmak lizere asosye LEGENDRE fonksiyon-
larinin tanmim bagintisy

Prw) = (1— L p ()
du™
dur. Orijinde sicakhk sonlu olacagindan
B, =90
alinmalidir. Buna gore

T(r, 0, ¢) = Z Z (A ncosmo + &, . sinme) r* P,"(u)

m n

olur. &, . ve #,, katsayilar ise problem igin verilen sinir sartlarindan hesap-
lanur.
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VIIL.37. Arzin yaricapp R,, arzin ortasinda bulunan atesten kiirenin yar-
¢ap: r, ve yiizeyinin ortalama sicakligh da T, olsun. Arz yiizeyindeki ortalama si-
cakhgmm da 10 °C oldugunu varsayarak, arzin igindeki sicakhk dagihmim bulunuz.

COZUM : Simetri dolayisiyla sicaklik dagilm: 8 ve ¢ ye bagh olmayip
siddece r ye baghdir. Bu nedenle 1s1 iletimi denkleminin Kkiiresel hal igin ¢6zii-
miinde m = 0 ve n = 0 olmaldir.

Sicaklik dagilimmin hesaplanacagi bolge orijini ihtiva etmediginden

Tor) = Ry(r) = Ay r® + Byr o1 = Aq + 20
r

dir. A, ve B, katsayilan verilen sinir gartlanndan hesaplanir:

4y = 10R, — Ty 1y , B, = Ryrg (T, — 10)
Ry—rg Ry —rg
T(r) = —* [(IORO —Tyry + Do lTo— ‘0)]
s — o r
dir. T(r) nin degisimi asafgidaki grafikte gOsterilmistir.
Tir)
1
T.
L S Sttt tetnkales |
r. R T

VIII.38. Yarigapr R, olan bir yarim kiirenin yiizeyi, § ile kutup acis1 goste-
rilmek iizere, devamli olarak 27 cos § ve tabam da 0 derece sicakbkta tutulmak-
tadir. Yarim Kkiire icindeki sicakhk dagilimm bulunuz.
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COZUM: Yanm kiire icindeki sicakhk dagalimi @ ye bagh degil sidece
rve B ya baghdir. Boylece, VII. 36 daki degiskenlere ayrigim sabitlerinden
m =0 abnmalidir. Iginde sicaklik dagilminin hesaplanacagt bolge orijini ihb-
tivd ettiginden B, = 0 dur.

Sicaklik dagiliminin ifadesi ise

T(r,8) = ) A, r" P,(cos 6)

n=0

olur. 4, katsayilarin1 simir sartlanindan belirleyecegiz.

6= igin T(r,l‘-) = 0= Y 4,r"P,0)
2 2 =

yéni
P0) =0 (VIIL38.1)
dir. r =R, igin ise
T(Rq, 8) = 2T, cos§ = ) A, R," P,(cos ) (VIIL.38.2)
n=0

dir. Aynca LEGENDRE fonksiyonlart dik bir sistem olugtururlar:

+1

f P (cos 8) P, (cos 6) d(cos §) =

—1

2
8 *
2n 41

Buna goére (VIIL.38.2) esitliginin her iki yam P, (cos 0) sin @ ile carpilir ve D
iizerinden 0 dan 7 ye kadar integre edilirse



ISI ILETIMY x 267

” +1

f 2Ty cos § P, (cos 0) d8 = Z A, R f P (cos ) P, (cos B) d(cos 8) =

0 n=0 -1

- 2
= 2 'An RO" 8.rmn:"A.m Rom 2
= 2n 41 2m 41
bulunur. Buna gore
+1
Am — M f Pm(u) t du
Ro.m
—1
olur. O halde
0 +1 n
T(r0) = T, E Qn+1) ( f P (u) udu) (RL) P (cos )
n=0 —1 0
dir. Ote yandan
0=~ icin
2
+1

1't - r\*
T(r, _i") ~T, z:o 21 + 1)( f P,,(u)udu) (?) P.(0)

0

ve (VHI.38.1) e de gore T(r,—%) = 0 olur, yani 6teki sinir sart1 da gerceklenir.

VIIL3Y. Yaricapr ¢ ve uzunlugu / olan bir silindirin alt ve iist tabanlar: 0 dere-

cede ve yanal yiizeyi de 7 derecede tutulmaktadir. Silindirin icindeki sicakbk dag-
lIimimm bulunuz.

COZUM : Silindirik koordinatlarda LAPLACE operatérii ifidesinden

2 (,8T\, 1 & &7

1
27(r,@,2)=— — | r—| +
viTC 9 roar ( 8r) rt ool 0z

yazilir. Ote yandan silindirik simetri dolayisiyla T de ¢ ye bagh degildir. Béylece
151 iletimi denklemi

2
r or\ ar 0z2

olur. Simdi
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T(r,z) = R(r)Z{z)
vaz ederek degisken aynisimi yapilirsa

11 d(dR)_ | d?Z

r R dr

r —
dr

Z dz*

olur. Her iki taraf ayn:t bir B2 sibitine esitlenerek

Lidgar) g
R r dr dr
yani
rPR"+rR —@r?R=0
ve
Lz
Z dz?

(VIIL39.1)

(VIIL39.2)

bulunur. (VII1.39.1) de v = i} yazilirsa ve ayrica p = yr vaz edilirse

PPR*+pR +p*R=0

(VIIL.39.3)

denklemi elde edilir. Bu bir BESSEL diferansiyel denklemidir. Fakat artik BESSEL
fonksiyonlarinin degiskeni reel degil sanaldir. (VII1.39.2) ve (VII1.39.3) denklem-

lerinin birer ¢dziimii sirasiyla

Z = Acosfz 4+ Bsin Bz,

R = CI(pr) + D Kypr)
olur. ({,, K, sanal degiskenli BESSEL fonksiyonlardir).

Orijinde sicakligin sonlu olmasi igin D = 0 alinmalidir. Simir sartlarindan

2n4 H=x

A=0 ve =
P I

bulunur. Buna gore

(2= BRIO(-(—ZMr)sin@-}-—I)—Rz.

1

olur. r = g igin

{

=Y B"IU(_Qn—}—_I)na) sin _(2"%])3 z

n=1
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4T, L

B = )
" @+ D= Io((z"f”’“a)

I ((2n+ D= ’_)
T(r, 2) =4T°Z d sin @nt z

o jo(ig"_'t_l_.)f..a) I

olur,

VIIL40. Yaricapr @ ve uzunlugu / olan bir silindirin alt ve iist tabanlan NEW-
TON soguma kaaniinuna gore is1 kaybediyor, yanal yiizeyi de T, derecede tutulu-
yor. Silindirin icindeki sicaklik dagilimni hesaplayimz.

COZUM : Ozel ¢oziimler gene
Z(z) = A cos Pz + Bsin Bz,
R(r) = L(Br)
seklindedir.
Sinur sartlari ise

=1, (%= h’r) =0

Z
dir. Koordinat sisteminin orijininin silindirin ortasinda bulundugunu farzediyo-
ruz.

(Z' =hn2Z)

z=1

'l
dan B=0 ve vy, de tgy =

5 denkleminin kékleri olmak iizere B, = 21, bu-
T

lanur. O hialde

- 2y 2vy,z
I(r,z) = A, | —"r)cos —2~
(r, 2) Z o(l ) ;
n=0
dir.
- 2y 2v.z
T, = AnI(—"—a cos — "=

den bilinen yollarla
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2Ty sin vy, 1

A, = .
Y, - sin y, cos v, I(2vy, a/l)

bulunur. Béylece gubuk iizerindeki sicaklik dagilimi

o ‘ 10(2:,, g ) 2
T(r,z) = 2T, Z S_m Y 2 cos =X
n=0 Yrs + sin Yn COos Yg Io(__-;:','_ a) l
olur.
( ‘\ ( 5 VIiL.41. Farklk maddelerden yapil-
, o) ﬂ . mi§ /2, ve h, uzunlugunda, aym g yan-
) \ ) of 2 ¢aph iki silindir u¢ wca konmustur.
¢
N Béylece elde edilen sistem, yan yiizeyi
he

devamh olarak 7, derecede kalacak ge-
kilde 1isitilmakta ve ait ve iist tabanlari da O derecede kalacak sekilde sogutul-
maktadir. Sistemin igindeki 7(r, z) sicakhk dagihmim bulunuz.

¢COZUM : Birinci silindirin igindeki stcaklik dagilimimm T(r, z) ve ikinci
silindirin igindeki sicakbk dagihmini da Ty(r, z) ile gosterirsek,

2
_‘_._3_(,.@5)+£1:0 —h €250
r ar ar o0z
2
ii(ra_n)+_aT,=0 0z hy
r or ar 09z2

diferansiyel denklem sistemini elde ederiz. Bizden istenen, bu sistemin

Ta,2)=T,, Tr,—h)=Tyr,h,)=0,
Tl(rx 0) = TQ(rs 0.) ) J(l (a_]-'l) = x‘l (912)
0z 0 dz 0
sinir sartlan altindaki ¢6ziimiidir.

Son iki sart sicakhigin ve 1s1 akimimun iki silindiri aywran yiizeyde siirekli ol-
malar1 demektir.

T\(r, 2) = R\(r) Z,(2)
Tyr, z) = Ry(z) Z\2)

seklinde ¢arpanlara ayribirsa, smir sartlann kullanilarak, v, ile

T(r, z) = R(r) Z(2)

denkleminin siralanmig pozitif kéklerini gostermek iizere
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'3

Z(z) = sin Y;"z sin Y"(”; 23—, 0]
Z (z) = i ! (VIIL4L.1)

Zy(2) = sin v, sin Y27 [0, i}

L hy

bulunur. O hiide

T(,2) = ¥ 4,Z,(2) Io( X )

n=0 4

dir. Simdi de son sinir sartindan A4, katsayilarini belirleyelim :

T, = E 4, 10(-}9-' a) Z,(2). (VIIL41.2)

n=0 ll

A, IO(I;&) i bulmak igin 7, fonksiyonunu Z (z) ye gbre seriye acabilmemiz,
11

bunun igin de Z(z) fonksiyon ailesinin dik bir aile olugturmas:1 gerekir.

(VIIL.41.1) ile tammlanan Z,(z) fonksiyon ailesi [—#, , h;] arahginda ger-
¢ekten de dik bir fonksiyon ailesi olusturur. Ciinkii :

2 2
z 4+ Xz =0, z, 4Tz, =0
a a
denklemleri, sirasiyla,
%y 0z hy

olmak iizere, r(z) Z,, ve r(z) Z, ile carpilir ve taraf tarafa qikartilirsa

2 2
M2y 2%+ 1) Y52, 2, — 1) 20 Z,— 1) Y2 2,2, = 0
a

bulunur. Buradan integrasyonla

il [ -
—— jzm Z,r(z) dz:j 2,2, —2ZZ, dz =
a
—h —h

0 ity

= % I:zlm’ Zln_zln’ Zlm]

—hy

I:“— xz(z2m' - ZZn - z2n’ ZZm }
(]

ve simir sartlarindan da
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mya igin: [ Z,Z,r(2)dz=10

—py

seklinde, Z,, fonksiyonlarimn r(z) agirhk fonksiyonuna gére dik bir fonksiyon
ailesi olduguna isaret eden diklik bagintis1 bulunur.

(VIIL.41.2) nin her iki taraft r(z) Z , ile garpilir ve z tizerinden —#h; den 4, ye
kadar integre edilirse

0 ha
%f%@&+%f%®ﬁ
Io(m) A, =Ty —™ :
X, f (Z,, E)N?dE + x, j (Z,, () d§

—h

ve integraller hesaplanarak

2T, tgv, (cos Y, — COs 1;—’12—)
4

n= Y.4 Y.
AR sin? sin’ v,
T O(hl)(”z h1+h1 Y)

bulunur. O halde sicaklik dagilimi fonksiyonu

A

oo tg v, (cos Y, — COS I—;’%) I, hC-)
I(r, z) = 2T, Z 1

Tn I 2 ind Y4
a=1 7, n? + == sinty,| 1|2
(ot o Y) )

ve
Sin Tnhz Sin Yn(hl + Z) [_ hl , 0]
hy hy
Z(z) =
siny, s Y”(hz 2) [0, A,]
| hy
dir.

VIII.42. Dik kesiti s ve dzgiil 1sis1 da ¢ olan yaliilm§ sonsuz uzun bir ¢u-
buk baslangicta 0 derecede bulunmaktadir. /=0 dminda ¢ubugun £ ile belirlenen bir
noktasina dniden Q kadar 1s1 ithdl edilmigtir. Herhangi bir 1 &mnda ¢ubuktaki si-
cakbk dagilimim GREEN ybntemiyle bulunuz. GREEN fonksiyonunu yazimz.
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¢COZUM: ¢ =0 Aninda cubugun £ noktasina ithil edilen Q kadar 1si-
nin § > 0 kiigiik ve keyfi bir say1 olmak iizere (E—8,E + 8) araligmna ani
olarak yayildigim farzedelim. Buna gére problemin baglangic sarta

0 — o <Yy L E—B
T(x, 0) = 2chsS E—~6<x<E+S
|0 E+0<x< oo

olur. Cubuktaki sicaklik dagiliminin wydugu

a at ax?

1 3T(x, 1) _ o T(x, 1)

181 iletim denkleminin her iki yamnt, A reel pozitif bir parametre olmak {izere,

—ixx
C il garpip x iizerinden —oo dan + oo a kadar integre edelim:
\/21:
1 1 f aT(x. t) ey — f 82T(x t) e—irx gy
a \/21c at \/2-:
ve

+oa

L —a—-——!.,—_-fT(x, t)e— M dx =
o 3t \2x

—_—

+oo
— \/12_ [ aT;X, t) 3—-|'ij| \/2 f BT(JC t) e—ix dy =
™ X b4

+co

= EE [ T(x,t) e—"""]m — )f_. f T(x, ) e~ dx =— A2 T(\, 1)
V2n ’ V2

—o0

bulunur. Netice itibariyle T(x, #) nin FOURIER déniismiisii olan T(\, f) nin

1 dT( 1)

= — A2 f(}\,, t) (VIIL.42.1)
a dr

denklemini gergekledigini goriiriiz.
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Bu denklemin ¢6ziimii icin énce T(x, 0) m FOURIER déniismiigiinii he-
saplayalim:

1 +00 : E+3
i:()\., 0, 8) = e f T(x, 0) g gy = —— -—Q-*- ey =
V2x V27 2pcs 8
NN E—s
= ______:Q_____ _L fe—r &40 — e—r(E—3] = _g_e—-_iﬁ__ sin A &
V2r 2pcs8 A v/ 27 Apes8
ve
— . - Q e—f?-E
T\, 0y =lim T (A, 0,8) = —— (V111.42.2)
50 V2 pes
dir.

(VIIL.42.1) denklemi (VII1.42.2) baslangic sarti altinda ¢oziilerek

— —iAE
T\, t) == Qe

V 2x ges

g—rdat (VIIL.42.3)
bulunur.

(VIIE.42.3) iin her iki tarafinin ters FOURIER déniisiimii alinarak

+o0 400
1 =~ . 1 0 . .
T(x, 1) = —= T, e d) = —— —= el ghx g—ing ), —
(20 V2xn f 3 1) V2% \/ 2% pes
+oo
—_— Q__ f e— 2o l+in(x—8) J)
2w pes

oldugu goriiliir. Son integral rezidii metoduyla hesaplanarak
— T\
T(x, 1) = 2 \/ T exp|— =8
27 pes at 4 at

elde edilir.

GREEN fonksiyonu ise

! [ =8
G(X’E’t)—?.\/ﬁ EXP[ 4 ar ]

dir.
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VIIL43. Dik kesiti s ve ozgiil 1sist da ¢ olan sonsuz uzun ve ¢ok ince bir
cubuk, yiizeyinden NEWTON soguma kaaniinuna gore 1s1 kaybetmektedir. Bas-
langigcta cubuk O derecede bulunmaktadir. 1 = 0 #mnda ¢ubugun & ile belirlenen
noktasina ani olarak Q 1s1 mikdan verilirse, bir 7 iminda ¢ubukdaki sicakhk
dagilimi ne olur? Bu problem igin GREEN fonksiyonunu yaziniz. Dis ortamn
sicakhin devamh olarak 0 °C dir.

COZUM: Cubuk yiizeyinden NEWTON soguma kaanfinuna gore 1st
kaybettiginden, sicakiik dagihminin uydugu denklem

aT(x,1?) —a 3*T(x, 1)

y P I B {TCx, 1) — T

ve T, = 0 oldugundan

olur. Bu denklemi uygun bir déniigiimle bir 6nceki problemdeki denkleme dé-
niigtitrelim ; gergekten de

T(x,t)=e " T(x,1)
doniigimil yapilirsa
aT _ &'T
—_— =
ot ax?

elde edilir. Bu denklemin verilen baslangic sart: altindaki ¢dziimiinii biliyoruz:

T(x,t)-:—Q-——— \/E_ exp [__(xﬂ—-ﬁ)i].

2% pes ot 4 ar

O hilde
T(x’()z_Qei VE exp{:_g.{___.—__g)_z._]

27 pes ot 4 at
dir. Buna gére GREEN fonksiyonu da
e—H't (x — E)? ]
G X, ,t) = ——— €X _—
(.8 2 amt P [ 4 at

olur.
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VIiL.44. Dik kesiti s ve oz2giil 1s1s1 da ¢ olan ¢ok uzun bir cubugun x =0
yiizeyine birinci cins bir sinir sarti uygulanmakta ve cubugun yan yiizeyi de yahitil-
maktadir. GREEN fonksiyonunu hesaplaymmz.

COZUM : Cubugun x = O yiizeyine birinci cins bir stmir sartt uygulan-
digina gore, gubugun bu yuzeyi tzerindeki sicaklik dagilimi biliniyor demektir.

Cubugun 0 dan —eo a kadar uzatildigim diigiinelim. ¢ = 0 &ninda & nokta-

sina O 1st mikdart ve — £ noktasina da —@ 1s1 mikdan ithal edilirse sir sar-
tinda herhangt bir degigme olmaz.

Baslangi¢ sartlan

0 —o L x < —E—§
—Q
—FE_5 _
2 pcsd g <x<—E+8
T(x,0,8)=< 0 —E+8<X<E‘—8
1Y
— &
2 pcsb & <x<8+38
L 0 E48<x<oo

olur. Buradan

lim %ON, 0, 8) = lim _9 [e—¢ — e sin A8
50

s=0 \/2% pes AS
yani
= 0 : i
T(h, 0) = —=— [e—irs — g
Va2r pcs [
ve

T(\, 1) =

[e-—-izg — cm—;] e—ar?!

_ 2
V27 pes
bulunur. O hilde
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+oo oo
T(.\', t) — Q [ f e~ in(x—5) ) — f et +Hinx+E8) J) ] =
27 csp
__92 = §exp[m(x—a)’ ]_“exp[__&{jﬂ’éi](
2rpcs at 4 qat 4 qat
ve
_ v ] =81 [ (x+¥&
G(xag’ t)_zv@ Zexp[ 4(11‘ ] eXp[ 4(It ]i
dir.

Eger gubugun F £ noktalarmna =+ @ 1s1 mikdarlart 1 = 0 Aminda degil de
t = v aminda verilmis olsaydi

PR T ?ex;,[___&:éli_]_exp[_ CEL AT
’ 2®pcs ot — 1) 4o (t —7) 4a (t — 1)

ve

G(x, &t —1)

il - 452
2yan(t—7) ! 40 (t—1) 4a (t-—7)

olurdu.

VIILL4S5. Bir tnceki problemde sz konusu olan ¢ubugun x = 0 yiizeyine
ikinci cins bir simir sarti uygulanmig olsaydi GREEN fonksiyonu ne olurdu?

COZUM: Simr sarti ikinci cins oldugundan x = 0 yiizeyinden gegen 1st
akim vektorii biliniyor demektir.

—& noktasina —@Q 1sis1 ithdl edilirse x = 0 yiizeyinden gegen 1s1 akim vektdrii
degisir. @ 151 mikdan nedeniyle « yéniinde gegen ekstra bir 1s1 akim vektorii ve
—E noktasma ithal edilen —Q 1sis1 nedeniyle de gene < yoniinde gegen bir
1st akim vektorii olusur. Bunlarin hem yénleri ve hem de biiyiikliikleri ayni ol-
dugundan toplam st akim vektorii sifir olamaz. Fakat —& noktasina Q 1sist it-
hal edilirse, bunun sebep oldugu 151 akim vektérii — yGniinde olacagindan top-
lam is1 akim vektérii sifir olur.
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Baglangig sarti

0 o <x<—E—8
o
—E—3§ — 8
75 pcs £ <x<—E+
T(x,0,8)={ 0 —E4+S<x<E—S§
Q
—d<x< )
28 pcs : *<E+
0 E+d<x <

olur. Bir &nceki problemdeki islemler bu baglangig sart: igin tekrarlanarak,
GREEN fonksiyonunun bu hal igin

- _ =8 &R
G(x,E,t)—z\/miexp[ " ]+exp[ ypw jH

seklinde oldugu saptamr.




IX. BOLUM

ISTATISTIKSEL
MEKANIKLER

IX.1. Birbirinden bagimsiz ve aywrdedilebilen N adet tinecikten olusan bir sis-
temde tek bir tinecige tekaabiil eden dagifim fonksiyonu z ise tim sistemin 2 da-
gitim fonksiyonunun 2 = z¥ geklinde olacagim gosteriniz.

COZUM : Sistemi olusturan taneciklerin haiz olduklan kuvantik halleri
sirasiyla iy, i, ,..., iy indisleriyle ve enerjilerini de ¢, €4 ,..., €, ile gOsterelim.
Buna gore sistemin toplam enerjisi

€(iy, iy sy in) = €y 8 4 ... €y

ve & dagitim fonksiyonu da

F= 2 Z Z e 8 iz oy IN) —

= (izle—aeil) (%c—ﬂta) (Ee—#‘w)

seklinde olacaktir. Burada her biri, tek bir tinecige tekaabiil eden z dagitim fonk-
siyonu olan N garpan bulundugu goriilmektedir. Su héilde

FX=zxzX..Xz=2zN

o

N
dir.

IX.2. Bir B magnetik alaninda ve T sicakhiginda birbirleriyle etkilesmeksizin
denge halinde bulunan N adet spinden olusan bir sistem gz oniine almyor. Sistemin
M toplam magnetik momentini ve y magnetik doyarhfyim besaplaymz. pB » kT
ve B « kT limit hallerini inceleyiniz.

279
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¢OZUM: B magnetik alanminda bir spinin ancak 2 hili miimkiindir.
Bunlardan biri B ile ayn: yonde olup buna pB digert ise zit yénde olup buna da
— @B enerjisi tekaabiil eder. Buna gore dagitim fonksiyonunun ifadesi olarak

&= Ze——clfk'r — euB/kT -+ e—uB/.T = 2 cosh (%;)

i
kuvantik
halleri

bulunur. Sistemin toplam magnetik momentini hesaplamak igin 6nce B magne-
tik alanina zit yondeki spinlerin # sayisimun

n= _{V_ e—uB/kT

olacagina dikkati ¢cekelim. M toplam magnetik momenti buna gére

M=—np+N—=np= g p (euB/AT __ g—uB/KT)

= N sinh (E—E = N tanh BB
z kT kT
olur.

uB « kTigin M yi MAC-LAURIN serisine agip seriyi ilk teriminde keserek

bulunur. Su hilde magnetik duyarlik
N 2
o = N
kT
seklindedir.

B » 1 i¢in ise tanh (uB/kT)—> 1 olur. Buna gore de M toplam magnetik
momenti B magnetik alanindan bagimsiz olmaktadir. Bu takdirde termik g¢alkant:
artik B magnetik alanina z1t yondeki halleri doldurmak igin yetersiz olur; spin-
lerin hepsi de B yoniinde bulunurlar. M toplam magnetik momenti de bdylece
Np. degerini haiz olmus olur.

IX.3. Hazlan v ile v 4 dv arasinda bulunan T stcaklifindaki fermiyonlarin
sayisin
__ 8xVm? v?
TR eltmyd—e AKT 4

dN

(IX.3.1)

ile verilecegini gosteriniz.
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COZUM : Enerjileri E ve E + dE arasinda bulunan T sicakh@mdaki fer-
miyonlarin sayisinm

axv @myt  \JEdE (1X.3.2)

dN = i3 eE—er)KT 1 |

ile verilecegi 1SI TEORISI'nde (IX.9). alt-biliimiinde saptanmists. E = -;wmvz,

dE = mvdv, ve ayrica \E = \/mj2 v oldupuna dikkat ederek bu ifadeler
(1X.3.2) de yerlerine konursa, buradan derhadl (IX.3.1} ifddesi elde edilmis olur.

IX.4. N fermiyondan olusan bir sistemin ¢ok diigiik sicakbklarda haiz olacag:
toplam U enerjisinin ifadesini tesis ediniz.

COZUM: U toplam enerjisi
U=fEdN=fE‘ﬂdE (IX.4.1)
dE

ite verilmektedir. Sicaklik ¢ok diisiik kabul edildiginden T = 0 igin dN/dE nin
degerini (1X.4.1) e ikaame etmek iyi bir yaklasikhik olur; halbuki T = 0 igin
dN[dE = g(F) dir. Ayni sonug, E-—gr<0 olmasi hilinde, (IX.3.2) de =20
vaz etmekle de bulunur :

Hi/2 o
(gz_\r) _ 8nV (2nr) JE.
dE )70 K

Bu (IX.4.1) e vaz edilir de 0 dan gr ye kadar integrasyon yapilirsa

€F
2
U=81*:V(2m3)"2 f EW? JE — 16V 2m*)Y 5

h 5h3
o

bulunur. Ote yandan €f nin degerinin
hz IN 243
gr=—|— [X.4.2
* 8m ('n:V) ( )

oldugu bilinmektedir. [Bk. ISI TEORISI: (IX.9.16)]. Bu degerin U nun bulunan
ifidesine ikaamesiyle N fermiyondan olugan sistemin toplam enerjisi olarak

U= % Neg (1X.4.3)
degeri ve fermiyonlarin ortalama enerjisi olarak da
U 3
@=§=7°

degeri elde edilir.
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IX.5. Bir ¢ekirdek icindeki niikleonlarin protonlar ve notronlar olmak iizere
iki ayn fermiyon sistemi olusturduklarim gz oniinde tutarak ¢ok diisiik sicaklk-
larda ¢ekirdek icindeki niikleonlarin kinetik cnerjilerini belirleyiniz.

COZUM: Bir 6nceki problemde elde edilen U nun ifidesindeki er nin
(IX.4.2) ile verilmis olan degeri ikaame edilirse

3 3 2/3 kz NS/S

40 ( ) m Vi

olur. Bir gekirdek g6z 6niine alirsak bunun haiz oldugu ¥ hacmi iginde nétronlar

ve protonlar olmak iizere iki cins tinecik bulunur. Noétronlarin sayisini N ve

protonlarin sayisimi da Z ile gosterir ve her iki cins tdnecik arasindaki kiigiik
kiitle farkin1 ihmal edersek toplam kinetik enerji

3 3 213 h! N513+2513
Utop=UN+Uz=a( ) “;1“""*;5;——

ki

1

ifadesiyle verilecektir. Ancak, bilindigi gibi, V = ?R’z 4?“ rg A dir.

(A= N -+2Z). Buna gore

(IX.5.1)

top

3 s 273 hz Ns;s + 25:3 C NS/J + zsls
40 (41:2) mrE A A3
olur. C sabitinin degeri ise

3 9\ 52
C == (—_) —— ~ 37410712 J = 23,4 MeV
40 \4n? mr,?

dir. Simdi D = N —Z vaz edelim. Buna gére
1 A D
N=—A+D)=—{14 —
yUsm =31+ 7]
D

1 A
Z=—(Ad—D)=2% [1—=
> ¢ ) 2( A)

J

olur. Bu degerler {IX.5.1) deki yerlerine yerlestirilirse

5/3 5/3 513
Uto,,:(l—) CA}(1+’2)'+(1—£) {
2 A o4

ifadesi elde edilir. Bilyiik parantez i¢indeki iki parantezi binom teoremine gére
acar ve D/A min 1 in 6niinde kiiciik oldugunu diisiinerek agilimlan ikinci dere-
ceden terimlerden sonra kesersek
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LDy _ |, 5D 5D
= + = ===
T 34 94
Ds” 5 D 5 D?
= l—= = 4 = =4
A 34 94

]\ 5 D
Uto‘,:(—‘z-) CA§1+~§‘Z;+“€=

(4] (s
2 9 \2 A

bulunur. Buradaki 1. terim gekirdekte bulunan taneciklerin toplam sayistyla o-
rantih bir enerji, 2. terim ise (¥ — Z)? ile orantilh bir enerji katkisina deldlet et-
raektedir.

1X.6. Birbirleriyle zayif etkilegmede bulunan 1/2 spinli N adet tinecikten olu-
san yahtilong bir sistem olsun. Her bir tinecik sisteme uygulanm§ olan B magnetik
alamyla ya aym ya da aksi yonde olan bir p magnetik momentini haiz bulunmak-
tadr.

1) Sistemin (U, U + 8U) enerji seridinde haiz olacag: {2(U) mikrohél sayisim
U» 8U>» uB ve U « NuB varsaymlari altinda saptayimz. S = S(U) yu he-
saplaymiz.

2) U = U(T) fonksiyonunu tesis ediniz ve T <C 0 olup olmayacagim gosteriniz.

COZUM: 1) Sistemin mikrohal saysi

N! oU
nln,! 2upB

Q=

den ibéret olacaktir; n, ve n, ise miimkiin iki kuvantik hilde bulunan tanecikle-
rin sayilaridir.

Bir spin tersine dondiigiinde enerji de 2pB kadar degisecektir. Buna gore
SU kadarhk bir enerji arahfinda &U/2nB adet ztlasabilecek spin var de-
mektir. Eger

U=—(n—n)uB=—nuB

vaz edilirse
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‘n——n——n ve n = — v
1 2 1 _;I,F
M m=N
den
_BtN_N_ U
‘ 2 2 2uB
N U
Hy= — + o
2 2uB
ve dolayisiyla da
1
Q) = N 6U
N Uy (R U,
2 2uB 2 2uB )
olur.
Ote yandan S = & In © oldugundan
L) =an*—~lnN!—ln(£———U_)!—ln(£ +£)!+ln—8£
k 2 2uB 2 2uB 2uB

yazilabilir, ST/RLING yaklasimiyla (In x! = x In x — x) bu ifade

s :NlnN__(i"_,_L)m(ﬁ_L)_ N +L) m(ﬁ L
k 2 2uB 2 2uB 2 2uB 2 2uB

seklini alir.
2) Ote yandan

1 _p_ dinQ) _i(ﬁi)
kT dU kVauly,

dir. Buna gore, ve gerek N In N gerekse In (§U/2uB) sabit olduklarindan

1 1 1 N U 1 N U |
1 o Ly S YA
kT k2! 2uB 2 2uB 2uB 2 2uB

ve buradan da
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2uB —In NuB—U oy o uBAT NpB + U
kT NuB 4+ U NuB—-U

elde edilir. Bu son ifideden de U nun degeri ¢ikarihirsa

rB
U(T)=— NpBtanh{ -
{7 B tan (kT)

oldugu gériiliir. Buradan da U >0 igin T < 0 olmas: gerektigi goriilmektedir
(Negatif sicaklik kavrama!).

IX. 7. A) Kuvantik bir lineer harmonik osilatiér goz oniine alimyor.
1) & dagitim fonksiyonunu ve buradan da { € > u hesaplaymmz.

2) (& > =f(T) fonksiyonunun degisimini inceleyiniz. k7T < //2nw ise { £ > ne
olur? Eger AT » h/2nw ise { € ) nun limiti ne olur? Bu limit degeri T ve w ya
nasil baghdir?

B) Etkilesmeleri ¢ok zayif olan ve T sicakhginda dengede bulunan N adet
harmonik osilitirden olugmus bir sistem goz oniine almyor. Bu, bir kat: cismin
atomlar1 i¢in uygun bir model olarak kabul edilebilir.

1. Bu osildtor toplulugunun c¢, ozgiil sistm belirleyiniz.
2. ¢, = f(T) yi ¢iziniz ve kT » hw igin ¢, nin limitini bulunuz,

C) Bir kati cisimdeki atomlarm titresimlerini incelemek iizere, Kuvantum
Mekaniginde, her bir kati cisim atomunun digerlerinden bagimsiz olarak 3 dogrul-
tuda aym w frekansiyla titresim yaptigim ongoren bir model kabul edilir. Bundan
otiirii, NV atomdan olugan kati cisim tek bir dogrultuda w frekansiyla titresen 3N
osilatoreden olusmug gibi teldkki edilebilir.

1. Katr cisim bir T sicakhginda dengede bulunuyor iken bir osilitériin ( £ )
ortalama enerjisini ve kati cismin atemlarinm < £ ), ortalama enerjisini buluouz.

2. Kat1 cismin ¢, dzgiil wsisimn w = #iw/2kT = 8/T olmak iizere

wl ew

(e — 17

c, = 3R

v

seklinde oldugunu gdésteriniz.
3. T» 0 igin ¢, = 3R oldugunu ve 7 — 0 icin ¢, = O olacagim gésteriniz.

4, T « 0 hili igin ¢, nin yaklagik bir ifidesini bulunuz ve c, = f(T) yi tesis
ediniz.
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D) Harmonik olmayan ve enerjisi, kinetik ve potansiyel enerjilerinin toplam:
olarak

2
e= 2 4 bx*
Zm

ile verilen lineer bir osilitor olsun. 7" kifi derecede biiyik kabul edilmektedir.

1. Bu osildtiriin ortalama kinetik enerjisi nedir? Bunu harmonik osilatiriin-
kiyle kargiagtirimz.

2. Osildtoriin ortalama potansiyel enerjisi nedir? Harmonik osilatoriinkiyle
kargilastinmaz.

3. Toplam ortalama enerjisi nedir?
COZUM: A) 1. Harmonik osilatériin enerjisi, bilindigi gibi,

1\hw I h
e=(n+ — " _fng Vh, fi=—
(" 2)21: ( 2)

dir. Buna gore

exp [— Aw/2kT]

P z"exp[ £,/kT] = exp [ ﬁm/2k7‘]§exp[ nfiwfkT] exp [io/kT] — 1

ve ortalama enerjisi de, B = 1/kT olmak iizere,

__8(ln££’)=hm n Heo

(ed= ap 2 expl—tiw/kT] —1

(IX.7.1)
bulunur.

2. T=0°K igin (IX.7.1) den { € Dy_p = fiw/2 olacagi goriilmektedir. T nin
biiylik degerleri igin ise iistel terimi seriye agip kuvadratik terimde agilim
keserek:

om [ (B -t e
2 kT kT 2 hw kT

bulunur; yini sicakhigin bityilk degerleri igin enerjinin ortalama degeri £T ye git-
mektedir, (Enerjinin egdagiimy).

B) 1.

c,=N(8<E>) — N2 [ ! ]
oT Jv aT | exp [Aw/kT]—1

Nk (hm )2 exp [Aw/kT] .
kT ] (expl[hw/kT]— 1)
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2 u
u = hw/kT vaz ederek ¢, = —--!i-el—)z seklindeki bu fonksiyonun incelenmesi ¢,

(" —

rnin T nin monoton artan bir fonksiyonu oldugunu gdstermektedir.

¢

Eger T—»0 ise ¢,—> 0 ve efer kT » fiw ise de ¢, = Nk=R olmaktadur.

C) 1. Ortalama enerji (IX.7.1) ile verildigine gére N atomdan olusan bir
kati cismin (&), ortalama enerjisi de

1 1
u=3N{e>=3Nhw |— -+ IX.7.2
(e>ar = 3N PR B
olur.
2.c,m(M)=3sz~—-———'3:—--—-—, e w8
a7 v (e® — 1)? 2kT T

oldugu (IX.7.2) den kolayca hesaplanir.

3. Bu son ifadeden de, kolayca, efer T » 8 ise ¢, = 3R oldugu; ve T—0
icin ¢, —> 0 oldugu hesaplanir.

4, Eger T « 8 ise, bu takdirde ¢, nin yaklagsik bir ifidesi olarak
2
c, = 3R (_B ) e—elT
T

bulunur.

D) 1. Harmonik olmayan osilatér misilinde €, = p*/2m ve e, = bx* ol-
mak iizere osildtoriin enerjisi

E= €, + €,

seklinde iki terim ihtivd etmektedir. Buradan



288 x ISI TEORISI COZUMLU PROBLEM KITABI

f e—(:p +e kT Ep dp

f e——(ep-i-!::)/kl" dp

oldugunu ifide cdebiliriz. Fakat ayrica

+00

{gp) = — _—3%3— In [ j e dp]

—o0

de yazilabilir. Halbuki B p? = )2 vaz ederek

+ % ) +®
e—3p32m dp e —— f e—>»2m dy
olur; yani integral § ya bagh degildir. Buna gére de
1 1
e, ) =——=—kT
&> 28 2

olur. Bu ise harmonik osiitériinkinin aymdir.

2. Diger taraftan, tamimi geregi,

dir. Fakat fx* = y* vaz ederek

+ o +x

f e—bxt gy = 14 f e—tvt dy

— —r

oldugu, yani integralin B ya bagli olmadig: saptanir. Buna gére

G kT
T —m— l /4y — 7
Ced 28 (np=rh = =

den ibiret olur. Hilbuki harmonik osilatsr i¢in bu deger AT/2 dir.
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3. Bu verilere gore ortalama toplam enerjinin () = —i— kT olacag go-

rilmektedir. Hatirlanacagy vechile harmonik osildtériin ortalama toplam ener-
jisi kT idi.

4. Is1 sigas: da

(2] 2
oT Jy 4

olur.
¥ ¥ X ¥ X X ¥ X ¥ X ¥ ¥

IX.8. Toplam tinecik sayist 30 olan bir sistem giz oOniine alalim. g, = 2/,
g, = 4J, g, = 6/, olan encrji seviycierinde sirastyla onar tinecik bulansun. Bu
hilde ¢, ¢ tekaabiil eden dalgalanma — 2 iken ¢, ve ¢, ye tckaabiil eden dal-
galanmalari, sistemdeki toplam tanecik sayisi ve sistemin toplam enerjisi sabit
kalacak sekilde bulunuz.

COZUM : <, encrji seviyesinde n,, €, enerji seviyesinde n, ve g, enerji
seviyesinde de s, adet tinecik bulunsun. Toplam tanecik sayisi
N=30=n +n+ n,
ve toplam tdnecik sayisindaki dalgalanma da
0 = 8N = &n, + &n, + &n,
diir.
Sistemin toplam enerjisi ve toplam enerjideki dalgalanma da sirasiyla
U=mn¢e + n€e, + ny e,
0 =8U =¢,8n, + &,8n, + & 8n,
diir. Bu denklemlerden
dn, = 6, 8n, = — 4

bulunur.

IX.9. 10° tane tinecik ihtivA eden bir sistem goz oniine alalim. 5.10° adet de bir-
birinin aymsi enerji seviyesi olsun. Ortak enerjiyi ¢ ile gosterelim. Her enerji sevi-
yesine bir tek kuvantik hilin tekaabiil ettigini kabul ederek, en muhtemel dagihm
icin termodinamik ihtiméliyeti bulunuz,.
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COZUM: En muhtemel dagilim halinde

5.103 s.10%
Z= Z g, e 8 = Z le—sc = 5105 e8¢
[ [ |
icin
—AE —pe
n = Ngi—e—-i- =N A = N
.4 5.10% ¢—s¢ 5.10°
olur. Buna gére
5.105 5
me=Y mhfpy-T (ln >.10 ) 5.10° + 106 = 108(1 —In2)
= n, 5.10° N
yani
0 = exp[108 (I —1n 2)]
dir.

I1X.10. N adet tinecik ihtivd eden bir sistem alalim. Enerji seviyeleri ¢, =0,
g; = 1, &, = 2 olsun. Her bir enerji seviyesine bir tek kuvantik hilin tekaabiil et-
tigini kabul ederek en muhtemel dagilim igin U, S ve C yi hesaplayimz.

¢OZUM : Bu problem igin
F =1 + e—e/kT | g=2e/kT

dir.
—e/kT —2e/kT
U=NkT2d[ng=Ne e 4+ 2e ’
a‘T 1 .+. e—elkT + e—ZcfkT
S=Nkln& + ——;{ = NkIn(l 4 e—*/4T | ¢ /KT) |
T 1 4 e—t/kT { e—2ent’
dU Ne?  e—e/kT | 4 g—2e/kT . g—3e/kT
AT kT? (1 + e—“/kT } e—2ukTY
bulunur.

IX.11. Tek atomlu bir ideal gazin dagitim fonksiyonuoun

2nemk —i——3—1nT
h* 2

lnﬂ’:an—f—%ln
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ile belirlendigini biliyoruz. Bu gaz icin F == U — ST seklinde tammlanan HELM-
HOLTZ fonksiyonunu ve bundan faydalanarak da gazin hal denklemini bulunuz.

COZUM: F = — NkT [in Vv + —2— In 2“{";" + —;- InT—1In N]
1
ye
P = (_f?ﬁ)
av/r
den
VP = RT
bulunur.

1X.12. N ¢ok biiyiik bir sayr olmak iizere, birbirinden aywrdedilmeyen ve arala-
nnda ¢ok zayif etkilesme bulunan N adet 2 atomlu molekiilden olusan bir gaz
sistemi alalim. Her molekiil aym bir v frekansiyla fakat

€ = (—;—- - i) hv (i=012.)

enerjisiyle titregebilmektedir. Titresim dagitim fonksiyonunun

1

hv

X, =—
2sh —
2kT

oldugunu gisterip, U, S, F, Cy yi hesaplaymz.

cCozUM: &, = Z g, € ® olup her enerji seviyesine bir tek kuvantik

hal tekaabiil etttifinden g; = 1 dir. Yani

Z, = Z e—8t; — Z e— 2+DIVKT  — a—hv/2kT Z e—itIkT

i i i

olur. exp [— Av/kT] = x igin x < | dir. Buna gore toplamin iist limitini N
den oo a kadar uzatmakla 2, nin degeri degismez.

g, —e—IvIKT Z i = e—hv/2%&T 1 = e— /2T i — 1 —
- - p—hy
P l—x 1 — g—#v/kT 2 sh v
2kT
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U=mr2(30Z) Y o Y
aT /v 2 WT
i
S=—Nkin2N sh-> NV on 4 e
T 2T 2T
hiv

F = NkT In 2N sh —— — NKT,
2kT

Nh?y? 1

= 2
4k T b2 _11\_»_
2kT

Cy

dir.

1X.13. N ¢ok biiyiik bir sayr olmak iizere N adet tanecikten olugan bir sistem
alalim. Téneciklerin her biri sirasiyla

0, €, 2¢, 3¢, ..., ne,..., Ne

enerji seviyelerinde olsun. Her enerji seviyesinin bir tek kuvantik hale tekaabii)
ettigini farzediyoruz. MAXWELL-BOLTZMANN istatistigine gore en muhtemel
dagiim icin termodinamik ihtimiliyet ne olur?

COZUM : Dagitim fonksiyonu
N N
F= Z e—e kT — Z e—le/kT
i=0 =0

dir. exp[— e/kT) = x denirse x << | olacag: asikiardir. Bu nedenle, n > N igin
x" = 0 olarak kabul edilebilir.

- 1 1
Z= Zx‘= =
Pan 1 —x 1 — e—s/kT

olur. En muhtemel dagilim halinde g, enerji seviyesinde bulunan taneciklerin
sayisi da

;=N = N (1 — e—v/kT) g—ic/kT

x
I

dir. Ote yandan termodinamik ihtimaliyet de
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N
In Q= — ) N(l —e t/4T)e—/hT I [N (] —e—+/kT) g~/e/kT] + N =
i=0
. N N e
= — N(l —e—**T)|In [N(1 —e—AT)] Z e—icthT __ Z A e-——ic/kr] 4+ N
=0 =0 kT
ve deminki yaklasimla
In 0 Nin[N( wy] 4 N ST
n{l=—~NIn —e -
kT 1 —e—ciT

olur.

IX.14. Kiip seklindeki bir kutuda bulunan bir ténecigin haiz eldugu kinetik
enerji degerlerinin
A2

— 2 _ 2 2
g = . (n2+nt4nr)

oldugu bilinmektedir. Diger taraftan n,, n,, n_karteziyen koordinatlanmn mey-
dana getirdigi uzayda, bir tek kuvantik hilin birim hacima tekaabiil ettigi asi-
kirdir. Buna gire

) nt=n?2+ nyz + n}? seklinde tammlanan # igin, dn arah@ iginde bulu-

nan kuvantik hillerin sayisimn ?1; (4n? ) dn,

(ii) de enerji arahgindaki kuvantik hillerin sayismn da

(4l V(2m) g2 de ,
E

(iii) £ enerjisine tekaabiil eden molekiillerin sayisimin

2N 1
N_.

= — €1/2 e—</kT (g
i Vo (KT)7?

oldugunu gisteriniz.

COZUM: (i) * =n2+n?+ n? ashnda n,, n, n, uzaymda merkezi
orijinde bulunan ve yarigapt da » olan bir kiire belirler. Bunun hacm % mn

diir. n,, n,, n, hep pozitif saytlar oldugundan bu hacmn ancak 8§ de biri bizi il-
gilendirmektedir. Bu da
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1 4
— — T
8 3

ditr. Her kuvantik hal bu uzayda birim hacima tekaabiil eltifinden O ile n ara-

sindaki kuvantik hallerin sayist da

1 4 3
— — ®mn

8§ 3

olur. Biz dn arahgindaki kuvantik hillerin sayisin: aradifimiza gére bunun di-
feransiyelini almalyiz:

1 4 1
dg = — — n3ntdn = — drnd)dn.
E=4 3 2 (4xn?)
W
ii £ = nt
(@) ' 8mi2
den
2 2
de; = -f-'—— 2ndn  yani dn = 8mL d;
8mi? 2nit
ve

Sml? ., 2\2mL
= Iy [ A — 172
" \/ pr i h £

bulunur. O hilde

2
dg, = —1— 41 n? SmL
8 2nh?

2
deg; = 21an de;
h?.

2w
_ 32 o172
=% V (2m)3? 72 gg,

dir.
N
(iii) dN, = — dg, e—</T
Z
oldugundan Z yi hesaplamamiz gerekir.

F= z g; e—<i/kT

olup enerji de siirekli degistiginden toplamin yerini integral alir:
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9,'”:] e—e/kT dg;=j ?;—:- V(2m)H2 gl/2 e—=/kT g —
1
[4] 1)

~2my (2m)*? j €'1? e~ /AT de,
h3
0

g2 = x doniiglimii yapilarak

f g e /T dg = 2 .[ x? e—*MkT dx
0
ve
i =y
VKT
seklinde bir defisken ddniisiimii yaparsak da
- . \/?
f g'? e—/kT dg = (kT) j yreVdy = =
1] U
oldugu gorikitr. O halde
32
E’Z’— LI (2m)312 (kT)m\/ V(kaTn)
IS h?
diir. Buradan
3
dN,; - J—— N Ii e~ E/furz_ V(z'n)}fz 172 dE — ﬁzﬁ ..._1._ 5”2 e—-c/deE
V (2mkT w)*? h \/ n (kT)?
bulunur.

IX.15. Bir énceki problem igin U, S, F, P, Cy yi hesaplayniz.
COZUM: U =3NkT, S=Nkin ]—V% (2mknT)* + 4Nk,

V N,
Fe — Nkin—— QmkrTy?—ank, P=2F ¢, = 3Nk
NI Vv

dir.

IX.16. iki atomlu bir gazin MAXWELL-BOLTZMANN istatistifine gire
donme hillerine tekabiil eden dagitim fonksiyonunu bulunuz.
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COzZUM: Z = ng e 8% dir. Diger taraftan Kuvantum Mckaniginden
bir cismin dénme kinetik enerjisinin
2
g, =
8n? /.

ve g, ye tekaabiil eden hillerin sayisimn da g, = (2j + 1) oldugunu biliyoruz.
Buna gire

JG+D

«: I ’
F = 2i4+ Dexp| — ——j(j -+ 1
. jz:;(J ) p[ eyl

olur. Dénme enerji seviyelerinin siirckli kabul edilebilecek kadar birbirine yakin
oldugunu farzedersek toplamin yerini integral ahr:

- n
= [ @j+1 i+ 1) | dj
. f(1+ )exp[ sl VT )]J
L+

ve
G+1n=y
seklinde bir defisken donisiimii yapihirsa
2ydy = (2j + 1)dj
olacagindan

2 2
¥, = [Zyexp [— h f]dy=gl{ig

8n2 I kT X

-

0

bulunur. Bu takdirde

vaz edilirse

olur.

Burada sdyle bir durum ortaya ¢ikar. Eger molekiil, birbirinin aymist iki atom-
dan olugmus ise 180° dondiriildiigii zaman ilk haliyle ¢akisir. Eger molekiil
farkli iki atomun birlesmesiyle meydana gelmis ise, 180° dondiiriildiigii zaman
ilk durumundan aynlir. Bunu belirleyebilmek igin 2, ye bir ¢ faktérii ithal ede-
cediz, ve
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¥ =

.
o0,

yazacagiz. Ik hal igin ¢ = 2, son hil ¢ = 1 dir.

IX.17. N, i¢in 500K de donme hallerine tekabiil eden dagitim fonksiyonunu
hesaplayimiz. Azot molckiiliiniin yaricapr 1,0976 A ve kiitlesi de 23,25.107% gr dir.

COZUM: Once I, u hesaplayalim.
I.=m, r?
dir. Bir tek azot atomunun kiitlesi my ise, tanim dolayisiyla

My My Hiy

niy -+ my 2
dir. Sayisal degerler kullamlarak

2325107

I (1,0976)2 = 14.107* g, cm?

bulunur. O hilde
h? (6,625.10727)2

0, = = = 2,875 °K
8nil k 8r? 14.1079 (1,3804.107'6)
ve
S0
2,2 x 875

olur.



ERRATA

(* igaretli satirlar sayfanin altindan itibaren sayilacaktir.)

Sayfa  Satir Yanlis Dogru
2 8 AQ = AU 4 W, + AW, AQ = AU+ AW, + AW,
14 3 z ve dz zvez4+dz
16 17 Z, yiiksekliginde z, yitksekliginde
17 12 Py = Pyexp [...] P=P,exp [...]
17 23 alt piston durgunumsu alt pistonun durgunumsu
18 4 NMg [e—"% eZ]l 571 NMg [e—*Zi — ¢—9Z:]71 g1
gt DR B
18 14 Z, + o — Zy=u - —
21 15 merkezindeki basinci merkezindeki P, basinci
26 9 AT)= C = sadbit AT) = K = sdbit
31 6 konan ortaya ortaya konan
32 21 olan yay bir olan bir yay
32 22 icindebir iginde bir
34 I dy—e, =P ps P y—e =P —_ps
dT dT dT dT
36 8 eettirilen ettirilen
L2 Y2
36 5% ———RT./————-a Fdv _:_Rrjﬂ+a/ﬂ
v—>b v? v—b v
42 8

298

(@1) - [i
aT /p ap '’

(-t
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Sayfa Safir Yanlis Dogru
44 14 (i) Gazin a,c, e i) Gazn b, ¢, ¢
49 12 a hilinde b hiline a hfillinden 5 hiline
51 7vel0 In To In Ty
Tb a
a a
58 1 et (na+ng— + ... veo +(ra+ng)— + ...
v, Vo
60 8 U,=A )\ = . Uy = A1\ =
64 6* ...z2alnT,+InT, wzalnT, +BInT,
7 g0 =Ly =Ty
T T
R
73 6 As = In3+In3 As = In3+ RIn3
Y— y—1
74 o* S=I><880><lnio’E AS=1x880xln§z§-
300 300
76 7 once esisih once essicaklikh
81 13 dS==§—Q—~=mcplniz dS=8£=mcp£
T T T T
88 7 BC egsis1 donlisiimiinde esisilt BC doniisiimiinde
1 1
91 I*  4r—t 4 v—1
! __t_
92 1 4r—1 4 v—1
P P
103 9 + —dV — + dV —
14 T
109 7 genisletilmekdir. genigletilmektedir.
115 1 ex = 0 ex == oa
122 8 .t 2y + 22 4
v v
132 g* ( 2a b) (-zi— b
RT RT
132 3 28 p <o 28 pso
RT RT
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Sayfa Satir Yanlis Dogra
143 I* déniisime ayrigtiralm, donusiime ayristiralum.
148 2% Tv, T
172 8* Problem V.20 de Problem V.19 da
]73 3* cg C.’:d_[{_gz_[{_}.{.j_ Cg_cs—.(l_f{_gi’_.
dT dT dT dr
N N
175 14 U= Y u(P,T)= —Z UP, T) = ..
=1 i=
181 9 |2 (e _19 _9'.‘__
OE\T )] Ig aT
187 12 (QP—) = ( ) = ...
aT v 7 aT v,P
187 13 (a"_) ~ (_Q‘L) _
aT v, T aT vP
213 10 (AV?) == (Av)?: = .
12
214 7 vy (L J=v
Vmax Ymax
216 3 Hiz1 100°K deki iz 100°K deki nz:
234 4*  daglimmin ifadesi dagihmmn ifddesini
239 9 Y=Ce¥y+ De b Y=Ce» 4+ De™®
_d”‘ w2 M 2¢ . \/32 :Z m!:'—’ 2c
241 9 E=-— E=—Fe ' ¢ ¢
241 3% ve 5* ) nta?  mint
1l —e—2¢ 2\ T
242 1 g ( ) I—e v b )
243 6 .+ £, R,'"’/z“) sin =2 + &, R~ ) sin
2a 2a
243 ..+ B, R = + B, R~ =
244 O [+ 0a-)r1] {1+ (—1)"]
246 7 + € R4 .. + €, R+ ...
247 1 ..+ By +InRy,+ ... e + ByIn Ry + ...
255 6 =i§.[ f _An
amT anit
0 0
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Sayfa Satir Yanlas Dograuo
o3 1 L
I el
259 I By = — By =—
* 7 om ] " 2
+0 +0
hy ha
271 2* [_.xz (z’zm""ZZ"_zpzn sz ] [‘—.\’2 (Z’Z”l Zzu—“'“z’zn 22’")]
0 0
279 o .. (Z g8t .v) (Z e““f*’r‘\.)
in iy
2 oW 2 pw
285 s*= ¢ =3R "¢ ¢, = 3R —2
(ew__ ])2 (ew _])2



