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ONSOZ

Bu kitap 1973-1976 yillan1 arasinda her yil, istanbui Universitesi Fen Fakiil-
tesi Teorik Fizik Kirsiisiinde 5. yariyil lisans Sgrencilerine haftada 4 saat ders ve
2 saat de tatbikat olmak tzere okutmus oldugum bir yanyiihik “Klisik Teorik
Mekanik"” dersinin notlarimin derlenip toparlanmasiyla meydana gelmistir. Bu
itibarla da, isledigi konular bakumindan, bir orijinalligi olmayan bir ders kitabidir,

Ancak kitabimn, simdiye kadar tiirkge olarak yayinlanmig mekanikle ilgili
diger kitaplardan goriis a¢isi, amag, yaklasim ve tertib bakimindan farkh oldugu
gbzden kacgmayacaktir, samirim.

Bu kadar kisitl: bir zaman siiresi i¢inde, 6grenciye, daha sonraki teorik fizik
derslerine de temel olmast zorunlu olan bir mekanik dersini tedris ederken isle-
nen konularin, bogucu teferruata diigmeden, titizlikie secilmesi vaz gegilmez bir
zarirettir. Bu sebepledir ki islenen konularin sayss: bile bile ¢ok simirh tutulmus;
ve daha birgoklan yaninda mesela: “burgalar teorisi”, “"pertiirbasyonlar teorisi”,
“adyabatik degiskenler”, kiiciik titregimler”, “siirekli ortamlarm mekanigine gi-
rig”’ ilh... gibi konulara hi¢ deginilmemistir.

Derslerin tertibinde sartlarin miisaadesi nisbetinde iki husus fizerinde 1srarla
durulmugtur. Bunlardan biri (8grencinin daha sonra izleyecegi Teorik Fizik ders-
lerinden Rélativite Teorisi dersine girigi hazirlamak {izere) dinamigin dayandig:
temel kavramlarin ve ilkelerin elestirisi; diger: ise {¢afdas Teorik Fizikie vaz
gecilmez bir unsur ve ¢ok kiymetli bir yol gésterici ilke olarak ortaya gikan) denk-
lemlerin simetri ve invaryans dzelliklerinin incelenmesidir.

Ozellikle bu sonuncu hususla ilgili olarak, Lagrange formalizmine dayanan
biitiin alan teorilerinin temellerinden biri olan Noether teoremine de temas edil-
mig; ancak gerek Emmy Noether’in 1918 deki orijinal makaalesinin, gerekse bu-
nunia ilgili literatiiriin muhtevisini bu dizeydeki elemanter bir ders kitabina ol-
dugu gibi aktarma s6z konusu olamiyacagindan teoremin isbatinin kolay izlene-
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bilir ve miimkiin oldugu kadar sade bir sekilde takdimine gayret edilmis bulunul-
maktadir.

Kinematik, Dinamik ve Analitik Mekanik diye ii¢ kisimdan olusan kitap on-
bir boliim ihtiva etmektedir. Apalitik Mekanik kismimn, bundan sonra izlenecek
olan Kuvantum Mekanigi, Is1 Teorisi, Elektrodinamik ifh... gibi derslerin, formel
striiktiir agisindan, Ogrenci tarafimdan rahathkla Sziimlenebilmesini miimkiin k-
lacak organik bir bi¢cimde islenmesine ve takdimine zen gdsterilmistir. Bu arada
hareket denklemlerinin simetri ve invaryans Ozellikleri yaninda mekanigin var-
yasyon ilkeleri, Poisson parantezleri, Liouville teoremi, Hamilton-Jacobi teorisi
ve madde-dalga diialitesinin temelindeki dalga denkleminin ¢ikarilist da hep bu
amacia takdim edilmistir, Bu itibarla kitabin aziz ve muhterem hocam Fikret
Kortel'in Istanbul Universitesi Fen Fakiiltesi Teorik Fizik Kirsiisiinde kur-
mug ve 1956 danberi gelistirmis oldugu 6Fretim tradisyonunun evrim ¢izgisinde
bulundugunu da ifide etmek isterim.

Kitap her bdliimiin sonunda yer alan toplam 205 alistirma ve problem ihtiva
etmektedir. Bunlarin ayrintih ¢éziimleri “Teorik Fizik Dersleri, Cild: 2/I; KHisik
Teorik Mekanik Coziimhi Problem Kitab:™” adi altinda yakinda yayinlanacaktir.

Kanaatimce bu kitap tertibinde, uslibunda ve takdimindeki eksiklik ve ak-
saklikiart dolayisivla her ydnden daha iyisinin yazilmasi hussunda bir tahrik
unsfirn oldugu zaman asil amacina ulagmis, vazifesini bihakkin ifa etmis olacak-
tir. O zamana kadar ise kitabin fizik lisans1 &grencilerine gene de yararh olabile-
cegini timid etmekteyim.

Bu kitabt yazma giiciinii latfettigi icin CENAB-1 HAK'ka hamd ve siikre-
derim.

Aziz esim ve kizima kitabmn yaziisi esnisinda gostermis olduklan miisfik
sabir ve anlayis igin; Teorik Fizik Kiirsilsii sekreteri Mansiire Altingiray’a ma-
niiskrinin daktilo edilmesinde gdsterdigi siir'at ve dikkat igin; Ogr.G6r.Dr. Seh-
suvar Zebitayan'a maniiskriyi dikkatle okuyup bir takim diizeltmelere ve baz
vuzuhsuzluklarnin izilesine yol agan yapici elestirileri ve ayrica da basim siiresince
provalarn tashihinde g&sterdigi titiz yardim i¢in; nihdyet, bagta miirettip Tayfur
Lagin olmak iizere kitabin basiminda biiyiik emekieri gecmis olan Istanbul Uni-
versitesi Fen Fakiiltesi Basimevinin giiller yiizlii ve titiz biitiin elemanlarina ve
Basimevi Miidiirii Mehmet Mardinligil’e samimi tesekkiirlerimi burada ifade
etmeyi bir borg bilirim.

Mekanik zevkini bana saym hocam Prof. Dr.Fezi Giirsey'in 1954-1955 ders
ylinda Istanbul Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik Enstitiisiinde vermis ol-
dugu Rasyonel Mekanik dersi agtlamsstir. Bu kitap bu sahine derse ve bu derste
tutmus olduum iki cild nota, bu bakimdan, ¢ok sey borgludur., Bu itibarla, bu
kitabimu bir talebenin hocasina kargt siikrdnmmn bir ifidesi olarak dogumunun

35. yildoniimiinde aziz ve muhterem hocam Fezi beye en hilis dileklerimle ithaf
ediyorum.

Kadikéy, 1976 Yaz Ahmed Yiiksel Ozemre
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1. BOLUM

NOKTANIN
KINEMATIGI

(L1) NOKTANIN UZAYDA BELIiRLENMESH

Kendisine simdilik hi¢ bir dinamik oOzellik atfetmeyecegimiz bir noktanin
uzaydaki konumunun ve, sebepleri gbz 6niine ahnmaksizin, hareketinin belirlen-
mesini ve incelenmesini milmkiin kidan bilim dalina "Noktanmm Kinematigi” ad:
verilir.

Su hilde Noktanin Kinematiginin baglica amaci noktanin uzaydaki konumu-
nu matematiksel bir bigimde belirlemektir. Noktanin gozlenebilmesi miimkiin
olan biitiin kinematik &zelliklerinin matematiksel olarak incelenebilmesi igin ya-
rarlamlan uzay i¢ boyutlu OKLIT (EUCLIDES) uzay: ile bunun kapsadip alt
uzaylardir. Mesela diizlem ve kiire yiizeyi ii¢ boyutlu OKLIT uzaymin kapsadip,
sirasiyla, biri iki boyutlu bir OKLIT uzay: digeri ise iki boyutle bir RIEMANN
uzayidir. Bir OKLIT uzay: ile bir RIEMANN uzayi arasindaki yapisal fark bu
uzaylarin merrik vapilari (yani biribirine sonsuz yakin herhangi nokta ¢ifti ara-
sindaki uzakligin karesinin bu uzaylardaki matematiksel ifideleri) arasindaki ge-
kil farkindan ileri gelmektedir. Bu husus ziten Fizikte Matematik Metotlar isimlii
kitabimizda derinligine incelenmisti. Ileride bu noktaya deginerek kisa bir acikla-
mada da bulunacagiz.

Simdi biz ii¢ boyutlu bir OKLIT uzayinda bir noktanin konumunu belirle-
mek iizere en ¢ok yararlanilan baz1 yontemleri gbzden gegirecegiz.

{I2) DIK REFERANS SISTEMLERI

Bir noktanin uzaydaki konumunu belirlemek iizere kullanidan 6l¢im siireg-
lerine dayanak olan geometrik sistemlere referans veyd koordinat sistemleri denir.
Meseld diizlemde dik iki eksen g6z Oniine alindiginda bir noktarmin bu eksenlere
gére konumunun belirlenmesi, noktanin eksenlere uzakhklanim ifide eden iki sayi
araciligiyla olur. Bu sayi giftine noktanin diizlem kartezyen koordinatiarnt ad1 ve-
rilir,
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Ayni sekilde, bir sehir planindaki yollar da yukaridaki misaldekinden daha
girift bir referans sistemi olarak diigiiniilebilirler. Kez& cografi enlem ve boylam-
lar da Arz tizerindeki bir noktamn cografi koordinatlarin: belirlemek iizere segil-
mis uygun bir referans sistemi olustururiar.

Referans sistemleri arasinda bazilar kinematik problemlerinin formiile edil-
meleri ve ¢Oziimlenmelerinde pratik bakimdan uygunluk ve kolaylik sagladikia-
rindan bunlarin geometrik Szellikleri iizerine 6zel bir dikkatle egilmek gerekhidir.

(I.2a) DIK KARTEZYEN REFERANS SISTEMI

Birbirlerine dik i e, (f = 1, 2, 3) birim vektdriiniin dogrultularmn olug-
turdugu koordinat eksenlerine dik kartezyen referans sistemi adi verilir.

Uzaydaki bir P noktasinin koordinatlar:, P nin koordinat yiizeylerine uzak-
hklarindan ibarettir. Béylece her P noktasi bir (x, v, z) say1 ligliisiiyle belirlendigi
gibi her (x, », z) say ligliisiine de tekaabiil eden bir ve bir tek nokta vardir.

€3]

Xzz ~

P P Sekil : I.1 — Dik Kkartezyen referans sisteminde birim
0 taban vektdrleri ve bir noktanin koordinatlan.

Orxijini referans sisteminin O orijini ve ucu da P noktast olan OP = r vekts-
rii, P nin x, y, z koordinatlarinin r = r {(x, y, z) seklinde fonksiyonu olan geomet-
rik bir biyiikliiktiir. r ye P noktasinin yervektérii denir. Siiphesiz

r= "(x,y: Z) = xel -}L yEZ + Z€q
yazihr. Eger koordinat eksenlerine yent isimler takar da, mesela
X=X, V=X, V& Z=0X,

dersek
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5
r=r0(x;,X;,X;) = X€ + X8, + xs&; = z X, e (I.2a.1)
Foul

vazilir. P noktasmin orijine olan d(OP) uzakligt r yervektdriinlin uzuniugundan
bagka bir sey olmayip

3
d(OP):Iri:\/r.r:\,’xl‘+x22+x32m \/ Z X/

t=1

dir,

(I.2a.1) den diferansiyel alacak olursak, e, birim taban vektorlerinin sabit
olmalarindan &tiiri,

3
dr = Y dx,e; (1.2a.2)

=1

bulunur. Bu ifddenin kendisiyle skaler ¢carpimi olan

3 3 3
dr.de = |dr? = ds? = ) dx,dx,= 3, Y, 8,;dx, dx (1.2a.3)

=1 =] y==}

der ver + dr yervektorlerinin temsil ettikleri birbirlerine sonsuz yakm iki nokta
arasindaki ds uzakhfimn karesinin bu referans sistemindeki ifidesi olur.

(L.2a.3) ifidesindeki §,; KRONECKER sembolii bilindigi gibi
8,,--—‘ 1 eger i=7j ise
20 efier i = ise
ozelligini haizdir.
Dik kartezyen referans sistemindeki sonsuz kiigiik hacim eleman: da
dV = dx dy dz = dx, dx, dx;
dir.

Fiziksel evrende somut bir gergege tekaabiil etmemekle beraber her bir bile-
seni bagimsiz bir degisken olarak diguniilen ve 1 > 3 adet bileseni haiz olan yer-
vektdrlerini,

oo
oo

) reerns , e, =1 . (1.2a.4)

-_—
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seklinde ve birbirlerine ikiser ikiser dik olduklari y&ni e; e; = §;; bagntilarim
gercekledikleri kolayca goriilen » adet birim taban vektdrii araciligayla

n
Fr=r(x,x,..x)=x¢ +x¢+..+xe = Zx,.e,-
=l
seklinde tammlamak mitmkiindiir.

Boylece tarumlanmus olan r yervektoriiniin # boyutlu bir vektdr oldugu ve
(1.22.4) birim vektdrlerinin de n boyutiu bir OKLIT uzayrmn birbirlerinden lineer
bagimsiz # birim vektorden olusan taban vektérleri takimm teskil ettikleri sdy-
lenir.

Boylece tamimlanan bu n boyutlu OKLIT uzayinda birbirlerine sonsuz yakm
iki nokta arasindaki uzaklhign karesi, (I.2a.3) ifidesine benzer sekilde,

n n

ds? = Z Z BU dx; dx_; ([.23.5}

i=l j=I1
ifadesiyle verilir.
Eger n boyutiu bir uzayda sonsuz yakin iki nokta arasindaki uzakbin karesi

gij = Gif{xy , x5 e x,) ve 1,7=12,..,n olmak lzere bagimsiz koordinatla-
rin fonksiyonlar1 olan bir takim katsayiar aracilifiyla

] H

dst= 3 Y gy dx; dx; (1.22.6)

=1 j=1

seklinde ise ve g;; katsayillarim da 8, sabit degerlerine indirgeyecek hig bir siirekli
koordinat doniisiimii yoksa, (I.2a2.6) ifadesiyle karakterize edilen uzaya n boyutlu
RIEMANN uzayt ads verilir. Bu takdirde bu uzay: olusturan e; birim taban vek-
torleri takiminin da (1.2a.4) sekline indirgenemiyecegi gosterilir.

n>3 boyutlu uzay kavrame pekgok fizik teorisinde wyumlu bir matematiksel
iskelet olusturmak ve Ozellikle fiziksel olaylan ¢eliskisiz bir geometrik dil aracili-
giyla inceleyebilmek bakimindan biiyiik bir pratik yarar saglar. (» boyutlu uzayla-
rin geometrik ozellikleri icin bk. Ahmed Yiiksel OZEMRE ; Fizikie Matematik
Metotlar, 1. ve II. Bélimler).

(L.2b) DiK SILINDIRIK REFERANS SIiSTEMIi

Bir dik kartezyen referans sistemiyle bir dik silindirik referans sistemi arasin-
daki baginti, bir P noktasinin her iki sistemde de haiz oldugu koordinatlar arasin-
daki bagintilarla ortaya konur. P noktasimn dik silindirik referans sistemine gére
konumu P nin (x,y) dizlemine vzakhg olan z kotu; P nin bu diizlem tzerindeki P’
izdiigiimiiniin O orijinine olan p radyal (1smsal) uzakhgr ve OP' uiin (x) ekseniyle
yaptigt O azimiit acisiyla belirlenir,
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(Sekil : 1.2) den P(x, y, z) ve P (p, 0, 2) arasindaki iliski kolayca gikartilir, ve

X = p cos @
J = p sin 0 (1.2b.1)
z=1z

oldugu veya, ters d6niisiim sdz konusu oldugunda da,

p=v 4T
§ = arc tg% (1.2b.2)
z=7z

bagmtilarinin gegerli olduklar goriiliir.

H
PA=dp  PB==pdg
Pz

w»

Sekil : 1.2 ~— Diksilindirik referans sisteminde
p radyal uzakhgs, 0 azimiit acist ve z Kotunun
anlamlari: elemanter hacmmn hesaplanmas,

Eger nokta (x , y) diizleminde ise referans sistemi kutupsal referans sistemine
indirgenmis olur (z = 0).

Silindirik referans sisteminde koordinat vyiizeylerinin méhiyetini arastirmak
istersek p = A = sdbit ile ekseri (z) olan dik silindir yiizeyleri; 8 = u = sdbit ile
(x , y) diizlemine dik olan ve (z) ckseni boyunca kesisen diizlemler ve z = v == sd-
bit ile de (x . y) diizlemine parzalel diizlemler elde ederiz. P(p, 0, z) noktasi, boy-
lece, bu ii¢ cins koordinat yiizeyinir ortak kesim noktasiyla belirlenmis olur.

Dik silindirik bir referans sisteminde d¥V hacim elemanmin hesaplamak igin
her bir degiskene sonsuz kiigiik bir artis vererek ortaya ¢ikan ve birinci mertebeden
sonsuz kiiglik bir paralelyuzlii sayilabilecck olan elemanter hacrm hesaplayalim.
g 1sinsal uzakhg ilc z kotunun sonsuz kiigiik artiglar1 sirasiyle dp ve dz uzunluk-
lanini dogururlar. 0 azimiit agisiun J0 sonsuz kiigiik artisn ise orijinden p uzak-
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ligainda p 40 gibi bir uzunluk dogurur. Boéylece ortaya ¢ikan dV sonsuz kiigik
hacim elemammin bovutlar sirasiyla dp, pd0 ve dz olacagindan

dV =pdpdd dz (1.26.3)
olur. Diizlem kutupsal koordinatlarda z olmadifindan (IS yiizey elemam
dS = pdp db (1.2b.4)

olacaktir,
Dik silindfrik referans sisteminde r yervektériiniin, dik kartezyen referans
ugliisline gore,
r=pcosfe + psinle, + ze,

ifddesiyle verildigi gbz oniinde tutulacak olursa sonsuz yakm iki nokta arasindaki
uzakhfin karesinin de

bdr P == dr . dr = ds* = dp® + p*d0* + dz? (I.2b.5)

seklinde olacagi kolaylikia gergeklenir.

(I.2¢) KURESEL REFERANS SiSTEMi

Kiiresel bir referans sisteminde bir P noktasmin koordinatlar sirastyla P nin,
referans sisteminin O orijinine olan r iginsal uzaklg; P nin (x, ¥) dizlemi {ize-
rine izdiigiimiinil orijine birlestiren dogru ile (x) ekseni arasinda kalan ve (x) ekse-
ninden itibaren pozitif donme ydniinde olciilen ¢ azimiit agist; ve (2) ekseni ile
r = OP arasinda kalan ve (z) ekseninden itibaren Slgiilen 0 zenit agisidir.

P nin kartezyen koordinatlariyla kiiresel koordinatlari arasindaki bagnt
(Sekil : 1.3) den kolaylikla elde edilir ve :

x =rsinfcos @

y = rsin 0 sin @ (1.2¢.1)
z=r=cosl

dir.

M, 1 ve v parametreler olmak iizere kiiresel referans sistemindeki koordinat
yiizeyleri » = A kiireleri, ¢ = p meridyen diizlemleri ve 8 = v enlem diizlemlerin-
den olugurlar. P noktas1 bu ii¢ cins koordinat yiizeyinin ortak kesim noktasidir.
¢ = sabit ve § == sdbit diizlemleri r = sdbit kiiresi iizerinde, sirasiyla, bir merid-
yen ve bir enlem dairesi meydana getirirler. 7, ¢ ve 0 mn de@isim araliklary ise

0L r < oo
02

0o n
dir.
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Kiiresel referans sisteminde r yervektSriiniin, dik kartezyen iglisiine gore,

r=rsind cosge + rsin@singpe, + rcosfe, (£.2¢.2)

ifadesiyle verildigi g6z oniinde tutnlacak olursa sonsuz yakin iki nokta arasindaki
uzaklifmn karssinin de

dr.dv = |dr |} = ds? = dr? + r2d€? + r? sin’ do? (1.2¢.3)
seklinde olacags kolaylikla gerceklenir.

PA=rsin@ PD=rsin D dyp

P Be=r dB PC=dr

Sekil : 1.3 — Kiiresel
referans sisteminde r
ismsal uzakhg, ¢ azi-
niit acis1 ve 0 zenit agr-
simn  anlamlari; ele-
manter hacnun hesap-
lanmasi.

(3]

Kiiresel koordinatlardaki hacim elemanint hesaplamak icin r nin dr artisinin
dr uzunlugunu, 0 nin 40 artigina tekaabiil eden r 48 uzunlugunu ve @ nin de do ar-
tigina tekaablil eden r sind dop vzunlufunu dofurdugunu gdz Oniine ahrsak dr,
d0 ve dp aruglariin meydana getirdikleri ve boyutlar: dr, ¥ d0 ve r sin 0 dop
olan sonsuz kiigiik paralelyiizliiniin hacminn

dV = r¥sin @ dr do d9 (I.2c.4)
oldugu anlagilir.

{1.3) DOGAL REFERANS SIiSTEMI (SERRET-FRENET UCYUZLUSU)

Siirekli bir (E) uzay egirisi iizerinde hareket eden bir P noktasmin yerini belir-
lemek igin bunun (E) iizerinde keyf1 segilmis bir Q orijinine gére s yay uzuniugunu
vermek kafidir. P nin dik bir kartezyen referans sistemine gore haiz olacag x; =
x;(s), ({ = 1,2, 3), koordinatlart da P nin (E) iizerinde kalmas: sartt dolayisiyla
tabiidir ki s yay uzunlugunun fonksiyonu olacakiardir. Bu koordinat sisteminin
O orijinine gore tanumlanan OP = r yervektdrii de
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3
Fr=r(s)= E‘xl(s) €

seklinde olacaktir, (E) uzay efrisinin siirekli bir egri oldugu kabul edildigine gére
bu, egrinin analitik bir ifideyle temsil ediimesi ve r = r(s) vektériiniin de her
P(s) noktas: civarinda

2
21

r(s—{—h)zr(s)%—-]ﬁ!—r'(s) + (5 + ... +—’:2Tr("3(s)—i—..u (L3.1)

seklinde yakinsak bir TAYLOR serisine actlabilmesi demektir. Bu ise, tabiidir ki,

g (£)

Sekil : L4 — Bir uzay egrisi iizerinde hareketli bir
P(s) noktasimn s yay wszamlegu ve yervektdrd aracili-
o gwyla belirlenmesi.

r = r(s) nin her x.(s) bileseninin de her P(s) noktas: civinnda (1.3.1) gibi bir seriye
agindirilabilecegini igerir.

Egrinin 5 ve 5 -+ /& yay degerlerine tekaabiil eden P(s) ve P(s +#) noktalarim
birlestiren

r(s + h) —r(s)

vektdriiniin £ =» 0 icin limit dogrultusu egrinin P(s) noktasindaki teget dogrultu-
sunu ve

(st h—r(s) b
Llf: h C ds

=T {1.3.2)

de (E) nin P(s) noktasindaki T teger vektdriinii tanimlar.

Diger taraftan (E) iizerindeki sonsuz yakin iki nokta arasindaki yay uzunlu-
gunun karesi de

3
ds? = dr . dv = |de ! = ) dx? (1.3.3)

i=1

oldugundan son iki ifideden T tefet vektoriiniin, tanimi geregi, bir birim vektor
oldugu yani
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T.T=1 (L.3.4)
oldugu sonucu c¢ikanhr.
(1.3.4) iin her iki yamint da s ye gdre tiiretirsek

dT.T) _dT _
ds =2 ds T=0

oldupu, yani teget birim vektSriiyle bunun tirevinin P(s) noktasinda birbirlerine
dik olduklan tesbit edilmis olur. &Y/ds yoniindeki birim vektdrii N ile gdsterirsek
{N.N = 1), x bir katsayt olmak iizere

ds

vazedecefiz. x katsayisina (E) e@risinin P{s) noktasindaki egriligi ve T teget
birim vektériine dik olan N birim vektoriine de (E) nin P(s) noktasindaki asal bi-
rim normal vektérii denir. R = 1/x buyiikliigiine (E) nin P(s) deki egrilik yaricap:
denir. Agiktir ki egrilik genellikle ® == x (s5) seklinde yay uzunlugunun bir fonksi-
yonu olacaktir.

Simdi
B=TxN (1.3.6)

bagintisiyla hem T tefet birim vektoriine ve hem de N asal birim normal vekto-
riine dik bir birim vekt6r tammlayalim. Buna gére, kezi,

T=NxB ve N=BxT (L3.7)

olacaktir. (1.3.7) nin ikinci ifadesinden s yayma gore tiirev alimrsa (1.3.5), (1.3.6)
ve (1.3.7) yi goz Oniinde tutarak

AN _ d 4B dT\ [ dB
—-&S—::_E(BXT—:(_Hd;_XT)_F(BXT)_[—C—E‘—X(NXB)]_{-

N [ DS IRINE Py

bulunur. Bu son ifadenin birinci terimi B birim vektorii ile bunun 5 ye gdre tiire-
vinin dogal olarak birbirlerine dik olmalar dolaysiyla sifirdir. fkinci terimdeki
B nin katsayis1 ise N ile dB/ds nin skaler ¢carpimina baghdir. dB/ds vektorii B ye
dik ve N nin aksi dogrultusunda olan bir vektérdiir. Bu itibarla

d

— N .- P (negatif bir skaler) = © = <t (s)

vazedersek
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AN B 4T (L3.8))
ds

olur.

Efer simdi B = T x N tamumindan hareket edilerek s ye gére tirev alinirsa,
kolaylikla,

4B _ N (1.3.9)

ds

bagintist elde edilir. B ye (E) nin P(s) noktasindaki binormal birim vektori denir.
T == 1(s) bityiikliigiine (E) egrisinin P(s) noktasindaki burulmas: adi verilir. T*
bilyiikligii de burulma yarigapr adin alir.

Sekil : 1.5 — "SERRET-FRENET icyiizliisii va da “dojal refe-
o rans sistemi’’.

(T , N) diizlemi (E) uzay efrisinin P(s) noktasindaki oskéldrér diizlemi, (N ; B)

diizlemi normal diizlemi ve (B, T) diizlemi ise rektifivan diizlemi olustururlar.

T, N ve B birim vektorlerinin (E) uzay egrisinin P(s) noktasindaki dogal refe-
rans sistemini veya bagka bir deyimle SERRET - FRENET ii¢ytizliisiinii meydana
getirdikleri sdylenir. Bu, siiphesiz ki, egri iizerinde gdz 6niine alinan noktaya bagh
ve dolayisiyla da efri iizerindeki nokta depistiginde kendisi de s yay degiskenine
baph olarak degisen yere! bir referans sistemidir.

Teget, normal ve binormal birim vektérlerinin tiirevlerinin FRENET iigyiiz-
lisiiniin eksenleri iizerindeki bilesenlerini veren ve

[ aT | 1
_d}_ 0 X 0 T
dN
dB
Radudl 0 —=x 0 B

L dg J \ J

matris denklemiyle gosterebilecegimiz (1.3.5), (I.3.8) ve (I.3.9) formiillerine
FRENET formiilleri ad1 verilir.
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(1.4) HIZ VE IVME

Bir (E) uzay egrisi iizerinde kalmak sartiyla hareket eden bir noktanip 7 Anin-
da P(1), ve dt sonsuz kiigilkk zaman araligt sonunda da P(¢ + dt) konumlarinda
bulundugunu tasarlayalim. Noktanm (E) iizerindeki konumu kendisine tekaabiil
eden r yervektorii aracihifiyla gdsterilebilir.

(E) tzerindeki keyfi bir Q orijininden itibaren yay uzunlugu noktanin egri
izerindeki yerini belirlemek hususunda yararh olabilecegi gibi noktanin belirli
bir Q, noktasinda bulundugu 7, Amndan itibaren gecen ¢ zamam da (E) lizerin-
deki konumunun belirlenmesine araci olabilir. Su halde noktanin katettifii s yay

T+dT

Sekil : 1.6 — Noktanm dni iz vektoraniin ta-
umu ve yonii hakkmda.

uzunlugu ile s yi katetmek igin gegen zaman arasinda
5 = 3(1)

seklinde fonksiyonel bir baginti bulunacagr da asikdrdir. Bu itibarla noktanin r
yervektOriiniin ifadesi de

r = r{s) = r(s(2)) == r(t)

sekiinde ister s yay uzunlugunun, isterse { zamaninn fonksiyonu olarak géz 6nii-
ne alnabilir. Bu takdirde (E) vzay efrisinin ¢ parametresine gdre bir gosterilisin-
den bahsedilir.

Ote yandan

%;mézv (14.1)

ile tamimlanan vektore (E) iizerinde gz dnfine aliman noktanin ¢t Anindaki iz vek-
torii veva sddece dni hiz vektori adi verilir.

(1.3.3) ii de goz dniinde tutarak
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Tdr dr

yazilabilmesi hasebiyle v dnf hiz vektorimiin daima (E) uzay egrisinin teget birim
vektorii yoniinde oldugu anlasilir.

Silindirik bir referans sistemindeki bir noktanmin lizinin karesi, noktann yer-
vektoriiniin kartezyen ifiadesi
r=pcosfe +psinfe, - ze,
olmast ve dolayisiyla da ’
= (dp cos0 — psind d0) e, + (dpsin@ 4- pcos B db) e, 4 dz e,

yazilmas: nedeniyle (1.4.2) ye binfen

P2 o 'pz + p2 él + :22 (1‘4-3)

ile verilir. Bu sonucu, v yi daha degisik bir birim taban vektodrleri takmminda hesap-
layarak da bulmak miimkiicdiir.

)

~y 4

»

] s

PR Y

Sekil : 1.7 — Dik silindirik referans sisteminde nok-
= taya bagh olarak tammlanan yere! dik referans siste-
minin birim taban vektorleri.

Bunun i¢in P ye bagli ve silindirik koordinatlarin artis yonlerine yoneltilmis
€, , e, ve e, birim vektSrlerini goz Oniine alahm (bk. $ekil : 1.7). Silindirik koor-
dinatlarda 4V elernanter hacmim hesaplarken p nun, € nin ve z nin sonsuz kiigiik
artiy miktarilarina tekaabiil eden uzunluklar olarak sirasiyla dp , p 4@ ve dz bul-
mustuk. Bunlara, noktanm P deki konumuna bagh biri p nun artis yoniin-
deki birim vektorii olan e, , digeri 0 nin artis y8niindeki ve p yarigaph daireye
teget birim vektérit olan e, ve 6teki de z nin artis yoniindeki birim vektdrii olan
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e, den miitesekkil bir kartezyen referans sistemindeki sonsuz kiigiik bir dr vek-
toriiniin bilesenleri goziiyle bakacak olursak

dr =dpe, +pdie, + dze,

otur. Bu ifidenin 4 zaman diferansiveline oram P nin v &nl hiz vektdriiniin
noktaya bagh [e, , e, ,e] yere/ dik referans sistemindeki ifidesini verecektir :

V= ‘5.;_ =pe, +ppe, -+ ze, (1.4.4)

Boylelikle ¢ min P nin dni hiz vektdriiniin [e, , e, , e ] referans sistemindeki 1sin-

sal bilegeni ve pé mn da v nin agisal bileseni oldugu gériliir. (1.4.4) den kolaylikla
gene (1.4.3) ifadesi elde edilir.

Ayni muhakemeyi kiiresel koordinatlara da uygulayacak olursak bu takdirde
P noktasina bagh ve onunla birlikte hareket eden ve r, 8 ve ¢ koordinatlarinin ar-
tis yonlerinde biri 15immsal ySnde (yani zenit yoniinde), digeri kuzey-giiney yoniin-
de, otekisi ise bati-dogu ydniinde olmak iizere e, , e, , e,] seklinde birim taban

vektorlerinden olusan yere! bir dik kartezyen referans sistemi tammlayabiliriz
(bk. Sekil : L8).

@)

-

L]

o)

.
P (S D ——

Sekil : L8 — Kiiresel referans sisteminde noktaya bagh
olarzk tamimlanan yere! dik referans sisteminin birim
taban vekébrleri.

Bu referans sisteminde r nin dr artist : e, boyunca dr, e, boyunca rdl ve e,
boyunca da r sin€ d¢ seklinde oldugundan

dr =dre, +rdde, | rsindpe,
ifadesini d¢ ye- béimek sliretiyle

Vm%:r"e,—i—ruﬁea—l—rsinﬂﬁae@ (1.4.5)
ve dolayisiyla da kiiresel bir referans sistemindeki bir noktanin hizimn karesi

olarak
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Vo= r2 4 P22 L p25in20 q',z (1.4.6)
bulunur,
Simdi
_dv _dr
dt  dr?

ile tammlanan ve ani hiz vektoriinin zamana gére degisiminin Gl¢itsii olan ivme
vektdriiniin géz Oniine aldigimz referans sistemlerindeki ifidelerini tesbit edebil-
mek amaciyla énce diizlem kutupsal koordinatlarda noktaya bagh ve koordinatla-
rin artig yonlerindeki birim vektdrlerle belirlenmis yere! bir dik referans sistemi
tamimlayacagiz (bk. Sekil : 1.9).

3]
. e,
Y » /// d 8
e Sekil : 1.9 - Diizlem kutupsal koordinat sisteminde
/{: ) ® noktaya bagh olarak tammbanan yerel dik referans
o — sisteminin birim taban vektérleri,

Sekil : 1.9 den kolaylikla

e, ==cosbe, +sinle,

€, = COS§ (G + —g )e1 + sin (9 4 —g—) e, (1.4.7)

oldugu goriiliir. Ayrica bu ifidelerden

—aé.eep :—Sineel +COSB ﬁzzeo
: (1.4.8)
—éfe—e = —cos0 € “HSiﬂeez =8y

oldugu da géziikmektedir.

OP yervekidriinii ister sibit [e, , e,] ister degisken [e,, e,] yere! tabanina goére
ifade edelim, sectifiimiz taban OP nin ydniinii ve biiyiikliigiinii etkilemez. Buna
gore
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OP = xe, | ve,=pe, -+ 0.e, =pe,

olur. Buradan hiz vekiorii olarak

d - . dp de,
v=a’?{()l’)::;ei~+—ye2 r e—i—pdt
de, df - :

=pe, +Pae Pl pe, +ple, (1.4.9)

bulunur. Burada P noktasi hareket ettiginde, e, ve e, nin sdbit kalmalarna kargi-

ik P ye bagh e, ve e, mn da ¢ nin fonksiyonu olarak degismekte olduklar: gdz
Sniine alinoms bulunmaktadir.

Eger dik silindirik koordinatiar goz Oniine alimirsa v hizins
V=ope + péea—i—éezvaep—l— voe, + v, e (1.4.10)
seklinde oldugunu gdrmek kolaydir. Burada ise e, = e; olduguna dikkat etmek
gereklidir.

Dik silindirik koordinatlarda ivme vekt6riinii bulmak igin (1.4.10) dan (1.4.8)
bagimtilarim da gbz Oniinde tutarak ¢ ye gbre tiirev alalim:

dv .- - ge, db de, do - de, dz

= =P ey g tebe tpbetob o T dze +2 2 T

=pe,+ple,+ple, +ple, +pd(—e) + ze, + 2. (0)
yani

a=(p—p0)e, + (0 +2p8)e, + ze, (L4.11)

bulunur.

P noktasma bagh olan [e, , e, , e,} yerel kartezyen referans sisteminin Szellik-
terini tesbit etmek tizere bunun birim taban vektorlerinin bafimsiz degiskenlere
gore kismi tiirevlerini hesaplayalim.

r

e, = ?m sinBcosge, + sinBsinge, + cosgpe, (1.4.12)
oldugundan
de, de,
5——cosﬂcosrpel+cosﬂsmcpez——smee3 — 0|~ 1 (L413)
%:wsinﬂ sing e, + sinOcospe, —>» | — | =sih0 (L4.14)

oldugu kolayca tesbit edilir. Bu son iki bagintidan da yararlanarak



18 % NOKTANIN KiNEMATIGE

r . |

%—aw—r(:05»8(:034;:.@:1~1\~1r-c:0395111.;;,@1__‘,.smge3 '%"eﬁr"

o in O singe, 4 rsi ge
rsinOsinge rsinBcospe, =

de 1 Pe, 3

bagmntiar bulunur. Buradan da e, ve ¢, taban birim vektdrlerinin analitik ifade-

leri olarak, (I.4.13) ve (1.4.14) {in 15181inda,

or e,
0o a0 . .
e, = T - 36, ; = cosOcosgpe, -+ cosOsinge,—sind ¢y =
a0 a0
ar e,
_ 39 _ de -0
e, == ar == 3e, == —S8Inge + CosQe, = sn® 3o
ae de

de,
a0

(1.4.15)

(1.4.16)

bulunur. $imdi artik fe,, e, ., e,} yerel kartezyen referans sisteminin taban birim
vektorlerinin difer kismi tirevlerini rahathkla hesaplayabiliriz. Nitekim:

de : . .
562 —sinOcospe, —sinOsinp e, —cosbe, = -—e

g%: = -~ cos 0 singe, -+ cos@cosge, =cosbe,

de,

ae 0
2

e, :
= —cospe, —singe
aq) 1 P e

(L4.17)

(1.4.18)

(1.4.19)

(1.4.20)

e, , e, ve ¢, taban vektdrlerinin r bagimsiz degiskeninin fonksiyonu olmadik-
larina dikkat edilmelidir. Simdi efer bu birim taban vektérlerinin 7 zamanina go-

re tiirevierini ahirsak, (1.4.15-20) formiillerini de géz 6ntinde tutarak,

de, 9de, dO  de do -
dr 30 dr +§5 -dt*——eeo-l-(pSlIl(peq,

de, e, d0  gde, do . .

% =30 ;,;-1—5-@ —&—t—m——Be,-i—tpcosGem

de, 3¢, d8 | e, dop _ - © §i

dt = 30 dt+a$~‘-§—mcpcosq)e,—qasmrpez

bulunur,

(1.4.21)

(1.4.22)

(1.4.23)
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Yerel [e,,e,,e,] koordinat sisteminin birim taban vektdrlerinin (1.4.12),
(L.4.15) ve (1.4.16) formiilleriyle verilmis olan ifadelerinden hareketle bunlarin

e Xe =e,
e, X e, = e, (1.4.24)
e, X e =e,

bagintilarint gergekledikierini yani bir sag-el-ticyiizliisii olusturduklarim gérmek
kolaydir,

P noktasiin hizina gelince bu

__.dr_d(re,)w-_ de, - O
V== ——;e,,+rdt = re -+ rbe, -+ resinge, |(1.4.25)

olur, Buradaki birinci terim iginsal hizi, ikinci terim kuzey-gliney ve iigiincii terim
de bati-dogu yénlerindeki iz bilesenlerini géstermektedir.

Ivmenin kiirese! koordinatlardaki ifadesi ise (1.4.25) den 1 ye gore tiirev alip
yerel sistemin taban vektdrlerinin yukarda ifideleri gikarilmig olan kismi tiirev-
lerinden yararlanarak bulunur ve neticede

a=(—r0%—rsin?d 'z)e,-{— rﬁ—l—z}‘é—_rsinﬂcosﬁ'z)ea—!—
( . ’ (. . . ? (1.4.26)
4+ (rsin@e@+2sin0r@ -+ 2rcos808g@)e,

ifadesi elde edilir.

(1.4.2) ifadesine dayanarak, bir (E} uzay egrisi iizerinde hareket eden bir nok-
tamin hiz vektériiniin egrinin teget birim vektoriiyle esyonlii oldugunu tesbit etmig-
tik. Simdi gene bir (E) uzay egrisi tizerinde hareket eden bir noktamun ivmesinin
ifadesini arayalim. FRENET formiillerini de gbz 6niinde tutarak (1.4.2) den

_dr _dv  d(OT)  dv dT

A== T g H It
: dT ds - ;
___VT—i- V—Es: —a—t—-w T—i—va

bulunur. R ile, x™! = R bafmtisiyla belirlenen, egrilik yangapimu goz oniinde tu-
tarsak bu takdirde ivmenin ifadesi de

. 2
a=vT+1RN=aTT+aNN (14.27)
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sekline girer. Bu ifide ivmenin, efrinin teget ve normal birim vektdrleri boyunca
iki bileseni haiz oldugunu ve daima oskildtor diizlem iginde kaldigim géster-
mektedir. Tvmenin T boyunca bilesenine tegetsel ivme ve N boyunca bilesenine de
merkezcil veya normal ivme ady verilir.

(1.5) GENEL DOGRUSAL HAREKET
Ozcllikle, eger P noktasinin (E) uzay egrisi {izerindeki v hizinin normu
v=s=at-+p (L5.1)

seklinde ¢ zamaninin lineer bir fonksiyonu ise P nin tegetsel ivmesinin ar ="% dan
ibaret oldugu kolayca goriliir. Bu Szelligi haiz bir harekete diizgiin lizlanan hare-
ket ady verilir. Bu takdirde, (1.5.1) ifadesini integre ederek,

s(t)y = é— at?+Br+ v

olur. integrasyon sibiti olarak bu ifideye girmig olan y nin yorumu ise f = 0 vaz
etmekle kolaylikia elde edilir ve: v = s(0) oldugu, yani 7 = 0 dninda P noktasinin,
(E) uzay eprisi fizerindeki yaylarin orijinine olan wzakhifin: temsil ettigi goriiliir.

Eger v == sdbit ise ar = dv/dt = 0 olacagindan ivme sddece ay merkezcil
ivmesine indirgenmis olur :

v? N
a=day N = —R'
Eger (E) bir dogrudan ibiret ise bu takdirde, dogrunun egrilik yarigapmin sonsuz
olmasi dolayisiyla ay == 0 olur ve ivme de dogrunun dogrultusunda bulunur. Bu

takdirde ayrica v = sdbir ise tegetsel ivme de sifir olacagindan harekete dizgiin
dogrusal hareket ad: verilir.

»

Sekil : 110 Diizgiin dograsal
0o harcketin belirlenmesi,

Daha genel bir gérits agisindan hareket etmek icin §ekil: .10 daki gibi bir
dogru iizerinde bir u birim vektérii ydniinde hareket etmekte olan bir P noktast
tasarlayalim. Dogru iizerinde keyfi secilmis sibit bir P, referans noktasimn sébit
yervektdrii r, ve zamamin fonksiyonu olarak yer defistiren P noktasmnki de
r=r(f) olsun. | u| = { oldufuna gére sekilden
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(1) —r, = Mt)u
yazihr. Su hélde en genel dogrusal hareketin vektorel denklemi

(1) = M u +r, (1.5.2))

dir. u sibit bir birim vektdr oldugundan hz igin

ifddesi bulunur. Bu, noktanmn hizinin hareketin yoniinde olduguna delalet eder.
Kezi ivmeyi de hesaplarsak

d’r

QZEEIZX(I)H

bulunur ki bu, ivmenin de hareket yoniinde olacagimi gosterir.

(1.5.2) nin her iki yan1 v ile vektdrel olarak ¢arpilirsa genel dogrusal hareket
i¢in (1.5.2) ye esdeger hareket denkiemi olarak

x()—r)xu=20
bulunur. Buradan ¢ ye gore tiirev alindifinda
() —rg) X v=0 = axv=20,
ve buradan da gene 7 ye gore tiirev alindiginda
rt)—r) xa=0 —> uxa=0,

bulunur ki bu son iki ifide gerek hizin gerekse ivmenin hareket yéniinde olduk-
larina isaret etmekte olup bu tek bir

vxa=20
bagintisiyla da Gzetlenebilir.
(1.6) GENEL DUZLEMSEL HAREKET

Bir (r) diizlemi iizerindeki bir (E) diizlem egrisi iizerinde hareket eden bir P
noktasimn yervektérii r = r(¢) ve (E) iizerindeki sabit bir referans nektasininki de
rp olsun. (m) nin normél birim vektdriinii B ile gosterirsek

olacagi agiktir. &, ve @, diizlemdeki lineer bagimsiz iki birim vektér olduklarinda

(PP} = r(t) — 1, = Mr) &y + p(t) o,

yazilabilir. Bu takdirde P noktasimin hizinn
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dr '
v = Td_‘i = Aoy + ulr)e,
!
ve ivmesinin de
dz . ..
Qe ;1.; = M) e, + () e,

olmakla her ikisinin de hareketin vukuu buldugu ayn (nt) diizlemi iginde olduklan
anlasiims olur.

Sekil : 1.11 — Genel diizlemsel
hareketin helirlenmesi.

Eger hareket dogrusal degilse v ve a birbirlerinden lineer olarak bagimsiz-

IR

B.v=20 . B.a=20

yazilabilir. Bu ise diizlemsel harekette diizlemin normaél birim vektdrimiin hare-
ketin hiz ve ivmesinin vektdrel carpimina paralel olmasi demektir. Su hilde

¥xXa

= Tva] (1.6.2)

dir. B aym1 zamanda (E) yOriinge egrisinin de binormalidir. (£.6.1) ve (1.6.2) den
genel diizlemsel hareketin hareket denklemi olarak

{x{(t) —rx,) . (¥Xa)=20 h (1.6.3)

ifidesi bulunur.

(1.7) MERKEZIL HAREKET

Bir P noktasimin bir (E) yoriingesi iizerindeki hareketi esnisinda ivmesinin
daima sibit bir O noktasina yoénelik oldufu harckete merkezil hareket denir.
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Merkezil hareketin ¢ok Onemli bir 6zelligi hareketin ayni zamanda diizlemsel
bir hareket olusudur. Dilzlemsel bir harekette hem r hem de v hep ayn: bir diizlem
igindedirler. Eger OP = r vazeder de hem r ye ve hem de P nin lmz1 olan v ye dik
olan

B=rxv

vektoriiniin zamana gbre tiirevini alacak olursak

dB dar dv
L ("a? v ) L (r < —t-,;):(vxv) + (rxa)

ifadesinin hem birinci teriminin ve hem de merkezil hareketin tanim geregi (r| a)
ikinci teriminin s1fir oldugu anlagilir; su halde

dB

o 0
dir. Bu ise B vektdriiniin sabit bir vekt6r olmasi ve dolayisiyla da B ye dik olan
{r , v) diizleminin de uzayda sibit bir dogrultuya sidhip olmasi demektir. Ayrica,
(r, v) diizlemi s@bit O noktasindan da gegtigine gbre bu diizlem de sabittir demek-
tir. Su halde merkezil bir hareket sabit bir diizlem icinde vukuu bulur.

Simdi bir merkezil hareketin daima sdbit bir O noktasina yénelik ivmesini
hesaplamak igin, O yu kiiresel bir koordinat sisteminin orijini olarak kabul edelim
ve merkezil hareketin de (x, y) diizleminde vukuu buldugunu varsayalim. Buna
gore kiiresel koordinatlarda buldugumuz (1.4.26) ivme ifadesinde 8 = w/2 yapmak

yeterlidir. Buna gﬁreé =0=0 olacagindan ivme
am(‘t"——rcbz)e, +(ro+2rg)e,

ye indirgenmis olur. Ancak merkezil harekette a||r|e, oldugundan bu ifadenin e,
bileseninin bulunmamas: yani

d?p

- s dr dp d{ ,de\
et AP= gy T2 T a‘t(r ar ) =0
olmas1 gereklidir. Bu son esitlikten ise
r¥p == C = sdbit (1.7.1)

yazilir. Ote yandan noktamn hiz vektdrii biri iginsal bir v, , digeri de buna dik bir
v, bilegenine aynlabilir :

Vzr:v,e,—i—v,,e,,.

Halbuki v, = r ¢ dir. Buna gére
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lrxe]=lrx(ve 4+ v,e,)| =r.v, =rlo=C (L7.2)

yazlabilecek, veya C ile sabit bir vektor gostermek iizere

rxr=C i (1.7.3)

olacakur.

Sekil : 1.12 den P noktasimun yervektdriiniin O orijini etrafinda do acis1 kadar

[&)]

Sekil : L12 — Merkezil hareket icin alanfar kaand-

(x
. nunun ¢ikarifmasy ; dA = ~12- r.ordg = sdbit.

dondiigiinde siipiirdigh d4 alamnm

dd = % r.rde (1.7.4)
oldugu goriilmektedir. Eger P noktasmn yervektorii d4 alanum df zamam zarfin-
da siipiirityorsa bu takdirde (I1.7.1) ve (1.7.4) den

rig = C' = sdbit (1.7.5)

veya (1.7.2), (I.7.3) den. ve (1.7.5) in sol yanina da (x, y) dilzlemine dik olan bir vek-
tér mahiyeti atfederek

dA’ - )
— TEXT= C = sdbit (1.7.6)

ifadesi bulunur. dA/dr ye skaler alan hizi, dA’ [/dt ye de vektdrel alan hizi ad: verilir;
ve son ifideler merkezil hareket s6z konusu oldugunda bu tiirlii tanimlanmis olan
alan hizlarimn sibit olduklarimt veya esdeger bir deyisle: merkezil bir harekette
noktanin yervektdriiniin esit zamanlarda esit alanlar siipiirdiigiinii beyan ederler.
Bu dzellik merkezil hareket icin alanlar kaaninu diye ambsr.
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(1.8) LINEER HARMONIK HAREKET

Eger bir P noktas: bir dogru iizerinde ve sabit bir O noktasindan itibaren 6l-
ciilen x uzakhgi, (A, w ve vy sébitler olmak iizere)

x=Acos{w!+ v) (L.8.1)

ifadesine uygun olacak sekilde hareket cdiyorsa boyle bir harekete lineer harmonik
hareket ad: verilir, Bu, aslinda, O merkezi etrafinda diizgiin bir salumm hareke-
tidir. x e salmimn wzgmen ad1 verilir; uzammin x = 4+ A4 maksimal degerlerini
haiz olduguna dikkat edilmelidir. 4 biiyiikliigiine ise genflik denir. x in,  nin

=

T= (1.8.2)
periyodunu veyi
v = 2% (1.8.3)

Srekansm haiz periyodik bir fonksiyonu oldugn gorilmekiedir. v ya faz, ve w ya
da dairesel frekans denir.

(I1.8.1) den ¢ ye gore tlirev alarak hizin da
vmicm—Amsin(mt—l—y)=Amcos(wt+-r+g—) (L8.4)
seklinde ayni w datresel frekansimi, fakat Aw genliini haiz bir harmonik salinimm
haiz oldugu goriiliir.
(1.8.4) ii de r ye gore tiireterek ivmenin ifadesi i¢in de
a=xz=— Aw?cos (Wt + ¥} = —w?x (1.8.5)

bulunur. Bu son ifideden lineer harmonik bir harekette ivme ile uzamm arasinda

(O +uix@®=0 (1.8.6)

gibi ¢ok ilging ve dnemli bir bagti bulundugu goriiimektedir. Gergekten de (1.8.6)
ikinci dereceden sibit katsayili 4di lineer diferansiyel denklemi. lineer harmonik
hareketi karakterize eder. Bu denklemin genel ¢éziimiiniin her zaman (1.8.1) ifade-
si gekline sokulabilecegi kolayca gosterilir. Lineer harmonik bir hareket yapan
bir noktaya lineer harmonik osildtor ad: verilir,

Harmonik bir salimm hareketini simgesel olarak, karmagik biiyiikliiklerle
ifide etmek ¢ok kere hesaplan kisaltmak bakimindan yarar saglar. z = x 4 iy
vazederek
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=gl | eer == gelt | elv! (L.8.7)

ifidesinin gergel kismimin (I.8.1) hareket denkleminden bagka bir sey olmadigi
ve (£.8.6) denklemini gergekledigi kolayca goriiliir.

(1.9) HAREKETIN HIZ VEYA IVME ARACILIGIYLA GENEL OLARAK
BELIRLENMESI

Bir noktanin hareketi, noktanin yervektdriiniin 7 zamaninin fonksiyonu ola-
rak saptanmasi hilinde belirlenmig olur. Kinematigin, bu itibarla, ilk gdrevi ister
gozlem isterse tecori araciligiyla saptanmig olan hiz veyd ivmenin ifddesinden
r = r(t) nin yani, efer r yervektoriinil bir dik kartezyen referans sistemine nisbet
edersek, r nin x = x(¢), y = y{t) ve z = z{¢) bilesenlerinin analitik ifidelerini ¢i-
karmaktir.

Simdi noktamin v == dr/dt hizinin ve dolayisiyla bu hizin bilesenlerinin veril-
mis oldugunu varsayalim. v hiz vektorii, genellikle, hem r nin ve hem de ¢ nin fonk-
siyonny olacaktir:

dx
T filx,y,z, 1)

ar dy .
“&? - f(l', 1 —> _CE h_f2 (ya X, Z, t) (l9.l)

dz
5 Sl pz,t)

!

Bu, aslinda, birinci mertebeden iig diferansiyel denklemden olusmus bir diferan-~

siyel denklem sistemidir. Bu sistemin ¢dziimi ise tamamen matematiksel bir mese-
ledir.

Eger hizin bilesenleri sidece zamanmn fonksiyonu iseler bu takdirde (1.9.1)
de degiskenler derhal ayrilir ve sonug bir tek integral almayla elde edilir.

dx
2 = H0
dr - dy _
= =10 Vo =10 (1.9.2)
dz
| @ =0

x(t):fﬁ(r’)dtr+C.; y(t)mff,(t’)dr' + Gy z(t) = ffS(t') dt' + C,.
0 0 ¢

(1.9.3)
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Bu ¢6zitm takiminda C, , C, ve C, integrasyon parametrelerini géstermekte olup
bunlarin fiziksel anlamlan ¢ = 0 yapmakla (1.9.3) iin

X(0) = x4 = Cp 5 3(0) = vy = Gy s 2(0) = zy = C, (1.5.4)

ifadelerine indirgenmcsiyie elde edilir. Nitekim A(0), ¥(0) ve z(0) baslangigta, yani
1 = 0 da, noktanin koordinat eksenleri iizerine izdiisimlerini, yani bu izdiisiimle-
rin orijine olan uzakliklarini gdstermektedir. Buna gore 1.9.2) nin fiziksel ¢oziimi,
(1.9.3) ve (1.9.4) de gdzoniinde tutularak,

3

x(£) = xq + f Gy d = xg b F(2)
1]

) = yo -+ ff;(t')dt’ = Yo 4+ F (1) (1.9.5)
4]

A1) = zg + ffj, @)y dt' =z + F, (1)
4]

olur. Buradan da gorillmektedir ki noktanm hareketinin belirlenmesi icin siddece
hiz bilesenlerinin analitik ifadelerinin bilinmis olmas: yetmemekte, keza noktanin
f = 0 baglangic dnindaki yervektorii olan sdbit ry = xje; + yee, + zge, vektorii-
niin de yini noktamin baglangic durunumun da bilinmesi gerekmektedir. Su haide
noktanin hareketi hiz vektdériiyle baglangic durumunun (ry 1n) verilmis olmasiyla
belirlenmektedir. Boylece (1.9.2) nin genel ¢dziimiiniin noktanin baslangic duru-
muyla ilgili i¢ sdbiti kapsadigim gérmii olmaktayiz.

Bir¢ok hilde noktamn hareketini, ivmesinin verilmig olan analitik ifAdesin-
den hareketle belirlemek s6z konusu olur. a ivme vektdrit genellikle hem v hiz vek-
toriiniin, hem r yer vektériiniin ve hem de f zamanin, yani yedi bagimsiz degig-
kenin fonksiyonudur:

d?x dx dy dz
a}‘f**’?(-’ ”—“amx")

_dr dr d’y dx dy dz
a“a’;z*f(l’a?j?a’)@i Eﬁﬂ—fi(xsy,Z,a?‘vEr&?‘af) (1.9.6)

Tz _ oy, b &
dtz_‘s ’y,,df,dt,dt,

Bu, ashinda, ikinci mertebeden ii¢ diferansiyel denklemden olugmus bir dife-
ransiyel denklem sistemidir. Biz gene basit ve sik sik kargilagilan bir hil olmak
iizere ivmenin bilesenlerinin sidece zamanin fonksiyonu olduklar hili gbz oniine
alalim. Bu takdirde
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( dz -

ST =5
&’y
dr?
d*z

dx

=10 = 1 =50 (19.7)

] t f
dx R , d T e " dz N gt .
3;=]f.(:)dz+c.; %xjfz(t)dt + d“;’“fﬁ(’)d‘+ci
0 Li] (1

(1.9.8)

bulunur. Bu ¢6ziim takiminda da ¢ = 0 yapmak siretiyle C’, , C’, ve C', integras-
yon sibitlerinin fiziksel anlamlarimn v = dr/df liz vektoriiniin ¢ = 0 &ninda haiz
oldugu vy, , Vg, vy bilesenleri ile verilecegini gérmek kolaydir. v, = v(0) vekto-
riine bagslangre mzi ad1 verilir. Bu takdirde (1.9.8) sistemi

dx

;E‘:Fj(t)‘}‘vm

d .

2 =BO+ (1.9.9)
d

;i;‘mFa(t)‘{‘VoJ

olur. Bu takdirde (1.9.7) sistemi de Onceden inceledigimiz ve ¢bzdiigtimiiz {1.9.2)
sistemine indirgenmis olur. (I,9.9) u bir kere daha integre ederck

x(t1) =@, () + vy £+ x,
H)=D() + v I+ 3, (1.9.10)
2(t) =Dy (1) + vp3 £+ 29

I
¢6ziim takimim bulmug oluruz. Buradaki ®(¢) fonksiyonlar kisaca, f F()dt"
L]

seklindeki integrallerin yerine konmustur.

Gortidiig gibi (1.9.10) ¢oziim takim, (1.9.7) sisteminin ifddesinde bulunnra-
yan alt1 sabit kapsamaktadir. Bu hilde de hareketin belirlenmesi igin ivmenin bi-
legenlerinin analitik ifidelerinin bilinmesi yetmemekte fakat aym zamanda nok-
tanin baglangi¢ dnindaki hizinin (v, 1) ve konumunun {r; in) da verilmis olmasi
gerekmektedir. Ancak bu baglangic sartlarmin verilmis olmast problemin ¢dzii-
miine fiziksel bir icerik kazandirmaktadr.
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(L10) GOREL (iZAF1) HAREKET

Uzayda siirekli bir (E) egrisini yoriinge kabul edersk hareket eden bir P
noktasimin hareketini, sdbit oldugunu varsaydiginuz bir (Z, [X; E;]) referans sis-
temi ile, (I,) ye gbre herhangi bir hareket yapan bir (I, [x, ; e;]) referans sistemi-
ne gore inceleyecegiz (bk, Sekil : 1.13). Salt (mutlak) referans sistemi diyecegimiz
(£, nin onjinini O ve gorel (izaf1) referans sistemi diyecegimiz (X,) nin orijinini
de Q ile gbsterecefiz. P noktasinmn (L,) deki yervektdrii olan QP, (Z,) deki bir
gdézlemei igin

3
QP = ) x(t). &
i=1

seklindedir. Buradaki x; ler, (E) izerindeki hareketi dolayisiyla, P noktasimn ¢
nin fonksiyonu olarak degisen (X,) deki koordinatlaridir.

tig

£

&)

(X5

" \
(q}

Ey

Sekil : 1,13 — Salt ve girel refe-
rans sistemleri arasindaki bagmmh.  (x)

P noktasmn (X,) deki yervektorii olan OP de, (Z,) deki bir gdzlemci icin

3
OP =} X(t).E,

i=]

seklindedir.

Gerek (Z,) gerckse (Z,) referans sistemine bagh gbzlemciler i¢in miiteka-
abil taban birim vektdrleri degismedikleri i¢in bunlar ¢ ye bagh olmayacaklardir.
Buna karpihk (X} deki bir gdzlemci icin (Z,) pin taban birim vektorlerinin
e = e(t), (i = 1,2, 3), seklinde ve (Z,) deki bir gbzlemci icin de (X)) nin taban
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birim vektorlerinin E; == E(¢), (i = 1,2, 3), seklinde zamanin fonksiyonlan
olarak degisecekleri asikdrdir. Bunun igindir ki ézellikle ¢esitli yervektdrlerinin
t ye pore tiirevlerini alirken g&z oniindeki yervektSrlerinin hangi rcferans siste-
mindeki gozlemci tarafindan tiiretildigine ¢ok dikkat etmek ve ona gore harekcet
ctmek gereklidir.

(Zp) nin Q orjjininin (Z,) nin O orijinine nazaran haiz oldugu, yani O
daki bir gozlemcinin kendisine nisbetle dlgtiigit @ nun hizina (X)) nin Q orijini-
nin (£,) referans sistemine gore salt (mutlak hizi) denir ve bu

vo = (d(OQ)) (1.10.1)

dF

ile gdsterilir. Bu ifadenin sag yanindaki parantezin yanina konulmus olan s indsi,
0Q nun (%,) sisteminde ifade edilip tiirevin de bu sistemdeki bir gdzlemciye gore
(vani E, birim taban vektorierinin 1 ye gore sabit oldukiar sart: altinda) alindi-
gma delilet etmek iizere bulunmaktadir,

(L,) deki bir gézlemci i¢in tanimlanan

. (d(OI’)) X

— L E (1.10.2)

r=1
vektoriine P noktasinin (Z,) referans sistemine goére salt (mutlak) Awze; ve (I,)
deki bir gézlemci igin tammmlanan

3
v, = (f’.ﬂ%@) -y fgi N (1.10.3)

1=

vektoriine de P noktasinin (Z,) referans sistemine gore gdrel (izafi) hrzi ady verilir.

Simdi OP = 0Q + QP vektorel bagintisim (T,) deki bir gozlemciye gére

titretelim :
d(0P)\ [4(0Q) d(QP) |
(_____dt )s - ( _dt___)s + (_dr"_)s (1.10.4)

olur. Bu ifadenin sol yam (1.10.2) ve sag yanindaki ilk terim de (I.10.1) aracihgiyla
anlam kazanmaktadirlar. Sa§ yandaki ikinci terim ise QP nin zamana gore
tiirevinin (X,) referans sistemindeki bir gézlemci tarafindan hesaplanmasini
6ngérmektedir. Halbuki (X)) deki bir gozlemci igin QP nin hem bilesenleri ve
hem de (Z,) nin e, birim taban vektdrleri zamann fonksiyonu olarak degigmek-

fedirler:
3

QP =) x(1) . et (1.10.5)

=1

Buna gore ve (1.10.3) {i goz Oniine tutarak
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JQP) _ o
( dt )T‘Z dr dr dr Ydr

f==1

. Y\ f ° i
(dx, e, + xi"d"?‘l"J _ (d(QP)) + 2 x dB, (1.10.6)
-4

i=]

oldugu bulunur. (1.10.1), (£.10.2) ve (1.10.6) eger (1.10.4) e yerlestirilirse

3
p
Vo= vo kv, + Yx (). Sk (1.10.7)

i==1

ifadesi elde edilir. Burada

3
d
V=Yoot T, 2L (1.10.8)

vektoriine P noktasinin (Z,) salt referans sistemine gore sdariiklenme hizt ad1 ve-
rilir.

Eger siiriiklenme hizinin ifadesindeki titrevier sifirsa yani (E;) ye nazaran
gorel bir hareket yapan (Z.) nin taban vektorleri zamana gére degismiyorlarsa
bu, e; lerin (boylarinin zaten sabit olmalar: dolaysiyla) yonlerinin de degismedigi
anlamina gelir. Bu takdirde de (X,) nin (X,) ye gbre hareketinin, e, birim taban
vektérleri hep kendi kendilerine paralel kalacak sekilde bir dteleme hareketi ol-
dugu soylenir. Buna gore noktanin salt hizi

Vo= V¥ + ¥, (1.10.9)

den ibfret olur. S6z konusu Gteleme hareketi ivmeli veyd karmakanisik ydriingeli
bir harcket de olabilir. Fakat her ne olursa olsun bir 6teleme hareketinde (Z,)
nin eksenlerinin yénleri daima muhafaza olunurlar, OGteleme hareketinde Z)
nin her noktast (X)) ye gbre aym: hiza sahiptirler ve bu hiz da (Z,) nin Q oriji-
nin hizidir.

(I.11) ANI DONME VEKTORU

(1.10.8) deki (£,) nin birim taban vektorlerinin zamana gér: tiirevlerinin 6z-
des olarak sifir olmalarimn (Z,) nin yalnizca bir Steleme hareketini icerdigini
gbrmiis oluyoruz. Bu noktada sezgimiz bize, s6z konusu tiirevlerin 6zdes clarak
sifir olmemalan hilinde (£,) nin (X)) ye nazaran muhakkak bir dénme hareketi
yapacagim telkin etmektedir. Bu sezginin dogru olup olmadifin: crtaya koyabif-
mek icin meseleyi matematiksel olarak incelememiz gereklidir.
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(1.10.8) deki e; ler birim vektorler olduklarindan, meseld de,/dt vektdril, e,
vekidriine dik ve (e, , e,) dilzlemi iginde bulunacaktir. Benzer sonuglar tabii e, ve
ey vektorleri igin de gegerlidir. Boylece 7, j = 1, 2, 3 olmak iizere a,; ile €; lerin ¢
zaman degiskenine gére tiirevlerinin bilegenlerini gosterirsek bu diisiincelere gbre

de

—3;”: 0 +ape oty €3

de

Ez—ﬂanel + 0 + alyy € (L1LD)
de

7}-——0&3[&1 + ag, €, 4 G

yazilabilir. Simdi e, . e, = 0 Ozdesliginden ¢ ye gore tiirev alarak

de, | de .
&gt =0
veyd (LL11.1) e gére
ty tap=0 — ay=—dap,

bulunur. Benzer sekilde e, . e, = 0 ve ¢,.e; = 0 bagintilarindan hareketle ve
(1.11.1) denklemlerini daima g6z Oniinde bulundurarak

gy == g V€ O3y = — Oy

oldugu da tesbit edilir. Buna gore

3
de.-
E X @ - (— oy Xy — ey x) e, + (R X — y X3) € + (o, X, + 0y X} e,
j=sl
olur. Veyi a;; ler
Tpy == Wy , Ggy == Wy « Qg3 = Wy

olarak yeniden isimlendirilirlerse

3

de;
Z X —Wd; = (ty X, Wy X5) € + (y X, — @y X;) €, + (wyx- — X} e, =
=1

€ € €
=]l w W w|=wXT (L.11.2)
X, Xy X5

bulunur. Buradaki
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3
w=Juwe

§==1

vektoriine dni donme vekiorii (veya sddece: dénme vektdrii) ady verilic. Buna bi-
naen (1.10.7) ifidesi de

Vo= Vo4 ¥, X ¥ (1.11.3)

sekline girmig clur.

Simdi eger
_ [d(OP) _{d(0Q) [ de?
A ( dt )x e ( dt H)s ’ vH B (‘Ei[)g

v, — v E("(OP—OQ)) - (ﬂg_ﬁl) - (%) (L11.4)

dt dt

oldugunu da géz oniinde tutarsak (I.11.3) i

dr ! dr
¥, — Vg == (——) == -»—»«) +@xXr (1.11.5)
g dt | (\ dt .
seklinde yazabiliriz. Bu formiil, () gorel referans sistemine bagh bir r yervek-
tériiniin zamana gore tiirevinin (Z;) salt referans sisteminde hesaplanmast arzulan-
dianda operasyonel olarak ne yapmak gerektigini ortayz koymaktadir.

Eger &, ile (Z,) salt referans sisteminde ve &, ile de (Z,) gdrel referans sis-
teminde ¢ zaman degiskenine gore tiirev alma cperatdriinii gosterirsek (I.11..5)
den esinlenerck 2, ile 2, diferansiyel operatorieri arasinda

D,.=(D,+ w X) . (I.11.6)
seklinde bir operator bagmust oldugu hemen goriiliir.

Simdi P noktasinmm (X)) gorel referans sistemindeki r yer vektdriiniin zamana
gore ikinci tiirevini (Z,) salt referans sistemine gore hesaplayalim. Bu bize siiphe-
siz ki P nin salt (mutlak) ivme vektdriinii verecektir, (I.11.5) den hareketle ve
(1.11.6) y1 de g6z Onilinde tutarak

(_d_(;vs — VQ)

pr )szﬁs.(ﬂs.r)=9&.(@g.r+mxr)

={Z,+wx). (Z,.r+wxr)

=D, (Yy.r+@axn+[wx(Z,.r+ o xr)]

=9 v+ Z,. wxnN+wx Z,.1)+wx XTI,
Yani
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a,—ag=Zr . r=a,+20 XV, +®Xr+wx{®mxr)

veydhut da

a,=12p +a +(@xr)+ [wXx({wXn]+ 2wxv,) (L11.7)

ifadesi elde edilir.

Uygulamada, ¢ok kere, w dénme vektoriintin s@bit oldugu hallerle karsila-
gilir. Bu takdirde, tabiidir ki, @ x r terimi sifir olur. (I.11.7) ifddesindeki 2w xv,
terimine CORIOLIS ivimesi ve w % (W X r) terimine de merkezcil ivme ad1 verilir.

Eger w = { ise, veyd v, = 0 ise, veydhut da w ile v, vektdrleri birbirlerine
paralel iseler CORIOLIS ivmesinin sifir olacagi anlagiimaktadir.

(1.12) ARZ UZERINDEKI BIR NOKTANIN HAREKETI

Arz, kutuplarindan gegen bir eksen etrafinda batidan doguya dogru, veya
kuzey kutbu Uzerinden Arza bakildiginda pozitif dénme yoniinde, giinde bir de-
vir yapmaktadir. Eger uzak yildizian ilk yaklasiklikta sabit varsayarsak, bunlarin
olusturduklar, sdbit tabil referans sistemine nazaran arzin bu hareketi, siiphesiz,
gorel bir harekettir.

{x

X3}

Sekil : 1.14 — Arz tizerinde hareket eden
bir Q noktasma bagh olarak tamumlanan
yerel referans sistemi: [e, ,e,, el

Arzin, ilk bir yaklagimda, Giines etrafindaki hareketini ve Giines sistemiyle
birlikte samanyolu igindeki hareketini de ihmail edelim. Bu takdirde Arzin mer-
kezi de sdbit yddizlar referans sistemine nazaran sibit olur. Sabit yildizlar re-
rans sisteminin orijinini Arzin merkeziyle gakisik segebiliriz. Arzin dénmesini ken-
disine izafe ettifimiz sdbit yildizlar referans sisteminin (X, , X, ,X;) eksenleri bir-
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birlerine dik E, , E, v¢ E, birim vcktérleriyle belirlenmis ve 6zellikle E, iin dog-
rultusu da Arzin kendi etrafinda dénme ekseniyle ¢akigmis olsun. Arzin iizerinde
bulunan bir Q noktasimin hareketini bu sdbit yildizlar referans sistemindc ince-
lemek igin kiiresel koordinatlardan yararlanacek fakat 8 koordinati yerine

i . . - . o N .
A= 53 — 0 ile belirlenen yeni bir koordinat1 géz &niine alacagiz. 8 zenit agisi-

nin [0, n] arahiginda degerler olmasina karsithk M enlemi [w®/2, — n/2] aralifin-
da degerler alacaktir.

Arzin @ ani donre vektorii kutuplar dogruttusunda olup bunun normunun
da agisal hizi verecegi bilinmektedir. Oysaki Arzin (X;) kutuplar ekseni etrafindaki
déniisii o azimiit agistyla Slgiilmekte olacagindan ¢ nin zamana gére tiirevi agisal
hizi verir; buna gére, w 4ni dénme vekidriiniin

w = ¢E, (1.12.1H)
bigiminde ifide edilecegi anlasiimaktadir.
Donme siiresince Arz lizerindeki bir @ noktas: bir enlem dairesi cizecektir.
Ote yandan

w|=nw=¢ = radyan/saniye = sdbit = 107* rad/san,

2n

86400
ve dolayisiyla da w? = ¢?~ 1078 rad?/san’ mertebesindedir. Eger Giinesin, Aymn ve
Giines sistemindeki diger gezegenlerin Arzin ekseninin dogrultusu iizerindeki
etkilerini de ihmal edilebilir sayarsak, Arzin donme ekseni de sdbit yildizlar refe-
rans sistemini belirleyen E, ekseniyle siirekli olarak gakisacaktir. Buna gore de
® = dw/dt = 0 alinmaldir. Kezd w? nin de, yukarida verilmis olan degeri do-
layisiyla, w yaninda rahathkla 1hmal edilebilecegi agiktir.

Buna gére Q noktasimin sdbit yildizlar referans sistemine gére salt ivmesi
a,=ap+a,+2wxy, @®@=0,w #0 (1.12.2)
ifidesine indirgenmis olut.

Q noktasmin gorel hareketini incelemek igin yararlanacagimiz (Z,) referans
sistemini de ayni Q noktasint orijin olarak kabul eden ve birbirlerine dik birim
taban vektorleri de sirasiyla e; vektdrii Q den gegen meridyen dairesine kuzey-
gliney ydniinde tefet, e, vektdrit Q den gegen enlem dairesine ban-dogu yéniinde
teget ve ey vektorii de radyal yonde olan bir dik Ugyiizlii olarak segecegiz (bk.
Sekil : 1.14).

Arzdaki her cismin zahiri bir g ivmesi oldugu ve bu ivmenin de kinematikten
¢ok dinamik bir koki: oldugu bilinmektedir. Arza bagh bir P noktas igin (yiik-
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seklife bagh olarak dogal degismesi simdilik goz Oniinde tutulmayacak olursa)
aym sabit degeri haiz olan bu g ivmesi kinematik agisindan a, salt ivmesiyle nokta-
nin hareketinin incelendigi (Z,) referans sisteminin Q orijininin ag salt ivmesi ara-
sindaki fark olarak

g=a,—ap (1.12.3)
bigiminde tanmmlamr. (1.11.7) ile (1.12.3) iin karsilastiniimasi

2
agmg}_gmg%zm X ¥y = (6 X 1) — [t X (@ X 1)]

verir. Ancak, Arz igin @ = 0 ve |w X (w X r)| ~ w? ~ ¢ oldugundan bu ifade

d’r dr
d—tzmgWwa—d—r (I.12.4)
sekline girer. Eger noktann () deki gorel v, = %E— hizi, w = ¢ E; vektdrii-
ne paralelse bu takdirde yalnizca
d*r
=8 (¥.12.5)

olur,

Simdi baglangic hizi sifir, yani

dr
“ = (}
().

olan bir cismin Arza diismesini kinematik goriis agisindan inceleyelim. Cismin yg-
riingesini belirlemek igin (I.12.4) diferansiyel denkleminden hareket etmemiz ge-

reklidir.
Bu denklemi ¢zmek igin dnce bir kere ¢ ye gore tiiretelim; bu takdirde
d*r d*r

F:“'medrz:’_z“’x(g”—z“' x%)#-—~2m><g:sébit

ve buradan da integral olarak (w ve g nin sabit olmalarindan dolayr)

d*r
= (2w X+ B (1.12.6)

bulunur. B vektérii integrasyon sibitini gdstermektedir. Bunun fiziksel anlamm
ararsak 7 = 0 icin (1.12.6) dan hemen
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d’r)
JENE— s B
(@),

olmast gerektigi goriiliir. Oysaki (Z,) referans sisteminde cismin gorel ivmesi
zamana bagl olmaksizim g ye esittir. Su hdlde B = g olmalidir. Buna gore (1.12.6)
denklemi

d*r
W:(—Zm Xg)t+g (1.12.7)
olur. Bu son ifadeyi de integre edersek, C yeni bir integrasyon sdbiti olmak {izere,
%{—m(—m X gl +gt+C (1.12.8)

bulunur. Fakat ¢ = 0 igin dr/df = 0, yani cismin baslangig hizinin sifir oldugunu
kabul etmis oldugumuzdan bu sart altinda (1.12.8) den C = 0 olmasi gercktigi
goriiliir. Boylece elde edilen ifideyi de iniegre eder ve D ile yeni bir integrasyon
sdbitini gosterirsek yervektdriiniin ifddesi olarak

rm%—(—mxg)t3+-—é—gtz+l} (1.12.9)

ifadesi elde edilmis olur. f = 0 igin r = D = /e, vaz edip de

g = —g¢
D = he,
w = wk,
w X g=—wgE, x e =gmie, x E;)=gwsinle, = (gucos h)e,
oldugunu da géz oniinde tutarak (1.12.9) u yeniden yazarsak
r == (g(;— COSK)fBEz_';—gtzes + hey (I12.10)

bulunur.

(X,) gorel referans sisteminde e, birim vektérii doguya yonelik oldugundan
ilk hizsiz serbest diisiise birakifan bir cismin CORTOLIS ivmesinden dolay: diigey
dogrultudan doguya dogru bir miktar sapacag ve hareketin diisey-dogu diizlemi
icinde vukuu bulacag (1.12.10) hareket denkleminden agikca goriilmektedir.

Efer (1.12.10) vektorel hareket denkleminin bilesenlerine pegilirse

Diigey bileseni : x,; = ~~%— gtt 4+ h
\ (r.12.11)
Dogu bileseni @ x, = g_m_c_:?’gs_ t*




38 ¥ NOKTANIN KINEMATIGE

ifadeleri bulunur. Bu iki ifide arasinda ¢ zaman parametresini yok ederek cismin
ilk hizeiz scrbest diisiisiinde doguya sapisint, yiiksekliinin fonksiyonu olarak be-
lirlemek de miimkiindiir, ve neticede

| 32
Xy = _»9_99_:8__7_\:‘ [2 (h— Xg) -\ (1.12.12)
3y g

bulunur. Bu formiilden, doguya sapmanin ekvatorda maksimum, kutuplarda ise
sifir olacaf anlasiimaktadir. Sapmanin biiviiklitglh hakkinda bir fikir vercbilmek
amaciyla ekvatorda yerden /1 = 100 metre yiikseklikten serbest diisiise birakilan bir
cismin (atmosferin direnci gdzéniine almmadigy takdirde) topraga (x, = 0), dii-
seyden dofuya dogru x, == 2,2 cm kadar sapmus olarak varacagimi soyleyelim.

(1.13) MERMILERIN HAREKETI

Arz iizerindeki bir Q noktasindan belitli bir v, baslangic hiziyla firfatilmg
bir mermi olsun. Bunun hareketini de gene bir dnceki paragrafta ve $ekil: 1.14
de belirlenmis olan Q orijinli (£,) gorel referans sistemine nazaran nceleyece-
giz.

Merminin ¢ = 0 dminda ve @ orijininden itibaren belirli bir

dr "

(E‘) = (V.}i—0 = ¥, = uj@; -+ w8, + u,eq = sdbit
10

hizzyla firlatilmig oldugunu varsayalim; buna grore: (r) —¢ = r, olacaktir. Me-

sele, bir dnceki misdlde oldufu gibi

d?r dr
;f?i*gm”z"’ ><~gt— (I.13.1}

denklemini fakat bu sefer
(Vg),-:u = ¥y = sahit
(rh=0 =r,

baslangic sartlar altinda ¢6zmekten ibarettir. Bunu gergeklestirebilmek iizere,
Arzin sabit w doénme vektdriiniin uzuniugunun karesinin ihmal edilebilir mertebe-
de olmas: ézelliginden yararlanabilmek igin, (I.13.1) i ¢ ye gbre bir kere tiiretelim:

m~——2mx(g~2mxﬂ—[)#——2mxgﬁsdbit

d’r dr
2 dt

a}-im——2m><£

olur. Buradan ise integral almak siretiyle
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d’r
bulunur. ¢ = 0 igin
d*r dr
—a e g Bided —g—2 1.13.3
(dz‘z)mﬂ 8, = g — 20 X ( + )mo g—20 X ¥y (1.13.3)

olmak hasebiyle a, vektorel integrasyon sdbitinin hem merminin baslangic ivmesim
gosterdigi anlasilmis ve hem de agik ifidesi elde edilmis ofur, Buna gére (1.13.2) ve
(L13.3) den

d’r
E,?z::(—m X g)t-+ (g 2w X V)

bulunur, Buradan bir kere daha integral alarak
%x(ﬁm X g) 12 + (g — 2w X V)t -+ b

bulunur. Ote yandan 7 = 0 igin

dr
().
dar

S =R XY+ 2w X W)+

olacagindan

ifadesi elde edilmis olur. Ve nihdyet bu son ifideyi de integre eder ve integrasyon
sabitini de r = Qiginr = ry olmas: dzellifinden yararlanarak belirlersek mermi-
nin hareket denklemi olarak

r(t)z——;—(m X g)f"—l--—;——(g——-—Zcu X V) £+ ¥g -+ Ko (L.13.4)

ifadesi elde edilmis olur.

Merminin, Arzda Q daki gozlemcinin bagh bulundugu (Z,) Kartezyen referans
sistemine gore hareketinin 6zelliklerini inceleyebilmek igin (1.13.4) hareket denk-
leminin (Z£,) nin eksenleri izerindeki izdiigiimlerini gbz 6niine almak gereklidir.

Sekil : 1.14 den

1 3 3
g=v——ge,;rszf e, ;vonu,- e ¥, = mee,-;m = Wk,
=l i=1 =1

ve Sekil : 1.I5 den de
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E, = cosBe; —sinf e
W= WsiN\e;—wcos e
oldugu goérilmektedir.

w

b
o ‘ { \\
- Y
’ ] Y
. ..P l \\\
I A % w cos Bt sin b
310 Bemtacos b
#
* ‘l &
L WL
N e Sekil : L15 — w &nl donme vektdriniin zenit
bileseni ile kuzey giiney bilegeninin saptanmas: ;

0
\ wy == w sind , w; = —aocosd.

Buna gore :
—wXg = —(wsinkh e -—wcoshe) X {-—ge;) = wgcoshe,,
ve
— W X Vy=—(wsinke;—wcoshe) X (u e + u, ex+ uze;)

= (w u, sin A) e, — (0 3 cOS A -+ w u,; sinA) e, -+ (w u, cos A) e,

olacagindan (1.13.4) den hareketin bilegenleri olarak :

Kuzey-giiney bilegeni 1x, () = (wuysin &) 12 4wyt -+ xy,
Bati-dogu bileseni Xy (1) = ( % g COS )\.) t?—w (u; cos b -+ uy sin ) 12

+ a1 - x,,
Dikey (veyd zenit) bilegeni : x, (1) = (w U, COs A — _;_. g) 12+ uf + Xg3
(1.13.5)

ifideleri elde edilir.

Efier merminin v, ilk hizi meridyen yini (e, , e,) diizlemindeyse #, = 0 diur;
ayrica bir de merminin atildig1 yer (£,) nin @ orijini ise r, = 0 dir. Bu takdirde
merminin (1.13.5) hareket denklemleri

xl (t) — u’t ]

x, (1) :(—%- g cos M) 12— w (43 cos A -+ u, sin A) 12

(1.13.6)

1
x5 (1) =—5 gt* + uyt
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sekline girerler. Bu denklemler bize merminin, Arzin neresinden atiimig olursa ol-
sun (ydni:—m/2 =X =x/2igin), muhakkak dofu yoniinde bir sapmaya ugraya-
cagim gostermektedir (x, == 0). Bu sapmanin sifirdan farkls olusu, ashnda Arzin
w dénme hizimin sifirdan farkl olusuna baghidir. Gergekten de w = 0 isc doguya
dogru sapssin da sifir olacag (1.13.6) min ikinci denkleminden derhal poriilmekte-
dir.

(1.14) FOUCAULT SARKACI

FOUCAULT sarkaci diye sabit bir 4 noktas1 etrafinda serbest¢e hareket
eden ve salmimlarimin uzammlar:t AP uzunluguna gore ¢ok kiigiik olan bir tel ile
bunun ucundaki bir P noktasmin olugturdufu mekanik sisteme denir (bk. Sekil:

1.16).

Sekil : 1.16 — FOUCAULT sarkact ;
AQ = AP =1],QP =1.

P noktas: iizerindeki g gravitasyon ivmesi g, ve g, bilesenlerine aynlabilir.
Eger a agisy kiigitkse yani |r|« /ise QP = r vektorii de ilk yaklagiklikta yatay
diizlemdedir. Bu itibarla FOUCAULT sarkacinin diizlemsel hareketindeki ivme-
sinin g, oldugunu sSyliyebiliriz. Ote yandan

. ¢
r=uof ve sana#ax—j—

olacagindan

gy :gsina=-‘gl—~r = nir (1.14.1)

yazilabilir. n? | burada, pozitif bir sayiya delilet etmektedir.

Sarkacin P ucunun yatay hareketini géz éniine aldigimizda ¢Gzmemiz gere-
ken hareket denklemi de, gene Arzin sibit v dénme vektdriiniin karesinin ihmal
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edilebilecek derecede kii¢iik olduguna dikkat, ve P nin yatay hareketinin ivimesi-
nin de g, olduguna iséret ederek

—mg,Mme Et'“

olur. {I.14.1} i de géz 6niinde bulundurarak

d*r dr g
“Ez + 2w x -CE u—-—'Tl' ([i42}

bulunur. P noktasinin @ orijininden itibiren r yervektdriiniin, ilk bir yaklagik-
bkta, yatay (e, , €;) diizleminde diisiinitlebilmesi dolavistyla r nin diisey bilesenini
hi¢ g6z dninde bulundurmayacak ve r igin sidece

r=xe +ye

yazacagiz. Buna gore w x r vekiorel carpimt

€ €, ey
WXr=] —wcosh 0 wsink
x b 0

seklindedir, Diigey dogrultusundaki bilesen ithmél edildigi takdirde buradan

WXE=—wlsinhe + wXsinhe, (L.14.3)

bulunur. Bir taraftan n* = g/! vaz edip, diger taraftan da (1.14.3) ii g6z Sniinde
tutarsak (1.14.2) hareket denklemi

X-—2w ¥sinh + #ix = 0 ; kuzey-giiney bileseni
Y-y (1.14.4)

¥+ 2w Xsinh + 7%y =0 : bati-dogu bileseni

seklinde bilesenlerine ayrigir.

Simdi bu birbirine bagh ikinci mertebeden iki adi diferansiyel denklemden
olusan sistemi ¢6zmek igin r yervektdriiniin (e, , e,) yatay ditzleminde ¢ = x + iy
gibi tek bir karmagik say1 aracihfiyla da gosterilebilecegine dikkati ¢ekelim. Bu
husus, r yi bulmak i¢in bati-dogu bilesenini i = \/Z_l ile carpip kuzey-giiney bi-
lesenine cklemenin yeterli olacagima da isAret etmektedir. Bu takdirde (I.14.4)
denklemlerinin ikincisini i ile ¢arpip da birincisine eklersek

£+ 2wsin h (i — §) + 2L =0
ve
JE— =il

olmasindan 6&tiirit de hareket denklemimiz
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L4 Quisinh) g + #2C =0 (1.14.5)

basit gekline indirgenmis olur.

Arzin A dereceli paraleldeki dénme hazi ¢ sin \ dir.

Simdi dyle bir koordinat déniisiimii ele alahm ki yeni koordinatiarda Arzin
bu gorel d6ftme hareketi olmasin. Boyle bir koordinat sistemi sliphesiz ki Arzm @
donme hizina esit bir hizla ve Arzla birliktc e, etrafinda dénen bir koordinat sis-
temi olacaktir, Biz A dereceli enlem {izerindeki Q noktasiyla ilgilendigimize goére
buradaki, Arzin o sin M ye egit dénme hizini ifnd edebilecek bir koordinat donii-
siimii gene karmasik sayilar kullanarak, siiphesiz,

n = eifwsinnr (1.14.6)

seklinde olacaktir. Amacimiz (J.14.5) hareket denklemini bu yeni koordinat sis-
teminde ifide edebilmektir. (I.14.6) dan hareketle kolayca

1) = e @SN [C L (i sin A) £] (1.14.7)
= et @sinn [ 4+ (2w sin W) § — (w? sin? W) ¢ (1.14.8)

(1.14.6-8) denklemleri araciliiyla, (I.14.5) hareket denkleminin yeni koordinat
sistemindeki ifidesinin

i+ (WP sin?A +#)n =0

olacag bulunur. Fakat Arzin dénme hizimin karesi, gok kiiciik bir bityiiklitk ol-
mak hesabiyle ihmél edilebileceginden bu son ifide de biiyiik bir yaklagiklikia

f+nrn=0 (L.14.9)

sekline indirgenir.
Bu denklemin genel ¢dziimil ise ¢, ve & iki karmagik sibit olmak iizere
n{t) = Cycos nt + E;sinnt

seklindedir. Bu matematiksel ¢ziimden, g6z 6niine aliman fiziksel durnmu yan-
sitacak gergek bir fiziksel ¢dziime gecebilmek icin, bilindigi gibi £, ve £, integras-
yon sabitlerinin problemin baglangic sartlarina uygun bir bicimde belirlenmesi
gereklidir.

Eger géz oniine aldigimiz sarkacin ¢ = 0 icin (baglanic) hizinin sifir oldugunu
kabul edersek.

0 = (Mo = (—nysinnt -+ nk cos nt)—p = nk,

yani E,=0 olmasi gerektigi bulunur. Buna gére (1.14.9) un fiziksel ¢ziimi, n?=g/{
oldugunu da gbz Oniinde tutatark,
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Eem—

n(t) = ¢, cos -gl—z (1.14.10)

olur. Bu ifideden &, m, hareketin, yeni koordinat sistemindeki genligini gdsterdigi
anlastimaktads.

Simdi gene Arza bagh ve @ orijicli (e, €;) yatay koordinat sistemine dénecek
olursak {1.14.6) ve (1.14.10) dan

L(t) = (e (N T cos \/il t (L14.11)

denklemi elde edilir. Bu ifideyi de, {, = a + if} vazettikten sona bilegenlerine
aywrarak

x (1) = {a cos fo(sin A) 7] + B sin [w (sinA) 7]}, cos \/ij t
(L14.12)

—
#t) = {B cos [w (sin ) ] — & sin [ (sinA) ] }. cos v % t

denklemleri bulunur. Her iki denklem de kareye kaldirilip da taraf tarafa topla-
nacak olursa

x4 y? = (o -+ B?) cos? % ¢ (L14.13)
bulunur. Bu denklemin saf yammmn maksimum degeri (a® + #2) dir. Eger
o? 4 B2 = R? vazedilirse satrkacin ucunun (e, , e,} yatay diizlemindeki hareketinin

X2+ < R

olacak sekilde Q merkezli ve R = \/u? + B? yancaph bir dairenin iginde kal-
dig1; genligi R olan salimimlar yaparak bu daireyi ¢izdigi anlagilir.

Ekvatordaki bir sarkag i¢in: w sin A = 0 olacagindan sarkacin ekvatorda
yatay (e, , e,) dilzleminde ¢izdigi daire iizerindeki tuzinin sifir; kutuplardan bi.
rine yerlestirilen bir sarkag icin de: w sm—j,,: =w olacagindan sarkacin oradaki

hizimn maksimum ve Arzin sabit yildizlar referans sistemimne gére olan hizina egit
olacagi anlagilir.
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(1.15) GEZEGENLERIN HAREKETi

Semerkandlt Tiirk astronomu Sultan ULUG BEY (1394-1449) gezegenlerin
hareketlerini uzur yillar gézlemis ve gbkyiiziindeki konumlarmim degisimlerini
de acgisal dlciimlerle tesbit ederek bunlar: cetveller hilinde toplamsti. Kendisine
intikaal etmis olan ULUG BEY cetvellerini daha hassas oigii dtetleriyle gelistir-
mis olan Danimarkal: astronom TYCHO BRAHE (1546-1601) den sonra Bohem-
yali astronom JOHANNES KEPLER (1572-1630) bu gelistirilmis cetveller {ize-
rindeki incelemeleri ve bunlara dayanarak yaptifii hesaplar sonucu gezegenlerin
gokteki hareketlerinin &zellikleri hakkinda, hilen kendi adiyla anilmakta olan,
tamamen kinematik méhiveti haiz su li¢ kural: ortaya koymay: basarmisti:

1) Gezegenler, odaklarindan birinde Giinesin bulundugu elipsler boyunca hare-
ket ederler.

2) Giinesi gezegene birlestiren yervekitoril esit zaman araltklarinda egit alanlar
Stipiiriir.

3) Gezegenlerin Giines etrafindaki dolamim siirelerinin kareleri yériingelerinin
biiyiik eksenlerinin iigiincii kuvvetleriyle orantihdir.

Bunlardan birincisi, aym zamanda, gezegenin hareketinin bir diizlem iginde
bulunduguna da delalet etmektedir.

(& P

&

Sekil : 1.17 — Gezegenlerin Giines etrafmdaki eliptik
yoriingelerinin karakteristik elemanlars :
AC=TCA,~a; BC~CBy=b; FP=¢;: af =
FD, - FD,=p; FC=CF,=c.
a: yar-biiyilk eksen; b: yari-kiiciik eksen; p: mgnsal
uzaklik ; p: elipsin parametresi; cla = e: elipsin dig-
merkezligi.

S

&
-

o
[ERSDNRPIION R SN —

ES

b

/.
[}
n
Y

f

Iy

o

P gezegeninin yoriingesi olan elipsi (x,y) dik kartezyen koordinatlarda goz
dpiine alalim ve bu koordinat sistemini o turlii segelim ki Giinesin bulundugu
F, odag: sistemin O orijinivle ¢akissin. Bu takdirde p ve e iki sabiti gdstermck
iizere elipsin (p, @) kutupsal koordinat sistemindeki ifidesinin

ple) =7 4

m (I.15.1)

ifidesiyle verildigi bilinmektedir. Buradan, derhal, p(=/2) = p oldugu gériiliir ki
bu da p parametresinin elips i¢in geometrik olarak neye dellet ettigine igiret et~
mektedir, Ote yandan
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P ve =omFA, =2

P(O)::Fi/]z":l_e [ 4 e

oldugundan

2a = A Ay - AF, + F Ay = 2 (1.15.2)

[ — 2

dir. Fakat ayrica

FI‘FZ":2("'71’42“'"CAz):'_*2“:]‘(42"“”‘1)zz 2}7 ~—2a = EPE {1153)

| —¢ | — &2

dir. (L15.3) it (1.15.2) ile taraf tarafa bélersek

FF, ¢

P T 4

A4, 4

bulunur. ¢ ye, géz Oniine abmmus olan elipsin digmerkezligi ad1 verilir. e = 0 du-
rumu bir daireye ve ¢ = o durumu da bir dogruya deldlet eder; yéini ¢ nin degeri
ne kadar biiyiikse elips de o kadar ince ve uzun olur.

KEPLER’in buldugu ikinci kurala gelince bu, pe, yervektdriiniin d¢ zaman
arahg siiresince O etrafinda do aqis1 kadar déndiiriilmesiyle siipiiriilen

LI
as = 5 0 do

elemanter alarunin dr ile orantili oldugunu, yani
p?dp = Cdr (C == sibit) (1.15.4)

oldugunu ifide etmektedir. Bu ise paragraf (I.7) den bildigimiz gibi bir merkezil
hareketi nitelendiren en Snemli 6zelliktir. Bilindigi gibi merkezil harekette nokta-
mn ivmesi daima sibit bir noktaya yonelik bulunur. Gezegenlerin Giines etrafin-
daki hareketlerinde de ivmelerinin daima Giinese yonelik oldufunu goéstermek
igin (1.15.4) {in her iki yanini da 6nce 4t ile béliip sonra da ¢ ye gore tiiretehm. Bu
takdirde

d? dp d . - .
PZ”EEJF 29'3?‘}% =0 + 2009 =0

bulunur, Hilbuki (1.4.11) e gdre, bu gezegenin e, boyunca ivmesinin p mislinden
bagka bir sey degildir. Bunun sifir olmasi demek gezegenin valmzca e, boyunca
bir ivmesi olmasi, yini gezegenin ivmesinin Giinese yonelik olmasi demektir. Bu
ismsal (radyal) ivmenin biyikliginii a, ile gdsterirsek gene (£.4.11) e gore

_ P (Ao _ . .2
ap——zi?‘,——w-p(g) =p—pO (1.15.5)
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olur. Isinsal ivmenin ifidesini daha agik bir sekilde hesaplayabilmek igin (I.15.1)
ve (£.15.4) aracihgiyla (£.15.5) deki ¢ 1i ifadeye elemeye ¢alisalim. (1.15.4) den

1 C 1
7 e (1.15.6)
ve dolaysiyla
do C dp
& o do (L.15.7)
yazilabilir. Simdi (1.15.6) g6z 6niinde tutularak (1.15.7) ifadesi ¢ ye gdre turetile-
olursa
dfde) € d(Cdp
dt \ dt | e? do \ p* do
veyd

e e A b (1.15.8)

(s

d’  C* d% 2C (dp )2

olur. (I.15.4) dolayisiyla

do\? ., C?
(&) o=

tiir. Buna gore ve (I.15.8) 1 de dikkate alarak (1.15.5) isinsal ivme ifadesi

o—Fp__ fdey_C |1 dp 2 [do\*
¢ dr? p(dt P l?— dpt p*ldo
bulunur. (1.15.1) i ¢ ye gére tiiretmek siretiyle dp/dp ve d’p/d@® de kolaylikla
bulunup da bu son ifideye yerlestiriidiginde nihayet
C?

. ==
pre’

(=)

(—pecos@—p)

olur. Halbuki (I.15.1) elips denklemine gére, bu son ifidedeki parantezin igerisi
——p ya esittir. Su hilde a, isinsal ivmesi igin

c* 1
STy
veyi
cr o1
a, — — —; ";)? €, (1.15.9)

bulunur. Buna gore gezegenin ivmesi Giinese dogru yinelik olup gezegenle Giines
arasindaki uzakhgn karesiyle ters orantilidr.
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Ivmenin (1.15.9) ile verilmis olan ifadesindeki C?/p sibiti her bir gezegenin
kendi hareket s&bitlerine baghdir. Bu itibarla C*/p s3bitinin her gezegen igin, ilk
bakista, ayr bir degeri haiz olmast gerektigi zannedilebilir. $imdi bunun boyle
oimadifum ve, aksine, C?/p sdbitinin biitiin gezegenler igin aym dcgen haiz bir
evrensel sabit oldugunu posterecegiz.

KEPLER’in bulmus oldugu iiglincii kural, 7 ile gczegenin yoriingesi iizerin-
deki dolamim sliresini gdstermek siiretiyle, her gezegen igin

al

S sabit (1.15.10)

oldugunu ifide etmektedir. Burada o, biitiin Giines sistemi igin ayni degeri haiz
ortak bir sabiti gostermektedir. (1.15.4.) bagintisina gore

_2(1, 2
di = C(zpdq))mcdS

yazilir. Bu, O dan T ye kadar integre edilirse
T 2re 2
f me:%-j —} zdtp=%dem%-rmb
o 0 0
olur. Buna gore (1.15.10) aracilifriyla o sébiti igin
@  Cha

ziw;jazbzzaln!bz (L15.11)
C

o

bulunur. Sekil : 1.16 dan ve elipsin, sibit iki noktaya olan uwzakhklarmin fark:
sibit olan noktalarin geometrik yeri oldugunu da hatirda tutarak

FB, + BF,=2FB =2a —» FB =ua

FC =\ @By —(BCr =NF—F
(FiD)? + (FFy)? = (DRl - p* + 4(a2— %) = 4a* —4ap + p?

veya

p=— (1.15.12)

bulunur. p nin (1.15.12) degerinin (I.15.11) e yerlestirilmesi sonucu
C?.

¢= 7, (L15.13)

veya
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2

¢ . 4ntg

2
oldugu ortaya gikar. o biitiin Giines sistemi igin evrenscl bir sdbit olduguna gore
C%p de biitiin gezegenler igin aym degeri haizdir demektir. Buna gére Giinesy
sistemindeki herhangi bir gezegenin a, 13msal ivmesinin,

a, = — e, (I.15.14)

seklinde oldugu anlagiimis olur.

Boylece KEPLER in tesbit ettigi kurallarin kinematik olarak vaz ettikleri
hareket problemi tamamen ¢oziimlenmis olmaktadir.

(L16) HODOGRAF

r = r(f) veyd r = r(s) yervektdriiyle, hareketi,  zamantun veya belirli bir bag-
langig roktasindan itibdren yoriingesi iizerinde katettifi yay uzunlugunun fonk-
siyonu olarak belirlenmis olan bir P noktasm gdz Oniine alalm. r yervektSriini
O orijinli bir (x,, x,, x;) koordinat sistemine izafe edersek noktamn bu sistemdeki
yoriingesini elde ederiz,

Simdi, hareketin

3 3

Fouml, i=={
seklinde ifade edilen hiz vektdriinii gbz Sniine alir da bunu bir O” orijinli, (4, = X,
u, = X, , y = X,) gibi bir koordinat sistemine izife edersek v nin ucunun gize-
cegi yoriingeye P noktasinin hareketinin hodegraft ve O’ ye de hodografin kutbu
ad:r verilir.

N AN

Sekil : 1.18 — Dairesel bir hareketin \‘j ’{ \y
hodografi gene bir dairedir,

Bir hareketin hodograf egrisi bilinirse bu egrintn tegeti tabiidir ki hareketin
ivme vektoriinii verecektir.

Bir misil olarak dairesel bir hareketin hodografinin da gene bir daireden ibé-
ret olacagim sdyleyelim.
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Hodograf kavraminin kinematife uygulanmasina zarif bir misil vermis olmak
icin de, hodograf1 dismerkezcil (eksantrik) bir daire olan, merkezcil bir hareketin
yoriingesinin nasil oldufunu arastiralim.

Hareketin merkezcil bir hareket olmast r ile r un ayni dogrultuda bulunma-
larini ve ySriingenin kapali bir egri olmas: hilinde de birbirlerine zit yénlere yone-
lik olmalarini igerir.

Hodograf belirli bir vénde katedilecek olursa r yervektériiniin yonit de ¢
acis1 araciligiyla belirlenecektir (bk. Sekil : 1.19). Hareketin r yervektoriiniin agik
ifidesini hesaplamak igin dnce r = v hiz vektoriiniin hareket diizleminde biri r ye

Sekil : L19 — Hodografi dismer-
kezcil hir daire olan bir hareketin
ybriingesinin saptanmasi

paralel v,, digeri ise r ye dik v, bilesenlerine ayrildifin: kabul edecek ve merkez-
cil hareketi karakterize eden alanlar kaaniinunun (1.7.3) ile verilmis olan ifadesin-
den yararlanacagiz. Buna gére

(Cl=C=|rxr|=|rx(ve + voe)l=r.v,

olur. Ote yandan sekilden de

v, =R-+acosg =R+acos( -—-»3—21-:—)= R-—asing

oldugu goriitmektedir. Boylece son iki ifideden hareketin yoriingesinin kutupsal
koordinatlardaki ifidesi olarak
C C

y=--——
v R——asming

L
bulunur. Bu ise aranan yoriingenin bir konik oldugunu gostermektedir. Bu sonuca
dayanarak meseleyi tersinden de ele almak ve bir gezegenin Gimes etrafimdaki ha-
reketinin hodografimn digmerkezcil bir daire oldugunu ifide etmek miimkiindiis.
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ALISTIRMALAR VE PROBLEMLER

I.1. Harcket hdlindeki bir noktamn yervektdriinin r = cos w fe, + sinw /e, ile
verilmesi ve w mn da bir sibiti géstermest halinde: a} noktamin v hizanin r yervek-
toriine dik oldugunu; b) a ivmesinin orijine yonelik olup r ile orantifi oldufunu;
ve ¢) r X v vektorel ¢arpimumin sibit bir vektdrden ibiret oldugunu gdsteriniz.

L.2. Asapidaki geometrik yerlerin her birini kiiresel koordinatlarda ifide ediniz:

a) x? 4+ y* + z2 == 9 kiiresi, b} z = x* + y? paraboloidi
€) z? = 3(x* 4- »)) konisi, d) z = 0 diizlemi
e} y = x diizlemi.

1.3. p,p ve z silindirik koordinatlar olduklarinda

aAp=42z=0; bp=4; c)cpz%—; d)cpz—;i, == 1
ile belirlenen geometrik yerlerin dik kartezyen koordinatlardaki ifadelerini yaziniz,
14. AX = p bagintisim gergekleyebilen biitin X vektorlerinin en genel agik ifa~
desini bulunuz.

L5. A X X = B vektdrel denkleminin X e gére en genel ¢éziimiinii bulunuz.

L6. A = 3e - 4ey + e,

B =-—e, | 4e, — 2e,

C= 2¢ ~— ¢+ e
vektorleri verildikte: a) A + B— C yi hesaplaymiz; b) herbirinin uzunlugunu
ve dogrultman kosiniislerini hesaplayiniz; ¢) herbirinin kendi y6niindeki birim
vektdriin ifadesini tesis ediniz; d) A, B, A.C ve B. C skaler carpimlarim ve her
vektor gifti arasindaki agiyr hesaplaymiz; ) A < B, A x C ve B x C vektorel
garpimlarini ve bunlarin bilyiikliiklerinden hareketle her vektor ifti arasindaki
agiys hesaplayimz; f) A. (B x C) kutu carpimint hesaplayip vektorlerin hepsinin
aym bir diizlemde olup olmadiklarim bulunuz; g) (A X B).A ve (A X B).B
yi hesaplaymz.

L7. A = 3e; + 4e, + ce, ve B = — 2e; 4 4e, -+ 5e; oldugu takdirde acaba A
nin z-bileseninin degeri ne olmalidir ki A ile B birbirlerine dik olsunlar?
18 aAxXBxXxC=Cx®BxA—Bx(CxA)
b) (AXB).(CxD)+(BxXxC.AAxD)+(CxA).(BxD)=0
£) (A X B)X(CxD=[(AxB).D}].C—[{A x B).C].D
= [(AXC).D].B— [(BxC).D]. A
ozdesliklerini ispatlaymmz.
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L9. Yervektorleri, sirasryla,

r,=2e,— ¢ -+ e
r, == + 3e; + 4e, — e,

ile verilmig olan P,, P, ve P, noktalarimn belirfedikleri diizlemin noktalarinin
yervektérlerinin genel ifidesini tesis ediniz.

I.10. r, ve r, diye farkh iki yervekttriiniin arasindaki a acisimn kiiresel koor-
dinatlarda 0,,¢, ve 8,, ¢, cinsinden ifidesini tesis ediniz.

L.11. Bir (E) diizlem egrisi g&z 6niine alindiinda bunun bir dik kartezyen refe-
rans sistemindeki analitik ifidesini tesis ediniz.

L12. S&abit efriligi ve sabit burulmayi haiz bir uzay egrisinin a) norméil birim vek-
tériiniin bir harmonik osilatér denklemini gergekledigini, ve b) her noktasindaki
egriligi sifir olan bir egriye burulma izife edilemiyecegini gosteriniz.

L13. x=3 cos 1,y =3 sin ¢,z = 4t parametrik denklemleriyle verilen uzay
egrisinin : a) T birim teget vektoriinii; b) N asal normal vektoriini, » egrilifini ve
efrilik varigapins; ¢) B binormalini, T burulmasmm ve burulma yarigapini hesap-
layimiz.

L14. r =: r(s) bir (E) uzay egrisinin yervektorii olduguna gore

dr (dir d'r T
&\ )

oldugunu gdsteriniz.

2 . , . e
5 3 parametrik denklemleriyle verilen uzay egrisi-

LS. x=1t, =1tz =
nin : a) x egriligini, ve b) T burulmasim hesaplayimz.

I.16. Bir nokta, parametrik denklemleri x == e™, y = 2 cos 3¢, z = 2 sin 3¢ ile
verilmig olan bir uzay egrisi iizerinde hareket etmektedir.

a) Bu hareketin hiz ve ivmesinin agik ifidelerini hesapiayinz ,

b) t = 0 baslangic 8ninda hiz ve ivmenin biiyiikliiklerini bulunuz.

1.17. SERRET-FRENET formiillerinin

dT dN dB
E;mmxT, E;—r-me, E?_MXB

sekline indirgenebilecegini gdsteriniz ve w vektériinii teget birim vektoriyle bi-
normal vektérimiin fonksiyonu olarak tiyin ediniz,
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L18. v, hizyla giden bir lokomotifin siiriiciisii birdenbire d metre Sniinde aym
yonde v, < v, hiztyla yol almakta olan bir katarin bulundugunu gdérmektedir.
Carpismay: onlemek igin gerekli olan a, frenleme ivmesinin alt sminm tayin
ediniz.

I.19. Bir nokta
x=Rcosg, y=Rsing, z="1heg
dairesel helisi iizerinde
@ = wit
bagintisiyla verilmig olan bir hareket kaanfinuna uymaktadir. Bu takdirde nok-
tanin hareketini inceleyiniz.
1.20. Bir (D) dogrusu O merkezli ve R yarigaplt bir

dairenin ¢caplarindan biri Gizerindeki bir sabit O, nok-

tasi (6()_, = R/2) etrafinda w agisal hiztyla doner-
ken daireyi P ve @ noktalarinda kesmektedir. a) P
ve @ noktalarimn vp ve vy hizlarmn biribirine olan
oranim; ve b) bu oranm ¢ agisinmn hangi degeri
icin 1/2 ye egit oldugunu tesbit ediniz.

I.21. Bir diizlem icinde hareket eden ve ivmesinin Sekil : L.20.
tegetsel ve normil bilesenleri de sébit kalan bir
noktamn ydriingesini tayin ediniz.

L.22. Tegetsel tvmesi sabit, normal ivmest de egrilik yanicapiyla orantih olan bir
noktanin ydriingesini bulunuz.

1.23. Bir noktanun hareketi silindirik koordinatlarda, ve « bir sidbit olmak lizere,
p=p (1 +ar), o=gq,In(l4at}, z==z {1+ ar)

parametrik denklemleriyle verilmektedir. Noktanin yoriinge iizerindeki hareketi-
nin ditzgiin bir hareket oldugunu gosteriniz ve hareketin hizt ile ivmesini tiyin
ediniz.

L.24. Bir adam bir O noktasindan hareket ederek sibit bir v hiziyla {Oy) eksenini
izlerken kopegi de Oy eksenine dik Ox ekseni iizerinde bir A4 noktasindan ha-
reket ederek siirekli olarak 2v hiziyla efendisine dogru kosuyor. Buna gére kope-

gin ydringesi nedir? Kopek harcketinden ne kadar zaman sonra efendisine ye-
tismis olacaktir ?

1.25, Bir elektron kaynag: siniyede n, adet elektron yayinlamaktadir. Zamanin
v == v, (1 + asin wt) seklinde bir fonksiyonu olan bir ilk hizla firlatilan bu elek-
tronlar / uzunlugundaki bir boruyu hig bir etkiye méruz kalmaksizin katederler.
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Bu takdirde zaman birimi basma tiipten disari ¢ikan elektronlarin 7 sayisint he-
saplaymz (a <€ vof/la < 1 kabul edilecektir).

1.26. Merkezil bir hareket yapan bir noktanin yériingesi egier bir konikse, yoriin-
ge lizerinde r radyal uzaklifiyla belirlenmis herhangi bir yerde noktanin hizimin

2 2o
1!2-::9—(_2,-—{— ¢ l)
bir P

ile verildigini gdsteriniz.

1.27. Merkezil bir hareket, & ile bir sibiti gostermek izere, k%/r® ivmesini haiz
olarak vukuu bulmaktadir. Hareket eden noktamin milmkiin yoriingelerini tes-
bit ediniz.

1.28. Merkezil bir hareket bahis konusu oldugunda, C alanlar sdbiti ve u = 1/r
olmak iizere noktanin hizinin ve ivmesinin
. du

du .
_— ——— ——— - [ 2 P i
¥ = C €, + Cu €;.a Cu (M -+ ] ) €, (BtNET formullerl)

seklinde yazilabilece@ini gdsteriniz,.

1.29. Sabit bir O noktasina gére alanlar kaanGnuna uygun olarak hareket etmekte
olan bir noktanin, k ile bir sabiti gdstermek iizere, hizimin daima v = kr degerini
haiz olmas1 gart1 altinda yoringesini, hareket kaanlinunu ve ivmesini hesapla-
yIniz.

. 2
1.30. Her an a = J"rz" cos’@ e, olacak sekilde ve 1 =0 igin r=r, @ =0,

ve=1v,, v.r = 0 baslangic sartlar1 altinda O (e, ,e,) dlizleminde hareket eden
bir noktamin y&riingesinin kutupsal denklemini kurunuz.

1.31. Baslangicta Ox ekseniyle gakisan bir dogru sibit bir V, iziyla dik bir keor-
dinat sisteminde artan y ler y6niinde 6telendiginde y* = 2px paraboliir.il kestigi
P noktast hangi hiz ve ivmeyle hareket eder? (Gorel hareket kavramindan yarar-
lanarak ¢éziiniiz).

1.32. Bir otomobil sdbit bir v hiziyla R yaricaph bir daire ¢izmektedir, Otomobi-
lin tekerleklerinden birinin yerden en yitksek noktasindaki ivme vektériiniin ifa-
desini tesis ediniz.

1.33. Dik bir kartezyen referans sisteminde bulunan bir deneyci O orijininden
gecen dik bir eksen etrafinda « sabit agisal hiziyla dénmekte olan yatay bir ditz-
lem iizerine + = 0 aAninda gorel baslangic hizi sifir olan noktasal bir bilvayr O dan
ro uzakhfinda bir noktaya birakmaktir. Noktasal bilyamun bu diizlemde siirtiin-
mesiz kaydigini géz Oniinde tutarak bilyamn bu diizleme bagh r ve § kutupsal
koordinatlarini ¢ nin fonksiyonlan olarak ifade ediniz.
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1.34) £(0; e, ,e,,€e,) ile O orijinli ve birim taban vektdrleri e, e,, e, olan,
Z(0; ey . ¢,,e,) ile de gene O orijinli ve birim taban vektdrleri ¢’ , e'; , e, olan
iki dik kartezyen referans sistemi gosterilmekte ve I’ niin X ya g&re hareketi de
e, etrafinda pozitif ydnde olgiilen ¢ = (e, , ;) agsiyla ifide edilmektedir.

Simdi S(Q; E, , E, , E,) ile Q orijinli ve birim taban vektorleri-E, , E, , E; olan
Syle bir dik kartezyen referans sistemini gosterelim ki E,fle’, , E5[}0Q, |0Q|= 1
olsun. Ayrica da S'(Q: E',, E,’, E,} baska bir dik kartezyen referans sistemi olsun.

(X}

(x3}

(x}

2 € (x;)

Sekil : 121,

S(O; K, LE, ,E,) iin Z(0; €, ,¢,,e;) e gore hareketi e', ekseni etrafin-
da pozitif yonde &lgillen 8 = (e, , E;) acisiyla ifide edilsin. Diger yandan S'(Q;
E,,E, E) in Z(0; ¢, ,¢,,¢e,) e gore hareketi de E, ekseni etrafinda pozi-
tif yonde olgiilen ¢ = (E', , E,) agisiyla ifade edilsin.

Her iic ¢, 8 ve o agist siiphesiz 7 zamanminin fonksiyonu olacaklardir.

1) Sve S ite, Sve S’ den Stelemeyle elde edilsn O orijinli referans sistemlerini

gostermek sretiyle £ 2’ , ' —> § ve § - &’ koordinat déniisimlerinin mat-
rislerimi ve bunlarin ters matrislerini yazinmz.

2) O nun X ya gére hizini, énce,

a) @ nun hareketini §" niin X ya gore bir siiriiklenme hareketiyle X’ ye gére
gorel bir hareketin bileskesi olarak goz Oniinde tutarak; sonra da,

b) OQ yu bir kati cisimmig gibi dilsiincrek tesbit ediniz ve sonuglan X' ve
S sistemlerinde ifade ediniz.
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3) §" deki koordinatlant «, §, v olan bir P noktasinin X ya gére hizzm hesapla-
ymiz. Aym sonucu, bir kere de, P nin X ya gore hareketinin. P nin X' ye gbre
hareketi ile £ niin £ ya gdre siriiklcnmesinin bileskesi oldugunu yazarak bu-
lunuz. Sonuglan S referans sisteminde ifide ediniz.

4) P noktasinin ¥ sistemindeki ivmesini bulunuz. Sonucu § sisteminde ifade edi-
niz.

1.35. R{(O; xg.Yy.2,) ve R(Q: x,y,z) birim taban vektdrlit dik kartezyen iki
referans sistemi olsunlar ve R sistemi R, sistemine gére hareketli olsun. Bu tak-
dirde bir P noktasinin R sistemindeki r = QP yervektriiniin, a ivmesinin. ve R
de R, a gére (X R|R,) dni donme vektdriinin bilesenleri de

x (1) i p{r)
QP ==r(r): {y(@) ; a(@:{V ; 8KR|R):{q()
fz(t) w s(t)

olsun.
1) OP nin R deki bilesenleri {x, v, w) olabilir mi?
2) R deki bilesenlerinden harcketle

(), -

1.36. Havanin direncini ihmal ederek, Arzda A=45° enleminde yerden 1000 m yiik-
seklikten ilk hizsiz birakilan bir cismin yere vardifinda doguya dogru ne kadar
sapmis olacagm bulunuz. (g == 9,8 m.s"2? ve w = 21/86400 rad.s~* almacaktir).

yi hesaplayimz.

L37. Arz iizerinde A enleminde ve yerden h yiikseklikte bir cismin v, baglangic
hiziyla diigey yoniinde firlatilmasi sonucu cismin yere vardifi zaman doguya dogru

ind , ———— . S
Ej—%l—;—li— (\/vgz + 2gh — vu) ) (\/voz + 2gh - 2v0)

kadar sapmy olacagimi gosteriniz.

L.38. Bir P noktasi, a ve b>0 olmak iizere, parametrik denklemleri x = a cosg
ve y = b sin @ ile verilmis olan bir ¢lips lizerinde

Q@ —esing =nt
kaaanlinu uyarinca hareket etmektedir. (e: elipsin digmerkezligi; n = sibit).
1) Hareketin O kutuplu hodografimn kartezyen denklemini bulunuz.

2) P nin hareketinin merkezil ivmeli bir hareket oldugunu gosteriniz. Bu
hareketin € merkezini tesbit ediniz. Tvmeyi CP cinsinden ifide ediniz.
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1.39. Bir P noktasi, (P; a(P)) ile belirlenen dogru daima (O; e;)e dayanacak ge-
kilde olmak iizere ve a>=0 i¢in

x=acosa, y=a(l-tsina), z=atga
parametrik denklemleriyle verilmistir,

P nin hareket kaanfinunu tesbit edip P nin (e, , e,) diizlemindeki dik izdi-
sumii olan p nin hareketini inceleyiniz.

L490. Bir P noktasinin, (e, , e,) diizlemindeki dik izdiigiimii olan p noktast bir
C (V' 2, 0) merkezine gére sabit bir alan hzim haiz olacak sekilde

x=chz, y=shz

uzay eprisi iizerinde hareket etmektedir. Hareketin kaanfinunu ve orijini kutup
olarak kabul eden hodograf1 tiyin ediniz.

1.41. p>0 olmak iizere, bir M noktas1 x* + y*— 2pz = 0 yiizeyi iizerinde ve M nin
e, iizerindeki dik izdisiimii diizgiin bir hareket yapacak, (e, , e,) diizlemi {izerin-
deki m dik izdiisiimii de O orijinine nisbetle alanlar kaanfinuna uyacak gekilde
hareket etmektedir.

1) M nin hareket kaanlinunu ve m nin yoériingesini bulunuz.
2) Hareketin O kutuplu hodografim bulunuz.

1.42. Bir P noktasi uz1 daima v = k/r (k == sdbit) olacak sekilde ve O orijinine
gore alanlar kaaniinuna uyarak (e, , e,) diizleminde hareket etmektedir. P nin
yoriingesini, hareket kaanfinunu bulup ivmesini yervektdriiniin fonksiyonu ola-
rak ifide ediniz,

L.43. Bir gezegenin méiruz kaldipt merkezil ivmeye, e kiigitk bir kemmiyet olmak
iizere, eper — (g/r*)e, seklinde bir ivime daha katkida bulunsa gezegenin hareket
kaantnu ne olur? Gezegenin bu ikinci ivimenin ilavesiyle bozulmug olan hare-
ketinin, yoriingesinin biiyiik ekseninin her tam dolanim sonunda 211'{\/ 1—(e/CH
radyan kadar dénmiis olmasiyla tezahiir cdecegini gosteriniz.
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II. BOLUM

NOKTANIN
DINAMIGI

(II.1) DINAMIGIN TEMEL ILKELERI VE ELESTIRISI

ISAAC NEWTONun (1642-1726) kiasik dinamigin kurucusu oldugu bilin-
mektedir. 1687 de yaywnladign >’ Dogal Felsefenin Matematik Hkeleri” isimli ese-
rinde NEWTON biitiin mekanigi iki aksiyom ve ii¢ ilke iizerine kurmustur:

1. AKSIYOM — Salt (mutlak) bir uzay vardir. Bu salt uzay, icerdigi anlam
geregince, hig bir etkene bagli olmaksizin daima kendi kendinin aym: ve ha-
reketsizdir.

2. AKSIYOM — Salt bir zaman vardir. Bu salt zaman, icerdigi anlam gere-
gince, hi¢ bir etkene bagh olmaksizin daima diizgiin bir bicimde akadurur.

Bu aksiyomlarin gegerlili§i sartt altinda NEWTONun, kendinden dnce ya-
pilmis deneylerin sonuglarindan esinlenerek vaz etmis oldugu ve ¢ogu kere yan-
[is bir isimlendirmeyle NEWTON kaanuniart diye bilinen, dinamigin ii¢ temel il-
kesi de sunlardir :

1. ILKE : Uzerine uygulanan kuvvetlerin bilegkesi sifir olan bir maddi
nokta ya siikiinet hilindedir, ya da ditzgiin dogrusal bir hareket yapar. (Ey-
lemsizlik-atdlet-ilkesi).
2. ILXE : Maddi bir noktanin haiz oldufu ivme, iizerine uygulanan kuvvetle
orantli ve onunia aynt yondedir:
d*
ol -
ar oK, (e =0).
m = 1/ olmak iizere, m ile, gz dniine alinan maddi nokta i¢in tamimlanan
pozitif bir sabiti gosterirsek bu ikinci ilkenin matematiksel ifadesi

dr

mos =K (IL1.1.)

61
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sekline girer. Gz 6niine ahnan cismin, bir kuvvetin etkisi aliinda kazanacag iv-
menin bilyitkligiinii tiyin ettiginden dolay1r m sibitine maddi noktamin harckcte
kargt gosterdigi direncin bir ¢cgit dlgiisii gdziiyle de bakilabilir. Bu itibarla m sa-

bitinc géz oniinc alinmis olan maddi noktanin eylemsizlik (ya da atilet) kiitlesi
adt verilir.

3. ILKE : Iki maddi noktanm birbirleri iizerindeki etkileri daima esit fakat
zit yondedirler.

! ve 2 indisleriyle iki farkll nokteyt ve K,, ile 1. noktamin 2. nokta lizerin-
deki, K,, ile de 2. noktamin 1. nokta iizerindeki etkisini gésterelim, Uglincii ilke
bu takdirde, sidece, her zaman

K|3 :""“""—Kzl (11.1.2)

olacagim ifide etmektedir.

Simdi bu aksivomlarin ve ilkelerin fizik bakimindan neleri igerdiklerini ve
gecerlilik simirlannin kisa bir incelemesini sunmak istiyoruz,

Salt, yani her etkenden begimsiz bir uzaymn varhfini kabul etmek biitiin
gérel hareketlerin bu salt uzayr somutlastiran ve temsil eden mutlak siiklinet ha-
lindeki salt bir referans sistemine izife cdilerek mcelenebileceklerini ve bunlarin
salt hiz ve ivmelerinin tdyin edilebileceklerint kabul etmefe esdegerdir.

Fakat, acaba, salt uzayin varligina kanit olabilecek bir salt referans sistemini
fiziksel olarak tamimlamak, gergekten de var oldugunu yani onrolojik bir niteligi
haiz oldugunu ortaya koymak mimkiin miidiir? Yoksa salt uzay fiziksel bir var-
hg olmayan, fiziksel bir gercefe tekaabiil etmeyen sidece matematiksel bir ideal
veyad bir hayal midir ?

NEWTON ilkelerinin gecerlilikleri salt uzayt somutlastiran salt bir refe-
rans sisteminin yani hi¢ bir etkene bagh olmaksizin daima siikiinette olan bir
referans sisteminin ve salt zamamn yini uzayda (meseld gézlemci, 6lgi Aletleri,
gorel referans sistemleri v.s. gibi) hi¢ bir etkene bagli clmaksizin her yerde aymi
ditzgiinliikte akip giden ve fiziksel olarak tek bir sekilde olgiilebilen bir zamanin
varlifima baglt oldugundan, gerek salt uzay perekse salt zaman kavraminm fi-
ziksel birer gereek olduklan, yam bu iki kavrami da Sl¢iimlere uygun bir bigim-

de somutlagtiran fiziksel sistemleri gerceklestirmenin miimkiin oldugu gosterile-
bitmelidir.

Giinese gore hareket etmekte olan Arzin salt uzayr somutlastirabilecek bir
referans sistemi sayllamayacaf: agiktir. Giines de civarindaki biitiin yildizlarla
birlikte icinde bulundugu Samanyolunun (Galaksi’nin) genel dénme hareketine
katildigindan ve iistelik kendisi de kendi ekseni etrafinda bir dénme hareketi yap-
makta oldugundan salt referans sistemi olarak digiiniilemez. Bu itibarla, boyutlar:
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105 % 2.10% < 10* TY (rgekpult) olan Samanyolunu olusturan ve Gokyliziinde sibit
imigler gibi gdriinen fakat aslinda hem &z hareketleri ve hem de Samanyolunun
topluca (glebal) hareketi dolayisiyla ayn bir hareketleri olan milyarlarca yildiz
ashnda re sabittirler ve dolayisiyla ne de salt referans sistemini somutlagtirabilir-
ler.

Ote vandan, bizden yaklasik olarak ii¢ milyon ik yih uzakliktaki Androme-
da nebulasi ve Macellan Bulutlariyla birlikte Samanyolumuzun olusturduklar:
Yerel (Lokil) Kiime icinde de Samanyolumuzun ayr: bir 6z hareketi vardir. Bun-
dan baska Yerel Kiimenin gerek yakimndaki gerekse uzagindaki bitiin nebula-
lar da 1926 da HUBBLE ve HUMASON tarafindan kesfedilmis olan ve 4, Arz-
dan itibircn megaparsek (I Mpsc = 3,26.108 IY) olarak ifide edilmis 1sinsal uzak-
ik ve v de km/s cinsinden hiz olmak tizere

v 4 80 d (11.1.3)

formiilii uyarinca bir Arzdan uzaklasma hiziyla " Evrenin Geniglemesi” diye bili-
nen topluca bir evrensel harckete uyarlar. Bu itibarla da gériimektedir ki tiim Ev-
rende de, gbk cisimleri aracitigiyla, salt uzayi somutlastiracak bigimde bir referans
sistemi saptamak olana@ yoktur; ¢inkii Evrendeki her cisim biitiin diger cisimle-
re nisbetle gercekten de gok karmasik bir gorel hareket yapmaktadir.

1866 da JAMES CLARK MAXWELL’in kurmus oldugu elektromagnetik
teori, elektrik ve magnetik alanlarin uzayda 151k hizina esit bir hizla ve dalgasal
bir bigimde yayilacaklarim éngbrmils ve bu tiir elektromagnetik dalgalarin varhp
da 1887 de HEINRICH HERTZ tarafindan denel olarak ortaya konmug, dalga-
salhklan yamnda diger fiziksel Ozellikleri de (dalgaboylar, genlikleri, yansimalari,
kinlmalar, kimnimlar:, girisimleri, enerjileri ith...) incelenmisti. Ancak, nasil ki
su yliziindeki dalgalar su var olmazsa, nasil ki bir kat1 cisim igindeki akustik dal-
galar bu kati cisim var olmazsa olusamazlarsa, fizikgiler 19. asrin sonlarinda bu-
na benzer bir diisiinceyle, elektromagnetik dalgalarin varliimin da bunlara yatak-
hk edecek stirekli bir maddi ortamin varhifma bagh olduguna inanmislardi. Son
derece secyrelmis bir gaz gibi ve atomlann igine kadar niifiiz ederek biitiin Evreni
homogen bir bigcimde doldurdugu varsayillan bu ortama esir (ya da eter) ad1 ve-
rildi. Boylece biitiin Evreni dolduran esirin, aym zamanda, NEWTON anlamm-
daki salt uzayr somutlastiran ortami olusturduguna da inanilmaya baslanmigti.
Ancak, esirin gercekten de salt nzayr somutlastrdigiu gosterebilmek igin hersey-
den 6nce bunun fiziksel olarak, yéni iizerinde objektif dlgiimler yapabilecek bi-
¢imde, gercekten de var oldugunu ispatlamak gerekiyordu.

Bunun olanaksiz oldugu kisa zamanda anlasildi Once, esir varsayimmndan
haréket ederek bunun fizikscl 6zelliklerinin neler olabilecegini teorik olarak aras-
tiranlar esir kavraminin gelisik sonuglara yol agtifint tesbit ettiler; sdyle ki, efer
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esir var ise bunun son derece seyrclmis bir ortam olmakia beraber-aynt zamanda
da icinde hareket eden cisimlere sonsuz bir direng gdsteren sonsuz kati (rijid) bir
cisim olmasi gerektigi ispatiandy. Ayrica, icinde olusan ve yayillan clektromagnetik
dalgalarin, esasinda, kendi esnck deformasyonlarinin iiriinii oldugu esirin asla si-
kistirilamayan bir ortam olmas1 gerektifi de gGsterildi.

Ote yandan, salt mantik agisindan da, esir kavraminn hi¢ de saglikh bir kav-
ram olmadifr gbziikmektedir. Gergekten de esir kavrami, mantikia, ispatlanmas:
gereken Oneriyi ispat icin delil olarak géstermek hatdsi olarak bilinen sav: kanit-
samaya, (prensip petisyonuna} miikemmel bir 6rnek tegkil eder; §6yle ki: esirin ger-
cek varlift hakkinda elimizde elektromagnetik dalgalarin varhfindan baska delil
yoktur; oysa ki csirin varlit zéten, sirf, elektromagnetik dalgalarin varhgini izah
edebilmek igin ileri siiriilmiis bulunmaktadir.

Biitiin bunlara ragmen, esirin ger¢ekten de objektif fiziksel bir varhif oldugu
eper ispatlanabilseydi bu kavram belki gene de tutunabilirdi. Bunu saglayabilmek
icin fizikiler dolayl: bir ispat yolu segtiler ve bunun igin Arzin esire nazaran salt
hizini tiyin etmege ¢alistilar. Arzin bosluktaki hizi, ilk yaklasiklikta, en az Giines
etrafindaki dolanum hizina esit olup bu da iyi bir sekilde Slgiilmiis bulunmaktadir;
bu, 30 km/s mertebesindedir. Arzin esire gore salt hizimin da en az bu mertebeden
olmasi perektigi Asikirdir. Ancak MICHELSONun ilk defa 1881 de yaphig, gii-
niimiize kadar gitgide miilkemmellestirilmis olan bir deneyler dizisi esirin fiziksel
bir gergek oldugunu kamtlayabilecek hi¢ bir sonug vermemigtir. Esir varsayimina
dayanarak Arzin esire gore salt hizim 6lgmek igin yapilmig olan biitiin deneyler
bu hiz1 hep sifir olarak vermiglerdir ki bu sonug Arzin salt siikiinet hilinde bulun-
masi demek olurdu; halbuki Arzin uzayda Giines etrafinda hi¢ degilse 30 km/s lik
bir hizla dolanmakta oldugu bilinmektedir.

Biitun bu sonuglar NEWTON'un salt uzay (ya da salt referans sistemi) kav-
ramumn somut bir fiziksel gergekligi bulunmayan bir ideal, olsa olsa matematik-
sel bir hayil oldugunu telkin etmektedirler.

Durum bByle olunca, tamamen salt nzayda (ya da ileride deginecegimiz gibi
salt uzaya nisbetle diizgin dogrusal bir hareket yapan bir referans sisteminde)
gecerli olan NEWTON ilkeleri ve ozellikle NEWTON un hareket kaaniinu diye
bilinen ikincisinin gecerlilik simirlari acaba ne olacaktir?

Hemen sdyleyelim ki bizden yiizlerce, binlerce, onbinlerce 19k yilt (1 IY ==
= 365 giin X 24 saat x 3600 saniye x 300 000 km/s 4& 10'* km) uzakhiktaki yildiz-
larm olusturdukiar: referans sistemi, bu sistemin boyutlanmn azameti karsisind=
yildizlarin hareketlerinin biiy{ikliiklerinin rahathikla ihmél edilebilir olmasi dola-
yisiyla biiylik bir yaklasikltkla ve gok uzun bir zaman aralifn i¢in gecerli olmak
iizere salt bir sistem olarak kabil edilebilir; ve hareket kaaniinu da bu sistemde
ya da buna nisbetle diizgiin dogrusal bir harcket yapan referans sistemlerinde
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rahatlikla uygulanabilir. Ozellikle Glines sistemi ve yapay uydu dinamigi prob-
lemlerinde bu kaenun ¢ok iistiin bir yaklasiklik ve hassasbikla uygulanabilmek-
tedir.

Diger taraftan salt zaman kavramina doniiliirse eninde sonunda bunun var-
hgmm da fiziksel gergeklikten yoksun matematiksel bir hayale dayanmakta ol-
dugu gériiliir, Bunu daha yakindan anlamak igin salt zamanin, uzaymn herhangi iki
farkli noktasinda bulunan szat giftlerinin her zaman aym ortak zaman iséret et-
melcri demek olduguna ve bunun da kullanilan 2raglardan bagimsiz olmast ge-
rektigine dikkati ¢ekelim. Oysa uzayin herhengi iki noktasindaki iki ayn saatin
aymi ortak zamani gdstermeleri ne demektir ve bu durum acaba operasyonel (is-
lemsel) olarak nasif gergeklestirilebilir? Bu, tabiidir ki, o iki noktadaki gdzlemci-
lerin saatlerinin eszaman (senkrom) olarak islemekte olduklarim tesbit etmeleri
demektir, Fakat bundan Once de her iki gézlemcinin, aym cins saatleri aynt Am
igiret edecek sekilde ayarlamis olmalan gereklidir. Bu ise iki sekilde olabilir. Bi-
rinci yontemde bir 4 gdzlemcisi H, saa‘ini yamma alarak B gozlemcisinin Hpg
saatiyle Ayarlamak iizere B nin yanuna gider ve gerekli Ayart yapip her iki saatin de
eszaman bir bicimde ¢alstiklarim tesbit cttikten, sonra eski yerine ddner. Fakat
bu islemin gecerli olabilmesi icin en az iki sart vardir; bunlardan birincisi 4 gdz-
lemcisinin B gdzlemcisinin yanmna gidip dénebilme imkdnina gercekten de sahip
olmas) (efer 4 Arzda, B de Andromeda nebulasinda ise bu iglemin gergeklesme
olanag: olmayacagt agiktir; bu da bize bu gesit bir islemle Evrende salt zaman1 ger-
geklestirmenin, olanaksiz oldugunu gosterir); ikincisi de gozlemcinin uzayda yer
degistirmesinin H,4 saatinin isleyisini ister dogrudan dogruya isterse dolayh ola-~
rak gercekten de etkilememis olmasidir. Ozellikle sonuncu husus hig emin olunama-
yacak bir husustur; zird bir saatin Evrende yaptig1 bir yolculukta gerek hizinm,
gerek ivmesinin, gerckse icinden gegtigi gravitasyon alanlanmin ve diger alanlarn
saatin igleyisini girift bir bicimde etkileyecegi Roldtivite Teorisinden bilinmektedir.
Ancak bu etkinin biiyiikliigiinii kesin olarak Slgmek ok zor oldugundan bu yon-
temle Evrendeki saatleri dyarlayarak salt zaman kavramina fiziksel bir ger¢eklik
kazandirmamn olanaksiz oldugu bir kere daha anlagiimaktadar.

Sekil : IL.1.— A4 ve B noktalarmdaki A c 8
gizlemcilerin yalmizea 11k aracihfyla r —
saatlerini dyarlamalar hakkinda. . — '

AB—x

Bir bagka saatleri AyArlama yontemi de sudur: 4.daki gézlemci kendi Hy
saatinin gosterdigi bir 14 Aninda, B deki gdzlemciye B nin Hpg saatinin f» ninda
erisen bir sinyal génderir. Eger bu sinyal sonsuz bir yayilma hizina s&hip olsaydi
siiphesiz ki 4 dan B ye &ninda erigecek ve f, = fp olacak sekilde saatleri &yarla-
mak olanag: olacakti. Bu takdirde Evrendeki biitiin gbzlemciler saatlerinin her an
aym ortak sayiy: igéret etmelerini miimkiin kilabilecekler ve bdylece salt zaman
fiziksel bir bigimde tesbit edilmis olacakti. Ancak Evrende hig bir sinyalin sonsuz
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bir hizla yayilmadifn da bir gergektir. Evrende en hizh arag ¢ = 299774 kmy/s lik
hiziyla 1siktir; ve 1tk aracilifryla da evrende farkl: iki noktadaki gozlemcilerin sa-
atlerini ortak bigimde dydrlayabiimelerini operasyonel kilmak da hig degilse ideal
bir sekilde miimkiindiir.

Simdi 4 daki gézlemcinin f; &nmda B ye bir 151k sinyali gdnderdigini ve bu
sinyalin de, 4 nin saatine gére, t Amnda B ye erisip orada yansidikian sonra gene
A ya, ve gene 4 nin saatine gore, £, &ninda dondiigini farzedelim.

c g1tk hizn sdbit ise (ki ¢ nin sibit olmadifn hallere ileride deginecegiz) ve
AB = x oldugupna gore kolayca

X X
f,=1—-"— ve ty =4+ —
1 p 2 +

olmasi gerektigi tesbit edilir. Bunlardan da

t= ; (t, + 1)
1 (T1.1.4)

C

bagintilar: ¢tkarilic. Su halde sddece sinyalin A4 dan harcket amyla 4 ya avdet ami-
nt tesbit etmekle hem A daki gbzlemcinin saatine gére sinyalin bir B noktasira ne
zaman erismis oldugunu ve hem de AB uzakliing belirlemek ve béylece tek bir 4
noktasindan itibaren biifitn Evren igin gegerli bir saat dyarlamas: yani A dan farkh
herhangi bir noktadaki saati teshit ctme yontemi uygulamak miimkiin olur. Bu
islermin hem A ve hem de B tarafindan yapilmas: da 4 nin elindeki saatin goster-
digi zamamn B ye intikel ettirilip onun da kendi saatini ayarliyabilmesi igin uygun
bir yontem teskil eder.

Ancak Evrende her nokta ¢ifti arasinda bu islemin yapilabilmesi: 1) géz 6~
niine alinan noktalarda bu ydntemi uygulayacak bilingli gdzlemcilerin var olma-
simna, 2) AB uzaklifimn sabit clmesina, 3) her gézlemcinin émriintin s6z konusu
islemi uyguladigt uzaklsgin 151k hiziyla (gidis-doniis) iki kere katedilmesi igin gegen
zamandan daha uzun olmasiyla miimkiindiir.

Her ii¢ sartin da Evrende gercekte saglanamayacak sartlar olmas: hesabiyle
bu ydntemin de Evrende salt zamanin tanimi ve tesbiti i¢in olumlu bir sonug al-
maya elverigli olmadif 4sikdrdir. Bundan baska dordiincii bir mahzur da 1s1fn,
Evrende gravitasyon alanlerim katederken, Genel Rolativite Teorisinin ortaya
koydugu gibi, hem diimdiiz yayiimamas: ve hem de hizinin, boslukta haiz cldugu
hiza nisbetle azalmasidir. Bundan &tiiry, zaten, (I1.1.4) formiilleri de gerek ¢ Am-
nin gerekse x uzakh@min tdyini bakimindan yanhs sonuglar vereceklerdir.
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Bu durum Evrende salt bir zamamn tanimlanabilmesinin tamdmen ola-
naksiz oldugunu telkin ctmektedir.

Ayrica ALBERT EINSTEIN’in, 1905 de, eszamanlik kavramu iizerine yap-
mus oldugu bir elestiri de degil evrensel bir zaman tanimlamanin hattd birbirle-
rine ¢ok yakin iki ayr referans sistemindeki gbzlemciler igin bilc zamanin ortak
bir degerlendirmesi {izerinde oybirligi saglamanin dahi clanaksiz oldugunu gos-
termistir,

EINSTEIN (1879-1955) elestirisine, harekct hilindeki bir referans sistemi ola-
rak sayilabilecek bir trenin i¢indeki yolcutarla demiryolu kenarmda duran gdzlem-
cileri ele alip demiryolunun olusturdugu siikiinetteki referans sistemine bagh gdz-
lemciler i¢in bu sistemde eszeman olarak vukuu bulan iki olayin (meseld Sekil :
I1.2 deki 4 ve B noktalarinda ¢akan iki sinyalin) trendekiler igin de eszaman
sayilip sayilmayacagint sormakla baglamigtir.

Sekil : 112 — Eszamanligim goreligi hakkinda. i L

A M B Demiryolu

A ve B noktalarnda cakan ik:i sinyalin demiryoluna gbére eszaman olmalan
demek A ve B den ¢ikan isinlarin demiryolu iizerindeki A8 uzaklifimin tam ortast
olan M noktasinda karsilasmalari demektir. Demiryolunda vukuu bulan 4 ve B
olaylaripa ise hareket hilirdeki trende A’ ve B’ noktalar tekaabiil etmektedir. A’
de hareket halindeki trende A’'B’ dogru pargasinin tam ortast olsun. Bu M’ rok-
tast demiryolunda 4 ve B de sinyaller ¢aktigi dn demiryoluna bagl bir gdzlemci
icin M noktasiyla ¢akisir. Bununla beraber M’ noktasi v mziyla AB yOniinde ha-
reket etmektedir. Trende M’ de bulunan bir gézlemci, trenle birlikte bu hizla sii-
ritklenmemis olsaydi siirekli olarak ayn: zamanda M de de bulunmus olacagindan
A dan ve B den ¢ikan 1sinlar ona eszaman olarak eriseceklerdi. Halbuki M’ deki
gozlemci demiryolundan bakildiginda B den gelen 1sina dogru yaklagsirken 4 dap
gelenden de uzaklagmaktadir. Bu nedenle de trendeki bu gézlemci B den gelen
it A dan gelenden daha 6nce gorecektir. Bunun sonucu hareket halindeki treni
referans sistemi olarak kullanan gézlemciler B deki sinyalin A dakinden daha 6n-
ce cakmig oldugunu tesbit edecek ve disiinceklerdir. Su hilde demiryolundaki
bir gbzlemci igin eszaman olarak {esbit edilen iki olay, demiryoluna nisbetle hare-
ket hélindeki bir referans sistemni olan trendeki bir gdzlemci igin egzaman olarak
tesbit edilemeyecektir.

Bu misdl eszamanhik kavrammin salt olmayip gérel bir vasft haiz oldugu-
nu ve biitiin uzay icin degil ancak belirli bir referans sistemi igin objektif bir méihi-
yeti olabilecegini agik¢a gostermektedir.
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Boylece zamanin mutfak anlamda salt olmadifimi ve ifide edildigi referans
sistemine bagh olmas: gerektigini gormils bulunuyoruz.

Tipk: salt uzaym, mekanik kaanunlarnn gegerliligini saglamak iizere yerel
ve yaklasik bir bicimde tanimlanabilmesi gibi salt zaman kavrami da ancak yerel
(meseld sidece Giiney Sistemi igin) ve yaklagik bir bicimde tamimlanabilecektir.
1905 de A. EINSTEIN tarafindan kurulan Oze! Réldtivite Teorisi birbirlerine gre
ditzgiin dogrusal hareketler yapan referans sistemlerinin gérel hizlarnin ¢ gtk
hizina nisbetle ¢ok kiigitk olmalar1 hdlinde NEWTON dinamigi ilkelerinin sanki
salt uzay ve salt zaman gercekten de varmus gibi gok biiyitk bir yaklagiklikla ge-
gerli olacagm tesbit etmistir. Bu konu “Teorik Fizik Dersleri: Kisom VI/Cild 1:
Ozel Rolativite Teorisi” kitabimizda enine boyuna anlatilmistir.

(IL2) NOKTA DINAMIGININ TEMEL PROBLEMI

Belirli bir K = X(r, r, 1) kuvvetinin etkisi altinda m eylemsizlik kiitleli bir
noktanin hareketinin incelenmesi ve yoriingesinin belirlenmesi problemine nokta
dinamiginin temel problemi denir,

Simdi herhangi bir ¢+ dminda noktanmn r(t) = R ve :"(t) = v yer ve hiz vektor-
lerinin bilindigini farzedelim. ¢ den sonsuz kiigiik bir 4t siiresi sonraki ¢ + dr dm
igin, bu takdirde,

r(t+dy=1(@)+r()dt+O0@Q) =R +vdt + 02
(H.2.1)

r(f+d)=x0) +r{)dt + O(2) = v+ ;;;K(R, v, 1) dt + O (2)

yazilabilir. Tkinci mertebeden ¢ (2) terimleri ihmal edilebilecek kadar kiigiiktiirler.

Mekanigin temel hareket denklemi olan
mr(t) = K@, r, 1) (1L2.2)

ifadesinde verilmis olan K kuvvetinin ¢ Amndaki degeri ile aym anda verilmig,
clan R yer ve v hiz vektorleri aracihgyla (11.2.1) deki seriye agummlarin sag yan-
lar1 tamamen belirlenmis olur. Ba ise, bu ifidelerin sol yanlarindaki yer ve hiz vek-
térlerinin £ d¢ Anindski degerlerinin de bilinmesi demektir. Buradan hareketle ay-
n1 yontem uyarinca r ver vektérlerinin ¢ 4+ 2dt = (¢ + dt) + dt Amndaki deger-
lerini belirlemek miimkiin olur. Bu yontem pespese birgok kere uygulanirsa, bu
iterasyon sonucu gerek r gerekse r min belirli bir sontu zaman aralif1 icinde ala-
cakian biitiin eferier, srasiyla ¢ ve r un yalnizea ¢ Anindaki degerlerini bilmekle
elde edilmis olacaktir. Bunun agik anlam sudur: r ve r nin herhangi bir ty baglar-
gi¢ drindaki degerlerinin bilinmesi, bittiin miiteakip (veyd dnceki) anlar igin, nok-
tamn hem yoriingesinin ve hem de hodografimn tek bir gekilde belirlenmesine yol
agar.
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Egcr noktanin r = r (/) ile belirlenen hareket denklemi

. — )

() = r () + (t — 1) T () -+ --(—'---2--"”) T(t) + ... (11.2.3)
seklinde bir TAYLOR serisine agindinlabiliyorsa r(#y) vci‘(tn),'tamﬁmen keyfi
bir sekilde &nceden verilmis olmak iizere bu agimmin diger katsayilanm (11.2.2)
den ve (I1.2.2) nin tlirevlerinden hareketle tAyin etmek kaabildir. Boylelikle nok-
tamin hareket denklcminin ¢oziimii de bilinen verilmis baslangi¢ gartlant altinda
tek bir sekilde tdyin edilmis ofur. Bu {I1.2.3) ¢bziimii, verilmis olan baslangig sart-
larn altinda (I1.2.2) diferansiyel denkleminin seri hélindeki ¢oziimiinii togkil
eder. Eger K(r, K, t) kuvvet fonksiyonunun gekli uygun ise, ¢ofu kere zahmetli
bir iglem olan bu, TAYLOR scrisine agindirarak hareket denklemini ¢dzme ye-
rine (11.2.2) diferansiyel denklemini verilmis olan sartlar alunda ¢ézmege yonelik
standart yontemler uygulanabilir.

ORNEK : 1 — 2 gramlitk bir eplemsizlik kiitlesini haiz maddesel bir noktann iize-
rine etkiyen kuvvet K = — 32x olsun. Bu takdirde genligi 10 cm ve faz agist da w6
olan hareketi tesbit ediniz.

Coziim — Hareket denklemi

dix

ZF "—~“:~—«32x

veyd
x(2) + 16 x(t) = 0

geklinde lineer bir harmonik osildtér denklemi olup bunun genel ¢iziimii de
x(t) = A cos 4t - Bsin 4¢
seklindedir. Bu g¢dziim

x(t) = Acos 4t + Bsin4t = /47 - BY _JWW;-——_—:COS 4t + ——J—?——-_____— sin 4¢
VA4 B? VA + B?

= \A* + B? (cos®cosdt + sin®sindr) = C cos (4 — @)

geklinde de yazilir. Buna gire ve verilmis olan fiziksel sartlarn 1511 altinda ara-
nan hareket kaaniinunun

x(t) =10 cos( 4r~—-g-)
seklinde oldugu anlagilmis olur.

ORNEK : 2 — m eylemsizlik kiitlesini haiz bir mermi t = 0 dninda O orijininde
Yy ik hizipla ateslenmektedir. Mermi iizerine etkiven hava direncinin Kg = — kr
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seklinde merminin dni hiz vekitoriiyle orantilt ofdugu bilindiginde, Arzin kendi ekse-

ni etrafinda donmesinin etkilerini ihmdl ederek, merminin hareket kaantinunu tesbit
ediniz.

Coziim — Merminin yervektorii v =x(t) olsun. Arzin kendi ekseni etrafindaki
dénmesinin etkileri ihmal edildiginden CORIOLIS kuvveti sifir kabul ediliyor ve
merminin harcketi de Arz yiizeyine dik bir diizlemde vukuu buluyor demektir. Su
hélde mermiye c’lfk:'yen kuvvetler kendi agirtigr olan Ky = — mg ile havanin direnci

olan Ky = — kr dir. (k = sdbit). K, agirlik kuvveti yalmz diigey bilegenini haizdir.
Merminin hareket denklemi

mi"{r) = —k i'(t) —me
vevd, o = k/m vazederek,
W) +art) +g=0

olur. Buradan t ye gire bir kere integral alarak ve b ile integrasyon sabiti vektori
gostererek

W)= —gt—ar(t)+b
olur. t = 0 igin ¥0) = vy ve ¥(0) = 0 oldugundan
) + ar(t) = —gr + \

olur. Bir degisken doniigiimii yapar da p(t) = r(t) e* vazedersek buradan tirev
alarak

r(t) + ax(r) = p(t) e~
oldugu goriiliir. Buna gire hareket denklemi yeni degisken cinsinden
p() = (— g1 + ¥). e

veyvd buradan gene t ye gore integral alyr dah ile yeni bir integrasyon sabiti vektorii
gosterirsek

f__
p(f) = (1) ex = ; vy . e ME?—?-LLg e+ h

ve t = 0 icin £(0) = 0 olmasi nedeniyle de

1

h=——v——5g

bulunur. Su hdlde W nin bu degerini biv iisttekiifddeye yerlegtirirsek, sonunda, aranan
coziim olarak
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— ! 1 — p—ul ___,__.I_.-
l'(f)~("*a- vﬂ+?g)(l e ) a e

ifddesi bulunur,

Noktanin hareketinin tesbit edilmesine dayanak olan (11.2.2) genel hareket
denklemi eninde sorunda bir diferansiycl denklem oldugundan bu denklemin bir
¢cozimi haiz olmasi ve ustelik bu ¢oziimiin tekligi diferansiyel denklemler teorisi-
nin 6ngdrdiigi bir takim sartlara baglidir. Eger hareket denkleminin ¢dziimiinin
varhg sartlari saglamyor fakat ¢dziimiin tekligini temin eden LIPSCHITZ siirek-
lilik sartiar1 saglanrmiyorsa bu takdirde birgok hareket miimkiin olabileceginden
bir hareket belirsizligi ile kargt karsiya kalimir. Béyle bir durumda basglangig sart-
lars hareketi tek bir sekilde belirlemeyc yetmezler.

Bir drnek olarak bir dogru iizerinde, meseld,
x=6%x
denklemine uygun hareket eden bir noktanin harekctini ¢ — 0 igin x == 0 ve X =0

baslangic sartlart altinda aramaya kalkarsak bunun x = 0 (denge durumu) ve
x(¢t) = — tVile x(t) == + 1* gibi ii¢ farkh harekete tekaabiil ettigini goriiriiz,

Eger harcket denkleminin ¢6ziimiiniin mevelid olmas1 igin gerekli sartlar
gergeklesmezse bu takdirde ¢ok daha vahim durumlaria kars: karsiya gelinebilir.

(I1.3) KLASIK MEKANIGIN BELIRLILIK ILKESH

Maddesel noktanin hareketinin, belirli basglangig sartlarinin verilmesiyle,
sidece (11.2.2) denklcminden hareketle ve biitiin miimkiin zaman araliklar: igin
gecerli tek bir sekilde bclirlenebilmesi olanag klasik mekanigin belirlilik ilkesim
olusturur.

Eger Evrene, eninde scnunda, sonlu sayida bir takim maddesel noktalar top-
lulugu gozii ile bakilacak olursa vo biitiin Evrenin her bir noktast igin aym bir t,
dmnda her maddesel noktanm r,(f,) ve i-,- (ty) = v; (tg) yer ve hiz vektdrieri ile
her bir nokta iizerine etkiyen

K(r, .0y oyt Ty ) ==mr;,  (i=1,2,..) (IL3.1)

kuvvetleri biliniyorsa verilmis olan baglangi¢ sartlars altinda (IL.3.1) diferansiyel
denklem sisteminin ¢dziimi, teorik clarak, Evreni olusturan biitiin maddi nokta-
larin }—ee, £] veyd [f,, 4 oo [ araliklarinda herhangi bir Andaki durumlarin ve
hillerini verecektir. Bu, biitiin Evrenin tiim kaderinin, herhangi bir ndaki durum
ve hali aracihfiyla kesin olarak belirlenebilmesi demektir,



72 ¥ MOKTANIN Dinamidi

Ozellikle 19. asrin basinda, fransiz matematikcisi PIERRE SIMON DE
LEAPLACE 1n (1749-1827) ¢alismalariyla ortaya konmus olan ve kira zamanda da
felsefi bir vmde ve bir diinya goriisit olarak kuvvet kazanan bu belirlilik ilkesi
(detcrminizm prensibi), aslinda, ilk bakista gorindigit kadar inandmric: degildir.

Her seyden dnce, biitiin fiziksel olaylart mekanige davznan bir sema igine
oturtabilmek otanaksizdir. Ozellikle modern Kuvantum Mekanigi, (11.3.1) harcket
denklemlerinin ancak belirli bir yaklasiklik mertebesiyle ve makroskopik alanda
gogerli olabildiklerini 6gretmektedir. Mikroskopik alanda, dzcllikle temel tinccik-
lerin harcketleri bahis konusu cldugunda, bu denklemler ancak istatistiksel an-
lamda gecerli olmaktadirlar. (Tek tdnecik hdli igin bk. A.Y.OZEMRE : Cagdas
Fizige Giris L. 7.0/, Yayinlart No. 809, s. 155-160; 1970).

Modern Kuvantum Mekanigine goére bir temel tanecigin konumu ve hizt aym
anda kesinlikle dlgiilebilen buyiiklikler degildir. Durum boyle olunca Kuvantum
Mekanigi ¢ercevesi icinde klasik anlamda kesin bir yo6riingeden bahsetmek de
olanaksizdir. Bu itibarla da bir sistemin gelecekteki durumu ve hali ancak olasiik
dilivle belirtilebilmektcdir.

Kuvantum Mekaniginde m kiitleli, £ enerjili, ve bir U = U(r) potansiyelin-
den tiireyen bir kuvvet alanindaki bir maddesel noktaya

2
VYE + S E - VDT =0 (11.3.2

SCHRODINGER denklemi aractlignyla bir olasilik dalgast (1) tekaabiil ettirilir.
ikinci mertebeden kismi tiirevli bir diferansiyel denklem olan SCHRODINGER
denkleminin uygun vaz edilmis bir talam siur sartlarmi ger¢ekleyen ¢dziimii olan
J(r) ile bunun karmasik esleniii olan {*(r) fonksiyonlari ahmir da J*(r) J(r) o
ifidesi olusturulursa bu, gbz Oniine almmis olan noktanin, r yervektériinii gev-
releyen ii¢ boyuilu d°r hacim elemaninda bulunmas olasilifim gdsterir. Sonlu
bir ¥ hacmu iginde bu tinecifin bulunma olasihf da, tabiidir ki,

I= _[ [f ) 4 & (i1.3.3)
¥

integralinden tb&rettir.

(11.3.3) integralinin degerinin sifir olmas: demek gbz Oniine alman tinecigin
V de kesinlikle bulunmamasina; bunun 1 e egit olmasi tanecigin ¥ de kesinlikle
bulunmasina delalet eder. 0<<I<1 de tanecigin V" de bulunmasi olasilifiun dege-
ridir.

Buna gore, genellikle, bir tAnecifin su ya da bu noktada bulunmas: degil de
ancak filin noktada bulunmas: olasih@nn falan noktada bulunmasi olasiligindan
daha diisiik ya da daha yiiksek olmas: sz konusu edilebilir. Bu itibarla da Kuvan-
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tum Mekanigi gercevesi icinde tek bir tineciin gelecegi Kidsik Mekanikte oldugy
gibi kesinlikle belirlenemez: Kuvantum Mekanigi maddesel noktalarin hareketle-
rinde, kullanilan dlgii dletlerinin yetersizligi dolayisiyla degil de problemin igeriginin
geregi olarak, remelli bir belirsizligin bulundugunu dnerir.

Bitiin bu diisiinceler ve veriler Kldsik Mekanigin temel hareket denklemle-
rinin ilk bakista telkin etmekte olduklari evrensel belirlilik ilkesinin, ancak, mak-
roskopik cisimler i¢in, ve yaklastk olarak gegerli bir salt zamamn tanimlanabildigt
bir uzay bolgesinde yaklasik olarak gegerli olabilecegini gostermektedir.

(I1.4) EYLEMSIZLIK SISTEMLERI, INVARYANS OZELLIKLERi

Mekanigin teme! kaaniinunun salt uzayda, yani her seyden bagimsiz ve her
an sukfnette oldugu sayilan salt referans sisteminde gegerli oldugunu ifide etmis-
tik. Eger bir noktamn iizerine etkiyen kuvvetlerin bileskesi sifirsa, bu takdirde
de eylemsizlik ilkesinin gegerliliginden s6z etmistik.

Simdi, » Eylemsizlik ilkesinin gegerli oldugu yegdne referans sistemi sddece
salt referans sistemi midir? Yoksa bu ilkenin gecerli olacagr baska referans sistem-
leri de var mudir? Varsa bu referans sistemlerinin dzellikleri nelerdir?” sorularina
cevap vermege calisacagiz.

Eger eylemsizlik ilkesinin yani r = 0 denkleminin gegerli oldugu, salt referans
sisteminden baska bir G referans sistemi varsa, bu sistemdeki yervektérinilt rg
ile gostermek sQretiyle

(1) =15 (1) =0

olmalidir. Buradan bir kere integral alir ve v, ile de ¢ ye gbre vektdrel sibit bir
integrasyon parametresini gosterirsek

rg(t) =r()—v,, (1L.4.1)

ve — 1y ile gene ¢ ye gdre sibit bir baska integrasyom parametresini gésterirsek,
{IL.4.1) in integralini almak siiretiyle de

o (t) =7r (t) — VO I— T (11.4.2)
bulunur.

G referans sisteminin orijini g = ( dadir. Bu orijin G sisteminde siik{inet

halinde oldugundan rg = 0 dir. Bu ise (II.4.1) e binfen, G nin orijininin salt refe-
rans sisteminde

(1) = vy = sdbit

hiziyla ve v, dogrultusunda hareket ettigini gostermektedir; yAni G referans sis-
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temi salt referans sistemine gore v, hiziyla ve vy y6niinde diizgiin dogrusal bir ha-
reket yapmaktadir. Og orijini (11.4.2) den de anlasildifina gére + = 0 dmunda
r = ry da bulunmaktadir.

Boylelikle eylemsizlik ilkesinin gecerli oldugu vc zamana gbére sibit v, vek-
térel parametresinin alacag degerlere binden oo’ adet referans sistemi tamim-
lanabilecegi ve bunlarin her birinin de salt referans sistemine nazaran v,.sébit
hiziyla diizgiin dogrusal bir hareket yapan bir referans sistemi oldugu gésteril-
mis olmaktadir.

Eylemsizlik ilkesinin gegerli oldugu bu ¢esit, yani birbirlerine gore diizgiin
dogrusal hareket yapan referans sistemlerine eylemsizlik sistemleri veya GALILE
referans sistemleri adi verilir.

GALILE referans sistemlerinde mekanik kaanunlart korunarlar; yani bir GA-
LILE sisteminden bir digerine gegildiginde mekanik kaanfinlanimin sekli invar-
yant kalir: degismez!

Gergekten de bir eylemsizlik sisteminden bir dierine doéniisiim formiilierinin,
(11.4.2) ye binien,

r{t) =r1a{t) + vt + 1y (11.4.3)

seklinde oldugu agiktir. Buna bir de, her iki sistem icin de, salt zamamn korun-
dugunun yéni

(11.4.4)

oldugunun cklenmesi gerekir. Ote yandan kiitlenin, Kldsik Mekanik acisindan, bir
skaler olmakla koordinat démtisimlerinde degerini degistirmeyecegini de gbz
Sniinde bulundurursak, bir GALILE sisteminde gegerli olan mekanigin

mr(t) = K, r, 1) (IL4.5)

seklindeki temel denkleminin (£1.4.3) doniisim bagntis1 dolayisiyla

a? .
"y [ rG(t) + vot + 1y ] =K (rg(t) + vot + 15,16 (#) + vy ; 1) (11.4.6)

yani

mrg (1) =K(rg, rG:1) (IL.4.7)

sekline girdigi; yani (11.4.5) ile karsifastinldifinda seklini korumus oldugu; ifade-
nin sol yamimin gene kiitle X ivme, saf yammn ise G de ifide edilmis gene kuvvet
seklinde oldugu saptanmig olur.
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Mekanigin temel kaanfinundan hareketle clde edilen her bagintimin da (1L
4.3) GALILE déniigiim takimma gére invaryant kaldigs gésterilebilir. Bu itibarla:
Mekanik kaaniinlari GALILE doniisim grubuna gore invaryant kalwiar.

(IL5) EYLEMSIZLIK (4TALET) KUVVETLERI

Dogrudan farkls bir (C) uzay egrisi lizerinde ve bir £ (0; K, , E,, E;) eylem-
sizlik sistemine gére bir drefeme hareketi yapan yini (C) boyunca kayarken ek-
senlerinin yonleri sdbit kalan, bir Z(Q: e, , e, , e,) referans sistemi ve uzaydaki

P o)

Sekil : IL3 — Birbirlerine nazaram diizgiin dogrusal
hareket yapmayan hareketli iki referans sistemi eylem-
sizlik kuvvetlerinin zuhuruna yol acar.

bir P noktas1 iizerine etkiyen ve X, de dlgiildigiinde K, olan bir kuvvet veril-
mis olsun. I, nin Q orijininin {izerinde kaydig1 (C) egrisinin Z, ye gore yervek-
torii de E(r) ile verilsin. r(z) vektdrii P noktasimin X, deki ve r (¢) de Z, deki yer-
vektorleri olsunlar (bk. Sekil: I1.3). Bu takdirde Z, den ¥, ye koordinat dénii-
simi

r () =r, (1) —E() {L5.1)

seklinde olacaktir. Bu ifade ¢ ye gore iki kere tiiretilecek olursa

r(t) =r,(1)—E (1) (1.5.2)

olur. Bu ifidenin her iki yam da, gerek X, gerekse £, de aymt degert haiz olan,
P nin m eylemsizlik kitlesiyle carpilir ve Z, de

mr, (1) = K, (I1.5.3)
oldugu da g6z 6niinde tutulursa (11.5.2) ve (11.5.3) den
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mr(t) =K, —mE () = K, + Kg (IL.5.4)

bulunur.

Bu ifade araciiiyla, X, eylemsizlik sisteminde (11.5.3) ile verilmis olan NEW-
TON hareket kaanQnunun, Z, referans sistemine (11.5.1) koordinat doniigi-
miiyle gecildifi zaman bigim bakimundan artik invaryant kalmadiging; sief (1.5.1)
koordinat déniisiimii dolayisiyla, boyutlan bir kuvvetin boyutlarina esit olan bir
terimin ortaya ¢ikarak NEWTON hareket kaanGnunun invaryant kalmamasina
sebep oldugunu; bu itibarla da X, dc gegerli olan eplemsizlik ilkesinin artik Z, de
gecerli olamiyacagm yani, kisacasy, £, nin bu sartlar altinda bir GALILE refe-
rans sistemi teskil etmedigini gérmekteyiz.

NEWTON hareket kaandnunun (I11.5.1) koordinat déniigiimit dolayisiyla
X, dc seklinin korunmamis, y&ni £, den bakidifinda P iizerine etkiyen kuvve-
tin: kitle x ivme seklinde kalmayip buna bir de boyutlarn gene bir kuvvetin bo-
yutlar1 olan Kg gibi bir terimin eklenmis olduguna ozellikle dikkat edilmelidir.

Kg=— mE(I) terimi, eksi isdretiyle, P nin m eylemsizlik kiitlesiyle O nun
O ya gore yervektdriiniin ikinei tiirevinin yani X, nin orijininin X, ye gdre ivmc-
sinin ¢arpimindan ibarettir; fakat her ne kadar bir kuvvetin boyutlarint haiz ise
de kuvvetin tarumina uymamaktadir [giinkii E(t) ivmesi, Z, nin Q orijinine baglr
olmaksizin hareket eden, bir P noktasinin m eylemsizlik kiitlesiyle ¢arpilmakta-
dir; dolayistyla E(¢) ivmesi m kiitlesinin ivmesi degildir]. Bu itibarla Kg gercek
degil ancak gdriiniimsel (zahiri} bir kuvvettir,

Klasik Teorik Mekanik ivmeli hareket yapan bir referans sistemine gegildi-
ginde ortaya ¢ikan bu gibi goriiniimsel kuvvetlerin varliina kamt olarak yalmzca
koordinat doniislimiinii gosterebilmekte ve bu gesit gdriiniimsel kuvvetlerin fizik-
sel bir agiklamasim yapamamaktadir.

Boylece bir GALILE sisteminden, yani NEWTON hareket kaanfnunun
gegerli oldugu bir sistemden, bu sisteme nazaran ivmeli bir hareket yapan bir sis-

teme pecerken ortaya gikan bu Kg goriiniimsel kuvvetlerine eylemsizlik kuvvetleri
adi verilir.

Bir £, GALILE sistemine gore, dsnme de dahil, genel bir ivmeli hareket

yapan bir X, referans sistemindeki bir P noktasimin X de Olgiilen ivmesinin
(1.10.5) formiituyle

a, = ap + a, + (@ Xr) + [ex(@xr)] + Quxy) (T1.5.5)

seklinde oldugunu bilmekteyiz. Buradan, her iki taraft da P nin m eylemsizlik
kiitlesiyle carpmak siiretiyle, £, de P ye etkiyen kuvvet olarak
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ma, =mr(t) =K,—[mag + m@xr) + mwXx(Xxr)] + 2mwxv,]

(11.5.6)
=K, + K

ifadesi elde edilmis olur.

(I1.6) EYLEMSIZLIiK KUVVETLERININ FIZIKSEL KOKENi: MACH ILKESIH

Yukanda, eylemsizlik kuvvetlerinin ¢ylemsizlik sistemlerinden ivmeli refe-
rans sistemlerine gegildiginde ortaya ¢iktikiarimi gérmiis bulunuyoruz. NEWTON
mekanigi cercevesi i¢inde bu kuvvetler, sidece, s6z konusu koordinat déniisimiine
bagli geometrik bir kokeni haiz gdriiniimsel kuvvetler olarak karsimiza ¢ikmak-
tadirlar. Bunlarmn goriinimsel (zdhiri) olmalan, ivmeli sistemden eylemsizlik
sistemine gegisi saglayan ters koordinat déniisiimiinde ortadan tamamen kaybol-
malan yiizindendir.

Bir kuvvet genellikle iki cismin veyd iki alanin, veydhut da bir cisimle bir
alarnun kendi aralarinda ectkilesmeleri sonucu ortaya ¢ikar. Meseld bir tagim Arz
Uzerine diigmesi tag ile Arz (veyd daha dofrusu Arzin ¢ekim alam) arasindaki et-
kilesme sonucu ortaya cikan tasgin aguhigi dolayisiyladir. Bu gériis agistndan ba-
kildiginda, eylemsizlik kuvvetlerinin digindaki her kuvvetin bu ¢ergeve iginde fi-
ziksel bir kdkeni oldugunu tesbit etmek kolaydir. Ancak, eylemsizlik kuvvetleri-
nin Klasik Mekanik gergevesi icinde kendileri igin geometrik bir kikenden baska
bir koken tesbit edilememesi yiiziinden bir ayricahiklar: vardir. Fakat acaba bu
ayricalik gergek ve kesin midir, yoksa bir gériiniimden mi ibarettir? Yéni, baska
bir deyimle, eylemsizlik kuvvetlerine acaba gergekten de fiziksel bir kdken bulmak
miimkiin miidiir? Eylemsizligin kékeni problemi NEWTON’dan bu yana fizikgi-
leri epeyi ugrastirmug olan ve bugiin bile her yoniiyle tatmin edici bir teorisi yapil-
lamaris olan bir konudur.

Simdi bu énemli problemi, dzel bir misdli g6z Spiinde tutarak, incelemegs
¢alisalim. Bunun i¢in tavana takili bir ipin ucunda asili bog bir kova gdz Oniine
alacagiz. Bu kovay: kendi bakisim {simetri) ekseni etrafinda déndiirmek shretiyle
asih bulundugu ipi iyice buralim ve kovayi sibit tutup suyla doldurduktan sonra
da serbest birakalim. Bunu izleyen olaylarin agiklanmasi eylemsizlifin kdkeninin
ortaya konmasinda g1k tutucu olacaktir,

Kovayi serbest birakmadan dnce kovadaki suyun yiizeyi diizlemseldir. Kova
serbest birakildigi zaman, burulmus olan ipi, burulmamn ters yéniinde ve gitgide
artan bir donme hiziyla kovayr déndiiriir. Ip sagildikga iz artarak bir maksi-
muma erigir ve sonra da, bir siire, gitgide sénen bir takim burulmali salinimlardan
sonra kova tekrar siikfinet haline ddner. Biitiin bu safhalar siiresince kovadaki
su da kovanmn hareketiyle siiriiklenerek yiizeyi bir ddnel paraboloide déniisiir ve
maksimum bir derinlige eristikten sonra da, en sonunda, suyun siikfinete erigme-
siyle diizlemsel olur.
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Suyun yiizeyinin, suyun kovaya gére haiz oldugu ve baslanggta biiyiik iken
kovamn gitgide artan ddnme hizinin scnunda suyun biitiiniiniin kovayla birlikte
siirliklenmesi sonucu sifira indirgenen Q gérel dénme lizina t4bi olmadifr agik-
tir; zird kova cn izl dondiiginde suyu da tiimilyle kendisiyle birlikte siiriikledig;
zaman bu € gérel donme hizy, sifir olmaktadir. Bu hiz, kezi. gerek kovanin ge-
rekse suyun beraberce siikiinette olduklan zaman do sificdir.

Ote yandan suyun Arza nazeren agisal hizi da su yiizeyinin dénel bir parabo-
loid hilini 2lmasinda kesinlikle etken olan bir biiyiiklik degiidir. Ciinkii ayni de-
ney Arzin kutuplaninda da yapilacak olsa. bu noktalarda hem kovanin ve hem de
kovadaki suyun Arzin cksenine goére agisal hizlarimin sifir olmalarina ragmen su
ylizeyinin hafif¢e gene bir dénel paraboloid oldugu tesbit edilir. Kutupta kovadaki
suyun yiizeyi efer diizlemsel olsaydi bu, ya Arzin dénmedigine ya da biitiin kova-
min (suyla birlikte), FOUCAULT sarkacimin diisey bir sabit diizlemde salindigi
bir referans sistemine gore sitk{inette olmasina kamit olacaktli. Buna gére su yiize-
yinin seklini belirleven etkenin, suyun séz konusu referans sistemine gdére haiz
oldupu agisal hiz oldugu sezilmektedir.

NEWTON da aym ornek Uzerinde yiiriittiigii disiinceler sonunda aym ka-
nmiya erigmistir, NEWTON'a gore kovadaki suyun yiizeyinin sekli suyun, salt uza-
ya gore haiz oldugu agisal hizin degeri tarafindan belirlenmektedir. NEWTON
kovadaki su yiizeyi ¢okiintilsiinit kovanin salt uzaya gére donmesinin varhg igin
bir kistas olarak kabul etmigtir.

NEWTON’un bu yorumunu itk defa BERKELEY (1685-1753) elestirmistir.
BERKELEY salt vzaya gore bir hareketin fiziksel bakimdan anlamsiz oldugunu
savunmus ve yukarida sézii edilmis olan su dolu kova deneyinde esas goz Oniin-
de bulunduruimas: gereken husiisun kovanin Evrene ve Ozelliikle sdbit yildiziar
takimina gore donmesi oldugu fikrinde diretmistir. BERKELEY bir cismin ancak,
baska cisimlere kars1 gorel hareketinin fiziksel bir anlami olabilecegini savunmus-
tur,

Bu diisiinceler daba sonra ERNST MACH (1838-1916) tarafindan islenerek
eylemsizlifin kékeninin arastiriimass ve incelenmesinde yararh olmuslardir.

MACH’1n bu konudaki inceleme'cri de onu, bir eylemsizlik sistemini sabit
yildizlar takimina gore diizgiin dogrusal bir hareket yapan bir sistem olarak ta-
mmiamasina yol agmustir. MACH Evrenin yukaridaki misilde séz konusu edil-
mis olan kova ile suyun disindaki her seyle birlikte bir anda yok olmast halinde
hi¢ bir eylemsizlik olaymmin da olamiyacagini, véni Evrendeki maddenin tiimiiniin
NEWTON mekaniginde goriiniimsel kuvvetler aracihifiyla tasvir olunan eylem-
sizlik olaylarinin tek sorumlusu oldugunu savunmugtur.

Bir cismin eylemsiziiginin Evrendeki biitiin cisimlerin fonksiyonu olarak be-
lirlenmekte oldugunu ifide eden ilkeye MACH ilkesi adh verilir. Bu ilkeye gore,
yukarida $6z konusu etmis oldugumuz su dolu kova Srneginde su viizeyinin donel
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bir paraboloid seklini kazanmasi, kovann salt uzaya gére ddnmesi sonucu ola-
rak degil de su ile, geri kalan biitiin Evren arasindaki bir gesit gravitasyon etkiles-
mesinin sonucudur. Ve bu, suyun ¢ok uzagindaki tiim kiitlelerin bu etkilesme-
ye katkilarinin suyun civarindakilerin katkisindan ¢ok daha yopguun bir bicim-
de ortaya ¢iktifa bir etkilesme olarak diistiniilmektedir.

Eylemsizligi (ve dolayisiyla eylemsiziik kuvvetlerini) fizikcel bir kSkene yani
bildigimiz kuvvetler gibi cisimler ve/veyi alanlar arasindaki ctkilesmelere atfeden
MACH™m bu yorumu, nitcliksel ofarak tatmin edici olabiimekie beraber, bunu
matematiksel bir teorinin gergevesi igine uygun ve tiimiiyle tatmin edici bir bigimde
oturtmak bugiine kadar miimkiin olmanmngtir.

A. EINSTEIN Genel Rolativite Tcorisini kurarken (1913-1916) MACH"n
bu diigiincelerinden ¢ok etkilenmis ve tcorisi de MACH ilkesini kismen kapsayan
bir teori olmustur. Genel Rélativite Teorisinin eylemsizligin kdkeni problemini
matematikse! bir bigimde formiile edilmesinde kiigiimsenemeyecek olumlu kat-
kilar: olmustur. Bu gergeve iginde, meseld, bir cismin biiyiik kiitleli baska cisim-
lerc yaklastiginda kendi eylemsizliginin de artacaf; cismin Evrendeki diger bitin
cisimlerden iyicc uzaklastinlmas1 hilinde de eylemsizliginin gitgide azalacag;
yani iginde tck bir cisim bulunan bir Evrende hem hareketten ve hem de eylemsiz-
likten bahsetmenin abes olacagi sonuglan gikarilmistir,

Genel Rolativite Teorisi, gene eylemsizlik konusunda, iki 6nemli sonug daha
vermektedir. Bu teoriyc dayanarak, bir cismin civarindaki diger cisimler eger iv-
meli bir hareket yeparlarsa bunun sonucu cismin kendisinin de ivmeli bir hareket
yapaca@l gésterilmistir, Meseld uzayda maddesel bir kiiresel kabuk iginde bir ci-
sim diigiinelim. Eger bu maddescl kabuk eksenlerinden biri etrafinda birdenbire
dénmege baglarsa bu hareketin cisim iizerinde, tipki bir cismin biitiin gok cisim-
lerine nazaran bir dénme hareketi yapmasinda oldugu gibi, bir eylemsizlik kuv-
veti dogmasina yol acarak kabuk icinde 1sinsal (radyal) bir merkezkag alam ile
bir CORIOLIS alammin ortaya gitkmasina; ve bunun sonucu clarak da kabuk igin-
deki cisimlerin kabuga gore yapacaklari hareketlerde kabugun dénme yéniinde
genel bir sapmaya ugramalanina scbep olacag teorik olarak gosterilmistir.

(IL7) DINAMIGIN TEMEL DENKLEMININ OTELEME VE DONME
DONUSUMLERINE GORE BAKISIM OZELLIKLERI

Simdi dinamigin temc! denkleminin genel anlamdaki Steleme ve donme d-
niisimlerine gore mvaryant oldugunu ispat edip bunun, fiziksel olaylara yataklik
eden ii¢ boyutlu Sklitsel metrik uzay igin neyi kamitladigimi yorumlamak istiyoruz.
Yalmz, 6nce, matematikie 6nemli bir yer tutan grup kavramini ithil etmek uygun
olacaktir.

D,,9,,... diye isimlendirecegimiz bir takim elemanlardan olusan bir &
ciimlesinde herhangi
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GeZ? ve DieD
gibi iki elemanin, tanimi yapilmig bir % 1slemine gdre terkibi de
G o D,z D
seklinde 2 nin bir elemam ise ve ayrica x islemi :
13 Ortaklastiricilik (asosyatiflik) dzelligini haiz ise, yani
D¥ (2% 2)=(2, » D)+ P,
ise,

2) % cumlesi, Z,+ 1 — Ix ¥, = %, diye tammlanan bir I dzde; elemam
kapsiyorsa,

WVZ,—» P 'y @, = D, % D" = 1 esitlikleriyle tamimlanan bir 2, ters
elemam varsa bu takdirde 2 ciimlesinin bir grup olusturdugu sdylenir.

Buna gdre belirli bir 6zelligi haiz koordinat déniigiimlerinin, uygun stireklilik
sartlannin saglanmast halinde bir grup meydana getirdiklerini gormek kolaydir,
Somut bir misdl olarak

D) :r->r =r—r,

seklinde belirlenen koordinat doniisimlerini goz oniine alalm. 2(r,) doniisiimle-
rine r, vektoelli dreleme doniigiimleri adi verilir. Gergekten de bu doniigiim bir
koordinat sisteminin orijininin r, vektorii kadar 6telenmesine egdegerdir.

DY)t =r—rx; ve Z(xy):r' =" =1 —r, gibi iki 6teleme donii-
simii ele alinacak olursa bunlarin terkibi olan

D) D)= P+ ) >t =1 —r =r—r,—r =r— (3 + 1y)

doniigimii de, asikir olarak, tamimi geregi bir bagka Gteleme dénigiimiidiir. Ay-
rica i’ —» r' =’ doniisiimil dzdes dteleme doniigiomiinden bagka bir gsey degildir.
Ve kezd efer r =1 + r, Steleme déniisiimii gbz Gniine alinirsa bununla 1’ =-
r —r, Oteleme doniisiimiiniin pegpese terkibi

D) D(—r) =20 :r > =r—ryg=0 +r,—T=1r

bagintisina binden 6zdeg Oteleme donigimii demek oldugundan " =r—r,
oteleme doniisimiiniin tzrs doaigimiiniin r = r’ 4 r, dteleme doniigiimii ol-
dugu anlagiimig olur.

Biitiin bu déniigiimler r = r —r, seklinde r, sdbit vektdriiyle karakterize
edilen biitiin Steleme donfisiimlerinin bir grup teskil ettiklerini gdstermektedir.
Bu gruba uzayin ételemeler grubu adi verilir,
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Uzayin Oteleme grubuna gére NEWTON hareket kaanfinunun invaryant ol-
dugunu gérmek gok kolaydir. Bir X eylemsizlik sisteminde gecerli olan

mr = K(r, ¥, 1) (IL7.1)
harsket denkiemi

D(+ 1) :r >r=1 14, (ry = sibit) (11.7.2)

seklinde bir 6teleme sonucu doniisiilmiis olan bir X referans sisteminde

d* , d{c’ + ry)
m-‘—?-,—ff(r —i—rg)mK(r —}—ru,~—-—3~;-«i,t)
yani
my =K@ ,r, 1) (11.7.3)

sekline girer ki bu, (IL7.1) in (I1.7.2) Stelemesi sonucu seklen invaryant kalms
oldugunu, yani hareket kaanfinunun bu doniisimde defiymemis oldugunu gos-
termektedir.

Bu sonuca gore, iginde ifade edilmis oldupu referans sisteminin orijini bir te-
lemeyle uzayin neresine kaydirithirsa kaydiriisin (I1.7.1) hareket kaantinunun, sek-
lini daima koruyacagi anlasiimaktadir. Bu durum, salt bir orijinden s6z konusu
etmenin abes oldugu ve dinamigin temel kaaninunun ifidesi i¢in uzayn biitiin
noktalarinin orijin ofmak bakimindan egdeger olduklar geklinde de yorumlanabi-
lir. Bu husus, aym zamanda, ii¢ boyutlu Sklitsel metrikli uzaym dinamigin temel
kaannunun ifidesi bakimindan Aomogen oldugunu da gdsterir. Bir baska ve
esdeger bir deyimle de uzaymn, dinamigin temel denkleminin ifadesi bakimindan,
Otelemeler grubuna nazaran bir bakigirn (simetriyi) haiz oldugu séylenir.

Dinamigin temel denkleminin ifddesi koordinat eksenlerinin sonlz bir dén-
mesi i¢in de invaryanttir. Yani bir  eylemsizlik sisteminde gegerli olan bu denk-
lem, sistemin eksenlerini sonlu bir dSnmeye tekaabiil eden bir sekilde yeniden se-
¢ecek olursak gene invaryant kalir. Bu ise, bir eylemsizlik sistemindeki koordinat
eksenlerinin yonii nasil segilirse secilsin mekanigin temel denkleminin seklini mu-
hafazaya devim edeceginin ifadesinden bagka bir sey degildir. Bu G&zellik, meka-
nigin teme! kaannunun ifadesi bakimindan, ii¢ boyutlu &klitsel metrik wzaym eg-
yonsel (izotrop) bir yapiya malik olduguna delilet eder.

Su halde (I1.7.1) denkleminin ii¢ boyutlu &klitsel metrikli uzayin sonlu dén-
meler grubuna gbre de invaryant kaldiini gOstermemiz gerekmektedir.

Gene ¥ ile bir GALILE sistemini, e, (i = 1, 2, 3) ile bunun eksenlerini belir-
leyen birim taban vektdrlerini; £’ ile orijini sdbit kalmak sartiyla, bu eksenlerin
yeniden diizenlenmesiyle ortaya ¢ikan yeni koordinat sisternini, e;" ile de £’ niin
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3
birim taban vektérlerini gosterelim. Uzerine, £ da, bir K = Z K;e; kuvveti te-

=t

sir eden bir P noktasimin ¥ daki yervektorii

3
!’mz.\‘iei

i==|

ve L' deki yervektdrii de

3
r = ij' E_,"

j=t
olsun.

Ote yandan T nmn i-ninci ekseniyle X' niin j-ninci ekseni arasindaki agimn
a;; kosintsii de tabiidir ki

ay=¢e; e (11.7.4)

olacaktir. P noktastmin her iki koordinat sistemindeki koordinatlan arasinda ve
r nin uzunlugunun degismemis olmasi varsayimi altinda

3 3
r = ij e; == Xx,-' e; (1L.7.5)

=l j=l

bagintis1 vardir. Bu ifideyi ¢,/ ile ¢arpip ¢,'. e/ == & oldugunu da gz dniinde tu-
tarak

3
x'=Yaix; , (i=1,23) (IL.7.6)

j=

bufunur. Boyle bir donmede eylemsizlik ilkesinin gecerli olabilmesi igin iki nokta
arasmdaki uzakhign invaryant kalmasi gereklidir. Aksi hdlde, yani boyle bir dén-
mede herhangi iki nokta arasindaki uzakhigin sdbit kalmamasi hilinde bu, iki
noktanin arasimi agip uzatan (veyd daraltan) bir germe (veyi sikistirma) kuvveti-
nin sirf sonlu donme dolaysiyla ortaya gikmakta oldupunu kanitlayacakti. Bu ge-
sit goriniimsel (zahirl) bir takim kuvvetlerin ortaya gkmalann: Onlemek yini
mekanigin temel denkleminin yeni koordinat sisteminde invaryant kalmasint
safilamak igin £—-%’ koordinat doniisimiinde iki nokta arasindaki uvzakhgin
invaryant kalmasi gerektigi de boylece anlapilmis olmaktadir. Su hilde

3 3
2= Y ) (IL7.7)

ve (I1.7.6) bagintisimi gbz Oniinde tutarak da buradan



BAKISIM OZELUIKLERL * 83

3

3 3 3
2 Z Zaf.i Xj @y X == Z(xk}z

J=1 k=l i=1 k=1
ya da
3 k] 3
Z 2 Z @y Ay — 8jy ¢ X X =0 (IL7.8)
k=t j=i F==1

yazilir. Bu egitligin gergeklesmesi igin katsayillarm 6zdes olarak sifir olmalart ge-
rektigi asikdrdir. Buna gore, (11.7.6) déniigiimiiniin katsayilarmin

3
Nayay, =8, | (k=123 (1L7.9)
i=l1

seklinde bir takim bagmtilar: ger¢eklemek zorunda olduklar tesbit edilmis olur.

Eger (I1.7.6) koordinat doniigiimiiniin a;; katsayillarinm matrisi 4 ve bunun

transpoze matrisi de katsayilart a;; olan U ile gosterilirse (11.7.9) un matrisel
yazilis:

AY = 1 (11,7.10)
olacaktir. Bilindigi gibi

o] = | ]
dir. Buna gore (I11.7.10) dan

| up =1
veydhut da

] = £ 1

sonucu gikar. Eger (I1.7.6) doniisiimiiniin A katsaydar matrisinin |¥%| determi-
nant1 1 e esitse goz oniine alinan dénme donisiimiine has déoniisim, ve |U| =
— 1 olmas: hlinde de buna has olmayan dontisiim ya da, kisaca, yakigiksiz donii-
giim adi verilir. Yakisiksiz déntisiime bir 6rnek, orijine gbre yansimay: ifide eden

xy=-—xi, (i=12,3)
doniigiimiidiir,

Bilesenleri (I1.7.4) bagmtilariyla belirlenen miimkiin biitiin U doniisiim mat-

rislerinin, |¥] = + 1 yan sart1 altinda, démme grubunu olusturduklar1 kolayca
gosterilir.
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Simdi
m—"":Kja (i=1:2$3)

denklemlerini géz Sniine alalim. Bu ifidenin her iki yamm gj; lerle garpip daj
indisi dizerinden toplam yaparsak

a2 3
m—_ T Z ay x; | = Z a; K, (1L7.11}
i=t i=1
olur. (IL.7.6) y1 gdz éniinde tutup, ayrica
]
K = 2 a;; K;
J=1
vaz ederck (I1.7.11) ifidesinin
dzxf’ '
m e = K
veyd vektorel olarak.
my =K'

yazilabilecegi, yani mekanigin temel kaan@nunun % matrisi ile belirlenmis olan
sonlu dénme grubuna gbre invaryant kaldifi boylece tesbit edilmis olur.

ALISTIRMALAR VE PROBLEMLER

1L1. Uzerine K = (6t — 8)e, — 60¢% e, + (20> + 3612) e3 seklinde bir kuvvetin
etkidigi m eylemsiziik kiitleli bir nokta ¢ = 0 Aninda ry = 2e, — 3e, de bulun-
makta olup hiz1 da vy = 5e, 4 4de, dir. Bu baglangig sartlari altinda noktanin yer
ve hiz vektorlerini zamanin fonksiyonu olarak bulunuz.

11.2. Eylemsizlik kitlesi m = 40 kg olan bir maddesel noktay: 20 saniye iginde
4e¢, — 3e, -+ 3e, hizindan 8e, -+ 3e, — Se, mzina hizlandiran sibit K kuvvetins
bulup bunun siddetini belirleyiniz.

IL3. Bir m kiitlesi iizerine etkiyen kuvvet, a ve b iki sabit olmak iizere
K = (acos wt)e, + (b sin wt)e,

ile verilmigtir. Eger m kiitlesi baslangigta orijinde siikéinet hilinde bulunuyorsa
herhangi bir 1 >0 8m i¢in s6z konusu kiitlenin yer ve hiz vektoriinii tesbit ediniz.

IL.4. m kiitleli bir nokta
Ki=—kx, K=Kt ve K,=—2mpx
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kasmi kuvvetlerinin ortak etkisi altinda hareket etmektedir. Noktamn hareket
denklemini x(0) ve X(0) baslangic degerlerinin fonksiyonu olarak ifide ediniz.

II.5. A" = mae, , B' = mb e; (a ve b s3bit) olmak iizere m eylemsizlik kiitleh
bir nokta iizerine etkiyen kuvvetin

K=A+(xB)

seklinde oldugu varsayilmaktadir, Hareketin peryodik bir hareket oldugu bilin-
diginden faz agisimn Y = 0 olmasi ve difer baslangig sartlarinin da

2a
l‘(O) =Ty =~ F €y

- 2a

r(0) = vg = —p
seklinde ifade edilmeleri hdlinde hareket denklemlerini ve ydriingeyi ¢ parametresi
cinsinden belirleyiniz,

IL6. Kiitleleri ihmal edilen ve her biri / uzunlugunu haiz dort
adet 4B, BD, DC, CA gubugu Sekil : I1.4 deki gibi bir baklava
olusturmaktadirlar. (A) ekseni etrafinda w agisal hiziyla donen 4
bu sistemin A noktasi (A) iizerinde sibit olup B, C ve D mafsal-
larinda da her biri m kitleli iic maddesel nokta bulunmakta,
ve D de (A) iizerinde siirtiinmesiz kayabilmektedir. c

o agisinl, bu verilere dayanarak, w acisal hizimin fonksi-
yonu olarak tesbit ediniz.

IL.7. v, huziyla yol alan bir otomobil gazimt kestikten sonra b
hiziyla orantih bir siirtiimme kuvvetine méiruz kahyor, Acaba Qe
otomobilin hizi zamanin fonksiyonu olarak nasil degisir? Oto- @
mobilin apsisini de zamamn fonksiyonu olarak belirleyiniz. Sekil : .4

IL8. m kiitleli bir nokta sabit bir O noktas: tarafindan buna olan uzakhgiyla
orantih olarak ¢ekilmektedir. Noktanin hareketini, 1 =0 iginr =rxy,ve v=1v,
bilindigi takdirde ii¢ boyutlu uzayda inceleyiniz.

I1.9. Diisey bir eksene tutturulmug, yatay bir qubuga gecirilmis olan ihmaét edile-
bilir boyutlu bir m kiitlesi, bu cubugun diisey eksen etrifinda sibit bir w hiziyla
ddnmesi sonucu ¢ubuk iizerinde siirtinmesiz kayabilmektedir.

Baslangicta siikimette oldugunu kabul ederek kiitlenin hareketini inceleyiniz
ve gubuk iizerindeki tepkisini hesaplayimz,

I11.10. Arzin donmesinden ileri gelen merkezkag eylemsizlik kuvvetini de hesaba
katarak g gekim ivmesihin enlemle nasil degisecegini inceleyiniz.



86 ¥ NOKTAMIN DiNaMIGH

IL11. m kiitlelt silindirik bir cisim p hacimsal kiitleli bir sivida yiizmektedir, Cis-
min diisey salimimlanimn peryodunu hesaplayimiz.

.12, Capt D = 6 mm olan igi bos bir bilyanmin hacimsal kiitlesi suyunkine egit-
tir. Bu bilyanin, suya f = 0 dmunda v = V" = 0,5 m/s lik bir lizla girdigini ve su-
yun da bu harekete, £ ile suyun agdahk (viskoz'luk) katsayisini gdstererek,
K = 3nk Dv ye esit bir direng gosterdigini gbz 6niinde tutarak su igindeki hare-
ketini inceleyiniz. (k = 1077).

IL13. m = 9000 tonluk bir gemi saatte 15 millik bir hizla seyrederken bir limanin
girisinden x mil uzakta makinelerini stop etmektedir. Bu andan itibaren gemi iize-
rine etkiyen yegine kuvvet suyun K = kv? geklindeki direncidir. x uzaklifn mil,
m Kkiitlesi ton ve zaman da saat cinsinden ifide edildiginde & = 18.000 dir.

1) Geminin liman girisine 2 mil/saat lik bir hizla varabilmesi igin x uzakh-
gin1 ve makinelerin stop ettigi &ndan itibiren gegecek olan t zamamm hesaplayr-
nz.

2) Limamn girisinden yarim mil uzaktaki rthtima eristiginde geminin hizinin
ne olacagini bulunuz.

11.14. Havadaki serbest diiglis sinir izt ¥ = 1 m/s olan noktasal bir cisim v, =0,5
m/s lik bir ilk hzla agagidan yukariya dogru firlatilmaktadir. Havanin cisme gés-
terdigi direng K = — km v seklinde olduguna gore

1) Cismin hareketini inceleyiniz,

2) Hava direnci ihmal edildigi vakit, bosluktaki hareketin sonuglanimn elde
edildigini gdsteriniz.

3) Cismin erigecefi en biiyiik yiiksekligi ve buraya erigmek igin gegecek za-
mani hesaplayiniz.

I1.15. m eylemsizlik kiitleli bir cisim bir v, hizzyla yukaridan asagiya frrlatilmak-
tadir. Havanm direnci K = — kmy? dir. Cismin sinur hizt da V dir,

1) Hizin ve katedilen yolun ifidelerini zamanin fonksiyonu olarak ifide edi-
niz.

2) Elde edilen formiillerin, kii¢iik hizlar s6z konusu oldugunda, cisimlerin
boslukta diigils kaanfinlarm ifide ettiklerini gosteriniz.

3) ¢ nin yeterli derecede biiyitk degerleri igin aym: formiillerin, hareketin
diizgiin dogrusal bir hareket olmaya egilimli oldugunu ifdde ettiklerini g&steriniz.
I1.16. Bir helyum atomunun her bir yaris1 m = —%— .107% kg Lk bir Kkiitleyi

ve g = 1,6.10™"% coulomb’luk ayn: bir yiikii haizdir. Her iki helyum yaris1 t =0
Anunda biribirlerinden 1072 ¢m uzakta iken aralanindaki uzaklk x = 1 cm ye
eriginceye kadar ne kadar zaman gececektir? Bu andaki hizlarim hesaplaymiz.
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IL17. A" = m(a,e; + ase;), B' = mb, e5, (q, ,a,, b3 : sibit) olmak fizere m cy-
lemsizlik kiitlesini haiz bir nokta iizerine etkiyen kuvvetin

K=A+(@ = B)

seklinde oldugu varsayilmaktadir.

. . I

ve r(0) = 1y = u, e, + u,e, + u,e, baslangig sartlart altinda hareketin ydriin-
gesinin, diizlemi (Oz) eksenine paralel bir parabolu eksen olarak kabul eden bir
helis oldugunu gosteriniz,

II18. i = 1, 2, 3 olmak lizere

K(—x;,—%; D)= K(x;,%;1)
K( x,—x; D= K(@x,x;t)
K(— x;:, -7&;;"““[)5 K(xuii;t)

bagintiatun gegerli olduklariu gésteriniz ve bunlart yorumlaymiz.

11.19. A bir sibit olmak iizere x —» Ax doniisiimiiniin dinamigin temel denklemi-

ni invaryant birakmas igin K kuvveti ne gibi bir dzelligi haiz olmalidir; bir 6rnek
veriniz.

1L.20. o bir sabit olmak iizere ¢—»ar doéniigimiiniin dinamigin teme! denklemini
invaryant birakmas: icin K kuvveti ne gibi bir 6zelligi haiz olmalidir?
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DINAMIGIN
GENEL TEOREMLERI

(IML.1) IMPULS
Bir noktamin r hizi ile m kiitlesinin

mr =P (L1

seklindeki carpimina noktanin haiz oldugu impuls {veyd lineer moment, yihut da
momentum) adi verilir. Bu tamma gére NEWTON hareket kaaniinu

dP

=K (111.1.2)

seklinde de yazilabilir. Aslinda, hareket kaan@nunun en uygun ve ozellikle kiit-
Ienin zamana bagh oldugu halleri de gbz éniine alan en dogru sekli budur. m nin
sabit olmas1 hilinde

mr =K
vazilabilmesi (111.1.2) nin sddece 6zel bir halidir.

(II1.1.2) denklemi eger ¢, ve ,>>1, dnlar arasinda integre edilirse

f dP = P(t,) — P(t) = _[ K dt (IIL1.3)

ifidesi bulunur. Bunun sag vanindaki integrale kuvvet carpmas: ad1 verilmektedir.
Tanim geregi, K nun [¢, , £,] araligindaki ortalama degeri

£2

(KD = 1{ de: (111.1.4)

I,—1

I

dir. t,—t, = At ve P(f) — P(t,) = AP vaz edilirse (IIL.1.4),

88
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AP
= K> (II1.1.5)

sekline girer. Bu, AP nin bilindigi hiller icin (K> y1 tesbit etmege yarar.

Eger noktanin {izerine etkiyen kuvvetlerin bileskesi sifirsa (1I1.1.3) den
P(z,) = P(1y) (111.1.6)

bulunur ki bu sartlar altinda impuls, zamandan bafimsiz olarak, hep aym degeri
muhafaza edecek demektir. Bu Ozellik implus korunum kaaniinu diye bilinmekte-
dir.

fmpuls korunum kaanfinu kiitlenin sibit olmas: sart1 alunda GALILE dé-

niigiimlerine gore, yani bir eylemsizlik sistemini bir bagka eylemsizlik sistemine
doéniistiiren

r=r1 + Vi (L1.7)

seklindeki doniisiimlere gére invaryanttrr. (IT1.1.7) GALILE déniisiimii ashinda
bir referans sisteminin diferine gére V sabit hiziyla diizgiin dogrusal bir 6teleme
hareketi yapmasinin matematiksel ifadesinden baska bir sey degildir. Simdi (11I.
1.6) yi, (1I1.1.7) yi gbz Sniinde tutarak yazarsak

d ., d .,
m [E o + W)]!l e [m T " + Vt)]r,
veyd
(mr'),, + mV = (mr'),, + mv
Ayni
Pi(r) = P'(t)

bulunur ki bu da kitlenin sabit olmast sarti altinda impuls korunumu kaaniinunun
GALILE dontigiimlerine gore invaryant oldugunu gistermektedir.

(I1.2) iS, KiNETIK ENERJI, POTANSIYEL ENERJI

Bir (E) yoriingesi iizerinde hareket eden bir M noktasina etkiyen kuvvet eger
M deki teget ile € kadar bir ag1 yapiyorsa K mun uygulama noktasinm (£) iizerinde
dr kadar yer degistirmesi hilinde

dW =K .dr = KcosOQdr (I1.2.D)

skaler bilyiikliigiine K kuvvetinin dr boyunca yapti1 iy adi verilir. Buna gére mad-
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desel noktanm bir K kuvvetinin etkisi altinda (E) egrisi iizerinde bir M noktasin-
dan bir bagka & noktasina gitmesiyle yapiimisg olan ig

b dr
M
¥
@ Sekil : 1IL.1 - M noktas: iizerine etkiyen K kuvveti-
o nin yaphi igin tanim.
I'\.
W= f K.dr (H1.2.2)
Ty
olur.

Hareket denkleminin her iki yanim da dr = r dt ile skaler olarak garparsak
mr .rdt =K. dr

veya

d{1 - .
— [ = mr. = K. 1.2,
dt(z mr r) dt = K .dr (111.2.3)

olur. (111.2.3) Uin sol yaminda parantez igindeki ifideye noktanin kinetik enerjisi
denir ve

| I

N e —— 2 .
> M. X 2 my T (111.2.4)

vazedilir. Buna gore (111.2.3) yeniden diizenlenecek olursa

dT =K . dr = dW

yazilir. Bu ifade ry; ile ry arasinda integre edilecek olursa

Wan = T(tn) — T (k) = j' K . dr (IL.2.5)

Y

ifidesi elde edilmis olur,

Buna gore, maddesel noktanin iizerinde hareket ettigi (£) egrisi boyunca r,,
ve ry gibi iki nokta arasinda iizerine uygulanmis olan K kuvvetinin yapmis ol-
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dugu isin maddesel noktanin M ve N deki kinetik enerjilerinin farkina esit oldu-
gu anlagimaktadir. (Kinetik enerji veya zinde kuvvetler teoremi).

(I11.2.5) ifadesinden bu isin :1) ya K = 0 ise, 2) ya K kuvveti dr ye dik ise,
veyidhut da 3) bu iki halin vaki olmamalarina ragmen eger sagdaki integral sifir
ise, sifir olacag goriilmektedir.

Son stkkin, ancak, K . dr nin bir tam diferansiyel olmasi ve integrasyon yolu-
nun da kapali bir egri olmas: hilinde (ry = ry) gerceklesebilece§i Matematiksel

Analiz'den bilinmektedir (bk. A. Y. OZEMRE : Fizikte Matematik Metotlar,
s. 128-133).

Sekil : 11E.2 — Korunumlu kuvvet alanfarinda iki nok-
ta arasinda yapsilan iy yola bagh degildir:

(Ef) K.dr = 0
(E)

Simdi yalmizea r yervektdriine bagl bir K = K(r) kuvver alam, yani uzayin
her r noktasina X = K(r) seklinde bir kuvvetin r nin fonksiyonu olarak tekaabiil
ettifi bir alan gbz Sniine alalm. Boyle bir kuvvet alaninda kapalt bir (£) == (E))
-+ (E,) efrisi boyunca eger K(r) kuvveti

4) K(r). dr = 0 (IIL.2.6)
(E)

sartim gercekliyorsa boyle bir alana korunumiu (konservatif) kuvvet alant adr ve-
rilir. Sekil : 1.2 den (1H.2.6) sart:

(}.)K(r).dr::(j}K(r).dr+(jf)K(r).drmfﬁk.dr~§—j‘"K.dr=0
Ej+4Ey Ex E, Cat Tx

seklinde yazidabilir; ve buradan da
[¥® . = [K@) . de
E]_ Ez

bulunur; yanit korunumlu bir kuvvet alaminda bir kuvvetin iki nokta arasmda yapmiy
oldugu is yola bagh degildir.
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Simdi (I11.2.6) bagintisina STOKES teoremini uygularsak
SE’ K. dr= f f (rotK).dS = 0 (111.2.7)
Ei+Ea

olur. Burada S ile kapali (E; + E,) egrisinin alam vz dS ile de vektorel alan ele-
mant gosterilmis bulunmaktadir. (I1.2.7) ifadesinin sol yaninin sifir olabilmesi
igin. yiizey integralinin integrantimin dzdeg olarak sifir olmas kafidir.

rot K = 0.

Halbuki bu ifidenin 6zdes olarak sifir olmasinin, K = 0 besbelli sartindan baska
yegine sartt K kuvvet vektoriiniin U = U(r) gibi r yervektdriiniin skaler bir-
fonksiyonunun gradyenti seklinde ifide edilebilmesidir; ¢ilinkit bu takdirde

rotK = —rotgrad U(r) = —yxv U{r) = 0

olur. Buradaki eksi igreti genellikle K kuvveti

(I1L.2.8)

K(r) = —grad U(r)

seklinde tamimlandigi igindir. U(x) ye potansivel fonksiyonu veyi potansiyel enerji
ad1 verilir.

rp ve ry noktalar gdz Oniine alindigmda

fK dr — _~f forad U (@)] . dr—wf "’U(')d

= U(rM) e Uln) (I11.2.9)

bulunur., Bu sonucu (III.Z.S) ile karsilastinrsak

T(tn) + Urn) = T(rn) + Urn) (I11.2.10)

bulunur ki bu, korunumlu bir kuvvet alanmmda bulunan bu' maddese! noktanin
belirli bir uzay noktasindaki kinetik enerjisiyle potansiyel enerjisinin toplanunm
(yani toplam mekanik ererjisinin) herhangi bagka bir uzay noktasindaki kinetik
enerjisivle potansiyel enerjisinin toplamina esit oldugunu géstermektedir. Bu ise,
korunumlu kuvvet alanlarinda tfoplam mekanik enerjinin korunumu ilkesinin ifa-
desinden bagka bir sey degitdir.

(ML3) DONME IMPULSU VE DONME MOMENTi

m eylemsizlik kitlesini haiz bir maddese! noktann L donme (ya da agisal)
impulsu, ¥ ile noktamn yervektériinit ve P ile de lineer momentini gostererek
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L=rxP (IIL.3.1)

ifadesiyle tanimlanir. Dénme impulsunun zamana gore tiirevine de ddnme momen-
ti (veya agcisal moment, ya da kuvvet momenti) denir ;

dL

Nmz

(I111.3.2)

Simdi NEWTON hareket kaanfinunu goz 6niine alir da her iki yanim da
vekidrel olarak soldan rile ¢arpar

dpP .
rx ar =r XK (I111.3.3)
ve bir de
d dr ap_ (P dP\ 4P
“EE(I'XP)-?? XP+FX?{~(EXP)+(TX *a't—)—l‘xdt

oldugunu goz Sniine alirsak (I11.3.3) ifadesi (111.3.1) ve (1I1.3.2) nin 11 altinds

N=rxK (T11.3.4)

sekline girmis olur.

N dénme momentinin dzdes olarak sifir oldugu hiller ¢ok Snemlidir. Ciinkii
bu hallerde (II1.3.2) bagintis1 geregince L dénme impulsu zamana bagh olmak-
sizin sabit kalacak, yani korunacaktir. (Ddnme impulsunun korunumu teoremi).
(I11.3.4) den, N doénme momentinin &zdes olarak sifir oldugu hillerin r yervek-
toriiniin K kuvvet vektdriine paralel oldugu hallere inhisar ettigi besbellidir. Bu
takdirde, 2C ile bir integrasyon sdbitini pistererek

dL d dr
E-—— E(rxm:ﬁ—) =0—r ¥ dr=2Cdt
ya da
1
w-i_rxd'r == C . dt (I111.3.5)

bulunur ki bu, (1.7.6) ifadesiyle karsiastirlldigimda s6z konusu dzelligi haiz kuv-
vetin bir merkezil kuvvet oldugunu ve dolayisivla da vyervektdriiniin esit zaman
araliklarinda siipiirdiigii alanlann biribirlerine esit olacagim kanitlamaktadir.
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Sifirdan farklt bir donme impulsunun varhfinin 6zellikle bir dSnme hareke-
tinin varhgina bagh oldugu samlmamahdir. Nitekim Sekil: 111.3 deki gibi , r hi-
ziyla ve O orijinininden gegmeyen bir (D) dogrusu iizerinde hareket eden bir M
noktas: igin L. donme impulsu

|L|=|t x mr|=mr.OH =0

Sekil : I1.3.— Sifirdan farkli bir dénme impulsunun
varhfmun her zaman bir dénme hareketinin varhgina
bagh olmadifina misal:

|L| = r < mr|=mr. OH=0

olap bu, besbelli, sifirdan farkhdir.

(IlL4) VIiRIYEL

Hareket kaantinunun ifadesini r yervektériiyle skaler olarak ¢arpalim:

mr.r=X.r (111.4.1)
olur. Bunun sol yanina dikkat edersek, (1I1.4.1)
ch’i (i ¥)— i =K . r (H1L4.2)

seklinde de yazilabilir, T ile gozlenen hareketin siiresi gosterilirse (111.4.2) nin or-

talamasi
L f dt »
T
0

integral operatdrii aracilifiyla alinir. Efer gdzlenen olay peryodik bir olay ise,
yini sonlu ve sibit bir v, zaman aralifn sonunda tekrarlamiyorsa bu takdirde
© = 1, vaz edilir. Fakat eger olayin zamana baglihg1 herhangi bir bagka bigimde
ise bu takdirde gézlenen olayin siiresi olarak v— oo sinir halini g6z 6niine alacagiz,

Simdi hareketin sonlu bir béigede ve peryodik olmadan vukuu buldugunu ka-~
bul ederek (III.4 2) ifadesinin ortalama degeri igin

R P SR e
Y f d(mr.r)a? / mr dtmh_-c— f K.rdt (111.4.3)
[H 0

e

14

yazilir. Buradaki birinci integralin degeri
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%— fd(mi'.r)_——-%n[mi'.r]w%I:mi'(‘r).r('c)wmf(ﬂ).r(O)] (111.4.4)
0 0

olur. T—»co simin1 igin, hareketin sonlu bir bélgede vukuu bulmas: nedeniyle ge-
rek r, gerekse r degiskenin herhangi bir degeri igin sonlu kalacaklarindan (IIL
4.4) sifira gidecektir. Buna binden (1i1.4.3) den derhal

<~‘2- mi-2>:<r>:--—;-<x.r> (111.4.5)

olacag goriiliir. Bu ifade viriyel teoreminin ifidesi olup { K.r ) ye de géz Sniine
alinan hareketin viriyeli ad1 verilir.

Noktamin dinamiginde kuvvetin, e ve » birer sabit olmak iizere U(r) = ar”
seklindeki bir potansiyelden tiiremesi halinde viriye! teoreminin ifadesi ilging
bir gériiniis kazanir. Gergekten de bu sartlar altinda

K=—9MUU%L—MWL%m—U—Uan

olacagindan hareketin viriyelinin sekli de

(K.r)=—{nU)

olur. Bu takdirde soniu bir bélgede olusan bir hareket i¢in viriyel teoremi

(Ty= $(nU>

olacagina igiret eder.

K = — aux gibi esnek bir merkezil kuvvet s6z konusu oldugunda U(x) = ax?/2
olacafindan viriyel teoremine gbre
(T>=LU> (I1L.4.6)

ve bir gravitasyon alaminda da K ~r~2 olmasi dolayisiyla U ~— r™! olacagindan
viriyel teoremine gére

(US=—2{T> | (11L.4.7)

olacag kolayhkla goriiliir.

Bu sonuncu hilde potansiyel enerjinin negatif oldugunu belirgin kilmak icin
eksi isireti aslinda pozitif bir biiyiikliik oldugu bilinen 7 nin bulundugu tarafa ge-
¢irtlmis bulunmaktadir.
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(IIL.5) NOKTA SISTEMLERININ DINAMIGI

Bir nokta sistemi ya da tdnecik sistemi diye: 1) uzayda farkll yerlerde bulu-
nan, 2) ikiser ikiser g6z Ontine alindiklarinda aralarinda NEWTONun ig¢iincii
itkesine uygun bir etkilesme bulunan, 3) birden fazla nokta (ya da ténecigin)
olusturdugu ve bir biitiin gibi tasanimlanan sisteme denir.

Boyle bir sistemde her bir noktanin, kendisini diger biitiin noktalardan ayir-
dedebilecek bi¢imde isdretlenmis oldugunu varsayalim ve bunlardan /-ninci nok-
tayi goz Sniine alahm. Bu nokta lizerine iki tiirlii kuvvet etkiyecektir: 1) sistemin
digindan bu i-ninci noktaya uygulanan K/ kuvveti ile, 2) », sistemi olugturan
noktalarn sayis1 ve j = 1,2,...,i— 1,7 -+ 1,.... n olmak iizere bu i-ninci nokta
ile sistemin diger bitin noktalan arasindaki kargibkli etkilesme sonucu ortaya
gikan K;; kuvvetlerinin bileskesi.

Buna gére sistemdeki #-ninci noktamun hareket denklemi, p; ile ilgili nokta-
nm impuls vektériinii gostererek,

. d(m,-l:‘-)

E 4
pi =K 2K, (IL5.1)

i=1

seklinde olacaktir. Bu ifidenin biitiin noktalar {izerinden vektdrel toplam ise

n n n n n
Z;’;,m 3‘% ( »m r,.) - Z Ko+ 3 ZK,; (111.5.2)

=== i=1 i==l i=1 j=i

dir. Bu ifidenin sagindaki ilk terim sisteme digaridan uygulanan kuvvetlerin K
bileskesini verir. Ote yandan, sagdaki ikinci terime dikkatle bakarsak buradaki gift
toplamdan 6tiirii ortaya ¢ikan her Kj; - Kj; kismi toplami, maddesel nokta sis-
teminin tanum geregi her nokta ¢ifti arasinda gegerli olan NEWTON’un {igiin-
cii ilkesi dolayisiyla

K, = — Kj; (I11.5.3)

olmasi geregi kargisinda sifir olacagmmdan bu ikinci terim de kendiliginden sifir-
dir. Su halde (I11.5.2) ifadesi

7;;?( i’"‘ r!_) _ K@ (I11.5.4)
/

sekline biiriiniir.

Eger biitiin noktalarin yervektdrlerinin noktalann kiitlelerine gére ortalama-
sim géz Onine alirsak bu, tamm geregi ve M ile sistemin toplam kiitlesini goste-
rerek,
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(oy=R=""1 = LY (1.5.5)

ifadesiyle verilecek ve buna dayanarak da (I11.5.4) ifidesi

2
M .‘ZTE — K@ (I11.5.6)

sekline biiriinecektir.

(I111.5.5) ile tanimlanan R vektériine géz oniine almmis olan nokta siste-
minin kiitle merkezinin yervektdrii adi verilir. (I11.5.6) bagintis, (biitiin kiitlesi
kiitle merkezinde toplanmus gibi tasarimlanabilecek olan) nokta sisteminin kiitle
merkezinin, dis kuvvetlcrin bileskesinin etkisi altindaki hareketini belirleyen
denklemi gdstermektedir. B&ylece biitiin sistem tek bir noktaya, kiitle merkezine
indirgenmis olmaktadir. Gorildigii gibi bir nokta sisteminin kiitle merkezinin
hareketi noktalar arasindaki etkilesme kuvvetlerinden bagimsizdr.

Sistemin foplam impulsunun

" n
P=Yp=73m, %f- = M %I;- (I11.5.7)

it §=t

ile verilecegi besbellidir. (If1.5.6) y1 (I11.5.7) nin 15tginda

%; = K@ (111.5.8)

seklinde de yazmak miimkiindir. Eger bir nokta sistemine etkiyen dis kuvvetlerin
bileskesi sifirsa, bu takdirde (111.5.8) den derhél sistemin toplam impulsunun sabit
oldugu yini sistemin toplam impulsunun korundugu sonucu elde edilir (Toplam
impulsun korunumu teoremi).

Boyle bir nokta sisteminin foplam dénme impulsunu da hesaplamak kolaydir,
Bunun i¢in her noktamn L, = x; X p, donme impulsu {izerinden / indisine gore
toplam yapilir. $u hilde once (I1L.5.1) ifadesini soldan r, ile vektdrel olarak gar-
palim ve sonra biitlin / ler Gizerinden toplam yapalim:

n n n
. d dL,  ;
Z(TIXP,)mZ‘a}“(T;XP!)S dr = L ==

=1 =l j==]

= RE XKD + 3 ¥ x Ky, (111.5.9)

i=1 i==1 j=1
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Bu ifidenin sagdaki en son terimini olusturan gifte toplamin, K,, = — K,, oldugu
da gbz oniinde bulundurulursa,
r, x K))+(r <Ky = (r,—r) X Ky (I11.5.10)

seklindeki terimierin toplamindan ibdret oldugu goritlmektedir. Halbuki r,—r;
= r,, vektdrii i-ninci noktadan j-ninci noktaya yonelmis bir vektdr olmakls
K;; vektdriine parale! olmaktadir. iki paralel vekidriin vektdrel carpimimin Szdes
olarak sifir olmast nedeniyle (111.5.10) ifadelerinin ve bunlardan olusan, (I111.3.9)
un en sagdaki teriminin de ¢zdes olarak sifir olacaklari besbellidir. Buna gore
(111.5.9) ifadesi de

‘;_I; N@ (IL5.11)

sekline girmis olur. Bu ise sistemin toplam ddnme impulsunun zamana gore tii-
revinin sisteme digaridan etkiyen kuvvetlerin toplam dénme momentine esit ol-
dugunu ifide etmektedir. Eger sisteme uygulanmig olan dig kuvvetlerin N@ top-
lam dénme momenti sifirsa (IH.5.11) bagintis1 bize, bu takdirde, sistemin top-
lam dénme impulsunun sibit olacagini gostermektedir (Toplam donme impulsu-
nun korunumu teoremi).

Sag yanlan sifir olduklarinda her biri bir korunum kaaniinuna yol agan gerek
(111.5.8), gerekse (IIL.5.11) ifadeleri vektorel ifideler olduklarindan, her bir bile-
sen icin ayrt bir korunum kaanfinu ifade etmek miimkiindir. Meseld (111.5.11)
i dik bir kartezyen koordinat sisteminde eksenlere dik izdiisiirerck bilescnlerine
ayirmis olalim. Eger N« toplam dénme momentinin x ve y bilesenleri sifirdan
farkh da meseld z bileseni sifir ise, bu takdirde

dL, dL dL _

= l} - —_ ) - — == 5.

7 N, it N @ T 0 (111.5.12)
olacagindan sistemin L toplam ddnme impulsu sddece z bileseni igin bir korunum
kaanlinuna yol agacaktir.

Simdi, gene, nokta sisteminin L toplam dénme impulsunu géz éaniine alalim.
O ile sistemin izife edildigi (¥) referans sisteminin crijinini; R ile sistemin (KM)
kiitle merkezinin yervektdriinii; r; ile i-ninci noktanin O ya gére, ve r,’ ile de aym
noktanmn (KM) kiitle merkezine gére yervektérlerini gosterelim (bk. Sekil: 1114).
Buna gbre ve
V = dRjdt, v, = dr//dl
vaz ederek
L=R+r: v,=V v (111.5.13)

olur. Buna gore sistemin L toplam dénme impulsunun ifadesi igin
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L=Yixp)=RIR+r) x mV+v)] =

i=1 fa=]

- NZ(R s m,V) + Z{ri' yomy V") -+ ( Z m; 1":') x ¥V +
i=l1

=1

peal

4+ R x %(i mr; ) == (R % Vim, ) -+ él(l}' ) -

f==l i=1

+(imm——Rim: )XV + Rx j{ (im,-rimltimi ) (F1L.5.14)

i==f i=1 f==l i==i

yazilir.

Sekil : I11L.4 — Esas referans sistemi ile (KA) kiitle
merkezine bagh referans sistemi arasidaki iligki.

(I11.5.14) iin son iki teriminde parantez igindeki ortak ifads (H1.5.5) ile ve-
rilmig olan kiitle markzzi tammina gore dzdes olarak sifir oldugundan, sistemin L
toplam dénme impulsunun ifddesi, sonunda,

L= (R x MV) + 3. (r/ X p;) (1IL5,15)

=]

olur. Bu ifide bir nokta sisteminin toplam dénme impulsunun, kiitle merkezine
indirgenmis sistcmin donme impulsu ile kiitle merkezinin etrafindaki hareketinin
toplam dénme impulsunun bileskesi olarak da yorumlanabilecegini gostermek-
tedir.

Hem Sekil : II1.4 den sezgisel olarak ve hem de (I11.5.15) den dogrudan dog-
ruya goériilebilecegi gibi, nokta sisteminin L toplam dénme impulsunua segilen
orijine baglt oldugu besbellidir.
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Kinetik enerji toplamecil {aditif} bir bitviikliktiir. Bu itibarla besbellidir ki
bir nokta sisteminin toplam kinetik enerjisi sistemi olusturan noktalarin teker
teker kinetik enerjilerinin toplamindan ibaret olacaktir :

1 .
T = vy 2 m;r> (111.5.16)

Eger (111.5.13) ile ortaya koymus oldugumuz degisken déniisiimimii bu ifideys
de uygulayacak olursak

= —2~Zm.(n + R)? = 2"“ (w2 -+ V?) + Zm .

sl =l

d(m.r; )

m%MV1+~%~§1:n51’2+R Z

olur. Halbuki son terim, kiitle merkezinin {111.5.5) tarumina goére

” dimx/) d " d { <

i==1 i=l

olmasi dolayisiyla sifirdir. Buna gére bir nokta sisteminin toplam kinetik enerjisi
T=Tim+ T = —— MV2+— ¥ mv,*? (H1.5.17)

olur; vini bir nokta sisteminin kingtik enerjisi, sistemin biitiin kiitlesi kiitle mer-
kezinde toplansayd: bunun haiz olaca@ kinetik enerjiyle her bir noktanm kiitle
merkezine nisbetle hareketi dolayisiyla haiz olacagi kinetik enerjilerin toplamina
esittir.

Bir nokta sistemine etkiyen hem i¢ kuvvetler ve hem de dis kuvvetler koru-
numiu kuvvetler ise, bu takdirde nokta sisteminin toplam enerjisinin korundugu,
yani zamana bagl olmaksizin sabit kaldig: gésterilebilir. (Sistemin toplam enerjisi-
nin korunumu kaaniinu). Bunu gostermek iizere, pene, sistemdeki /-ninci noktamn
(I111.5.1) ile verilmis olan hareket denklemine déniip bunun her iki yanim da r;dt
ile skaler olorak ¢arptiktan sonra biitiin noktalar liz.rinden toplam yapalim; buna
gore;

2 K .x; dt + 2 ZK,, r; dr —= Zr, . d(m;r) = 2-;— dimr?)  (I11.5.18)

f=1 =1 j=l =}

ifadesi elde edilmis olur. Bu ifidc kisaca 1 ve 2 ile gdsterecegimiz iki nokta ara-
sinda integre edilirse, r dt = dt{dr/dt) = dr olmas1 hasebiyle
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n 2 n n n 2

=7 [K,f").:!r,+2 YKy dn=3 [ ; d (m;x2)

i=11 i=1 j=1 I==1 1

n ] 2

=) [ 5, r? ] =T(2)—T() (111.5.19)
i=1 '

oldugu tesbit cdilmis olur. Bu isc zinde kuvvetler teoreminin nokta sistemlerine
genellestirilmis seklinden baska bir sey degildir,

Simdi, yukarida kabul ettigimiz gibi, efer sisteme uygulanan dis kuvvetler
korunumiu iseler bunlarin skaler bir fonksiyondan tiireyecckleri husfisundaki
genel sonuca bir kere daha dikkati ¢ekelim.

Buna gére U@ ilc K yi tiircten bir potansiycl fonksiyonunu gésterirsek

" 2

2 fl(,"“ dr; = Z [~ U@ 2) + UM (1)] = UD (1) — UD () (111.5.20)

yazilabilir. Ote yandan, eger sistemde noktalar arasmdaki K;; ic kuvvetleri

rij = i = A (0 X+ (i— piP A+ (2 — z;)? (111.5.21)
olmak iizere
Uy (rig) = Uy ey (H1.5.22)
bakisim (simetri) 6zelligini haiz bir potansiyclden tiirityorlarsa
K= —grad, U; , K = —grad; U;; = — K; (111.5.23)
olacaktir. Burada grad, ile bu gradyent operatdrimiin yalmzea 7 indisli degis-
kenleri etkiledigi anlatiimaktadir. K;; = — Kj; bagmmtilan da, nokta sisteminin

tamimina goére, /~ninci ve j-ninci noktalar arasindaki etkilesmenin NEWTONun
3. kaaninuna uygun olmasimn sonucudur. (I11.5.20-22) ye dayanarak

av; , 3 aly; al;; au
Kii.dr, + K, . o _aUy Lad/ B4 I
r, Kj dl'_, ( ax ay d az,» d a ay}
Uy, oy
— dU;
oz 5 ’

oldugu gorilliir. Buna gore noktalar arasindaki etkilegmede i¢ kuvvetlerin yep-
tklan i

i=1 j=I ==l j=I
m—%22%®+%22“m’ (11L.5.24)
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olur. Bu ifadedeki 1/2 katsayisi {I11.5.22) simetri Ozelligi dolaystyla ¢ift toplam-
daki terimlcrin iki misli sayilmis olmalarimn dniine gegmek igin zorunlu bir ted-
bir olarak ithal edilmis bulunmaktadir.

(111.5.20) vc (HL.5.24) i (I11.5.19) da yerlerine yerlestirecck olursak

" "

W,y = U(1) — U2) + R 2 Z u(l)__.k;_z z UiK2)

=l j==i

= T(Q)— T()

bulunur. Bu son ifideyi yeniden diizenleyerek de, séz konusu sartlar altinda bir
nokta sisteminin toplam enerjisinin korunacagimn ifadesi olan

n n

i _
T(1) + g U+ 5 ), ZU.,(U - T@ + v + - Ly ZUU(Z)
f==t je=1 i=1 j==1
(111.5.25)
bagmtis1 elde edilmis olur.
Biitiin bu miilahazalardan, bir nokta sistemi igin ayrica bir de

1 n n
U= ):U,,w + 5 )]‘ Zlv,j (T11.5.26)

J—.—.

seklinde bir toplam potansiyel enerji tanimlamanin miimkiin oldugu anlagimak-
tadir. (111.5.26) ifadesinin sagdaki ikinci terimine sistemin ic potansiyel enerjisi
adr verilir. Bu i¢ potansiyel enerji genellikle, sifirdan farklt ve zamana bagl ola-
rak degisen bir biiyiiklitktiir. Sistemi teskil eden noktalar arasindaki r;; uzaklik-
larmin zamandan bagimsiz olduklan kat: cisimler igin i¢ potansiyel enerji de sabit
olur; zird bir kati cisimde dr;; vektdrleri (r; nin zamana bagh olmamasi sebebiy-
le) ancak, r; vektorlerine ve dolayisiyla da rj; lerin dogrultusunda bulunan X;;
etkilesme kuvvetlerine dik olabilirler; bu itibarla kat1 cisim héalinde, bir nokta sis-
teminin i¢ (etkilesme) kuvvetlerinin yapacaklan is sifir ve dolayisiyla da ig potan-
siycl enerji de bir sabitten ibaret olmus olur.

Bir potansiyelin, tanim bagntisi gdz dniinde tutuldugunda, daimi bir sdbit
yaklasiklifityla belirlenebilmesi dolayisiyle bir kati cisim sdz konusu oldugunda
bunu olusturan noktalarin arasindaki etkilesmelerin tilredigi sibit potansiyel
daimé sifir segilebilir. Buna gdre bir kat1 cismin i potansivel enerjisinin sifir ol-
dugu kabul edilecektir.
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(I11.6) NOKTA SISTEMLERI ICIN VIRIYEL TEOREMI

Bir nokt*a sistcmi igin viriyel teoremini tesis etmek iizere, gene i-ninci nokta-
min (111.5.1) ile verilen hareket denklemini ele alip bunu her iki yamindan r; yer-
vektorityle skaler olarak garptikten sonra elde edilen ifadenin

n

d . .
7 (m;x; . v)—mr? = K9 r + Z Kj.r
jd
olacagmt gérmek kolaydir. Buradan, her iki yan1 —1/2 ile ¢arpip 7 ler lizerinden

de toplam yapilirsa

_— W-Z—;ﬁ(m,r, r) + = chl’r = — ‘—ZK"" I‘f—“‘ E EK; I

i=l i=1 j=i

olur. Simdi noktalarirs hareketlerinin sonlu bir uzay bdélgesinde vukuu buldukia-
rm varsaysrak bu ifidenin zamana gére ve belli bir - siiresi icin ortalamasini
alalim :

fZ d(mr; . x;) + — det — ——f{ K/, +Z Z K,,r,}dt
=1

i=1 =1 j=]
Buradan

mz{:{Z[m,r;(T) r; (1) —m; 1 (0) . ;,(0]}+ LN det

i=1

fl

mil—[{ZK(d)r,+Z ZK,; r,}dt (11L.6.1)

i=1 fe=q =l

yazilir. Solda birinci terim, eger hareket T periyodunu haiz ise, 6zdes olarak si-
firdir; yok eger hareket peryodik degilse hareketin sonlu bir bolgede vukuu bul-
mast sebebiyle buradaki terimler, 7 kafi derecede genis bir zaman arahgi olarak se-
gilerek (I11.6.1) in diger terimleri yamnda ihmal edilecek kadar kiigiik kilmabilir.
Buna gore

<T>=_-2—<me ) ZK,.,,;,.> (111.6.2)

i=| i=F j=l1

olur. Hareketin viriyeli bu ifidenin safinda, ortalama deger parantezi igindeki te-
rimdir. (}11.6.2) nin (111.4.5)1 Ozel hal olarak kabul ettigi gdzden kagmamalidir.

Simdi bunun Snemli bir uygulamas: olarak iizerilerinz disardan hi¢ bir kuv-
vetin etkimedidi fakat kendi aralarindaki etkilesmenin, C; = Cj; olmak sartiyla,
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KU — CU‘ (l‘, - rl)
Fyt Fij
seklinde ve dolayisiyla da
Uy =

seklinde bir potansiyelden tiiremekte oldugu nokta sistemi halini géz 6niine
alahim. Buna gore ve K4 = 0 (i = 1,2,...,n) olmasi sebebiyle (11£.6.2) nin sag
yaninu hesaplamak igin

Z 21(,; r = Z Z C”(L"i’)—r‘- (111.6.3)

-
=1 jmol i1 j=I i

yi géz oniine almak kafidir. (111.6.3) de i ve j indisleri sessiz indisler olmak hase-
biyle bunlari herhzangi baska sembollerle yeniden isimlendirecek olsak ifadenin
degeri ve anlami degiismez. Buna gore (I11.6.3) {in safinda / yerine j ve j yerine do §
yazarsak, Ci; = Cj; ve ri; = rj; olmast sebebiyle bu

+Z 2 c,, —r).% "') r (111.6.4)

"1
i=1 j=I !

olur. {I1L.6.3) iin sag yammmin yars: (HL.6.4) iin yarsina eklenir ve (r; —r;).
(ri —r;) = r;* olduguna dikkat edilirse (II1.6.3), U ile toplam potansiye! ener-
jiyi gostercrek,

n n n n
Y, D Ky.r= —2 Z] é % = U (111.6.5)

i=1 j=1

sekline girer. Bu ifidenin toplam potansiyel enerji oldugu besbellidir; giinkii
Ci; = Cj; ve ry = ry bakigim &zelligi ve gifte toplam dolayisiyla Cj,/r;; ler hep iki
kere sayilmakta ve bundan Otiirii de sonucu 2 ye bélmek zorunlu olmakiadir.

(I11.6.5) in 15181 altinda ve (I11.6.2) ye gbre bu Szel hal igin viriyel teoreminin

(UY=—2 T (111.6.6)

seklinde olacagi anlagilmis olur, Bu sonu¢ (111.4.7) ile karsilastirdmalidir,

ALISTIRMALAR VE PROBLEMLER

II1.1. Uygulandig: nokta bir daire yay: gizerken kendisi bu yaya her an teget ka-
lan bir K kuvvetinin, bu yay: orijinden itibaren belirleyen a agisimin fonksiyonu
olarak yaptifi isi bulunuz.
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IIL2. Bir yiikii yukar: kaldirmak igin bir isgi, bir ¢ikrigin kolunu s&bit bir 10 kg
Ik kuvvetle cevirmektedir. Kolun yarigapinin 0,3 m oldugu bilindigine gore ko-
lun 10 kere dondiirilmesiyle yapilan is ne olacaktir ?

II1.3. OA = d uzunlugunda ve kiitlesi ihmdl edilebilen bir gubuk O dan gegen
bir (A} ekseni etrafinda sbit bir w agisal hiziyla dénmektedir, Cubugun A ucun-

T
da m kiitleli bir maddesel nokta bulunmaktadir. w agisal hizy ile (A ,04) = 0

arasmdaki bagmtiyr tesis ediniz.

IIL4. Yagmurlu bir havada yatay bir yolda ilerlerken m, kiitleli bir vagonun
kiitlesi, igine diisen yagmurun birikimi dolayisstyla zaman birimi bagina diizgiin
bir bigimde k kadar artmaktadir. Vagonun baslangic huzi v, ve tekerleklerimin
yola siirtiinmesi dolayisiyla vagona etkiyen siirtiinme direnci de agirhgimn (c<<1
o'mak iizere) ¢ misline esit ise vagon duruncaya kadar gegecek olan zamam he-
saplayimiz.

HLS. L uzunlugunda ve wzuniuk birimi basina kiitlesi my olan bir zincirin ucuna
bir M kiitlesi baghidir. Acaba bu M kiitlesini ne gibi bir ¥V, hiziyla yukar: firlat-
latmalhidir ki, havanin direnci g6z 6niinde tutulmadifinda, eristigi en bityiik yiik-
seklik zincirin uzunluguna esit olsun?

IIL.6. Yatay eksenli bir makara Gizerinden gegen bir ipin bir ucu yatay bir diiz-
lemdeki agir ve homogen bir zincire bagh olup, diger ucunda da kiitlesi M olan
bir cisim bulunmaktadir. Zincirin z metre kadarinin yiikselebilmesi icin M kiit-
lesinin v(z) hizi ne olmahdir? Biitlin zincirin yatay diizlemi terketmesi &ninda
v(L) ne olacaktir?

L7. m, baslangig kitleli bir fiize her saniye yakitindan 1 kg kadarim yakmak-
tadir. Yanmug yakitin gazlart flizeyi # hziyla terketmektedirler. Fiizenin diisey
dogrultusunda yiikseldigi ve g nin de degismedigi kabul edilmektedir.

1) Filzenin ¢ &nindaki 4 ivmesini hesaplaymiz.

2) Yakitin kiitlesinin M = 0,9 m,, fiizenin baglangic ivmesinin g = 9,8 m/s*
ve u = 4000 m/s oldupunu g6z Oniinde tutarak yanma siirgsini hesaplaymniz.
TIL.8. Hig bir esneklifi olmayan iki kiire aym yaricap ve sirasiyla m, ve m, kiit-
lelerini haiz olarak v, ve v, hizlariyla aym bir dogrultuda hareket ederlerken kar-

silagmaktadirlar. Esnek olmayislan, ¢carpismadan sonra her ikisinin de beraberce
hareket etmelerine secbep olmaktadir.

1) Carpismadan sonraki ortak v hzim hesaplayiz.
2) Carpismadaki kinetik enerji kaybini hesaplayimiz ve
ay my=m, , Vp=—V

by m=m;, , v,=0

Ozel hillerini inceleyiniz.
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IILY. Aynm: yaricapr ve sirastyla m, ve m, kiitleleriyle v, ve v, hizlanm haiz iki
esnek top kargilagiyorlar. Tamimen esnek oldugu varsayilan ¢arpismadan sonra
hizlan sirasiyla v,” ve v,” degerlerini aliyor.

1) v, ve v, yii vy, vy, m ve mynin fonksiyonu olarak hesaplaymiz.

2) Su dzel hilleri imceleyiniz :
a) Y= -V, M = My
b) v, =0, m = m,;
c) v, =0,m» m;

d) vi =2v, , m, =2m,.

IH.10. 1) m kiitleli ve v hizli bir bilya diizlemsel sibit bir duvara carpmaktadir.
Carpigmamn tamiamen esnek bir garpigma oldugu ve hi¢ bir siirtiinmenin vukuu

bulmadifn kabul edilmektedir. Bu takdirde bilyamin ¢arpisma sonrasi yinii ne
olacaktir?

2) Ayni bir dogrultuda duvarin {istiine saniyede » adet 6zdes bilya carparsa
bunlarin duvar iizerinde yaptiklar: basing ne olur ?

3) Bilyalarin her ydnden geldikleri ve ortalama hizlarimin v oldugu kabul
edilirse, bu takdirde duvar {izerindek: basinglar ne olur ?

HIL.11. Bir bilyamin yerde sigradifn zaman, K = sdbit<<1 olmak iizere, yere ¢arp-

madan oOnceki kinetik enerjisinin K? kesri kadanm muhafaza ettigi kabul edil-
mektedir. Buna gore

1) Bilya ilk hizsiz olarak bir /4, yiiksekliginden birakddifinda s-ninci sigra-
madan sonra acaba hangi yiikseklige erisir ?

2) n-ninci sigrama hangi ¢+ Aninda vokuu bulur ?

3) Ne kadarhk bir zaman siiresi sonunda bilyamn artik hareketsiz kalacag
6n goriilebilir ?

IIL12. S&bit bir m kiitleli nokta, x-ekseni boyunca, U(x) potansiyelinden ftiire-
yen korunumlu bir kuvvet alami icinde hareket etmektedir. Eger nokta x; ve x,

noktalarinda sirasiyla ¢, ve £, dnlarinda bulunuyorsa x, den x, ye gidinceye ka-
damgecen zamani hesaplayimz.

NL13. K = (p%* —6xz") e, -+ 2xyzie, + (3x)? 22— 6x%2) e,  kuvvetinin koru-
numlu bir kuvvet alamini temsil ettigini gosteriniz.

II1.14. m kiitleli bir nokta (x, y} dilizleminde yer vekt&rii

r=acoswle + bcosuwre,

olacak sekilde hareket etmektedir. (¢ ve b : sdbir; r: zaman depiskeni)
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1) Yériingenin bir elips oldufunu gosteriniz.

2) Noktayz etkiyen kuvvetin merkezil bir kuvvet oldugunu gdsteriniz,

3) Bu kuvvetin korunumliu bir kuvvet alamn temsil cttigini gdsteriniz.

4) Noktanin potansiyel encrjisinin ifidesini tesis ediniz.

5) Noktanin toplam enerjisinin sibit oldugunu gdsteriniz.

6) Noktanin orijine gére kuvvet momentini ve dénme momentini hesapla-
YINIZ.

I.15. K = 24t% e, + (36 — 16)e, — 12t e; kuvvetinin etkisi altinda r, = 3e,
— €, + 4e, ve vy = b6e, + 15e¢, — 8e, baslangig sartlariyla hareket eden m Kkiit-
leli bir noktanin orijine gére kuvvet momentini ve agisal momentini hesaplayimz.

IL.16. K = x?yz e; — xyz%eq kuvvetinin olugturdugu kuvvet alanmin korunum-
lu olmadigim gdsteriniz.

.17, Bir kuvvet alam, k pozitif bir say1 olmak tizere
K:—-—-gl'ﬁdU(I'), U(I‘)m%s

bagintilaniyla belirlenmis bulunmaktadir. Bu takdirde
a#Uu  *U  JFU

axz "I— BJ}Z + azz - AUH:()
oldufunu gosteriniz.
1I1.18. r? = x? + y* + z? olmak iizere bir
|

U =

r

potansiyel fonksiyonundan tiirzyen K kuvvetinin bilesenlerini ve Oz eksenine go-
re momentini hesaplaymiz.

HIL.19. Bilesenleri

2 __
PRl A

TR =

ile verilen bir kuvvet alaninin tiiredigi & potansiyelini bulup kuvvet gizgilerinin
denklemlerini tesis ediniz.

L20. K=(x2+ ) (x— e, + (2 + ) (x+ p) e, + 2% kuvvet alanmn
kuvvet ¢izgilerinin denklemlerini silindirik koordinat sistzminde (r, ¢, z) cinsin-
den yazimz.

I11.21. Bilegenleri

xz? yz? 22(x2 4+ Yy + 22
P > ’.3 » - - r3
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ile verilmis bir kuvvet alaninm bir potansiyelden tiiredigini gbsterip bu potansi-
yeli tesbit ediniz.

HI.22. Bir P noktasinin yoriingesi parsmetrik olarak
xp=1, x2—3p% = 2 {t : zaman degiskeni)
bagintdariyla verilmis bulunmaktadir.

1) P nin ivme vektdriinit tesbit ediniz.
. P i
2) Ivmenin x ve y bilesenlerini OP = r ve (Ox, OP) = ¢ cinsinden ifade
ediniz.
3) P noktasina bu ivmyi veren kuvvetin bir potansiyel fonksiyonundan tii-
reyip tiiremedigini tesbit ediniz.

II1.23. m kiitleli bir nokta R yaricaph bir kiirenin bir meridyen dairesi boyunca
stirtinmesiz kaymakta olup hareketine, ilk hizsiz olarak z; = R cos 8 noktasin-
dan baslamis bulunmaktadir. Kiire yiizeyinin noktaya gobsterdigi D direncinin
daima kiire yiizeyine dik kaldigi kabul edilmektedir.

a) Enerjinin korundugunun ifidesini yazip sebebini agiklayimz.

b) Dinamigin temel denklemini yazip bundan D yi 0 ve 0, mn (veyd z ve
z, in) fonksiyonu olarak tesbit ediniz.

¢) Goz Sniine alinan nokta belirli bir z, = R cos 8, degeri i¢in kiire yiizeyini
terkedecektir. Bu noktayr bulunuz,

11L.24. Sekil : 1I1.5 deki gibi bir araba R yanigaph halka biciminde bir kisimla son
bulan bir yol iizerinde siirtiinmesiz olarak hareket etmektedir. Bu araba z, yiik-
sekligindeki M, noktasindan ilk hizsiz birakilmak-
tadir. Bu takdirde:

a) Halkanin z yitksekligindeki noktasinda ara-
banin hizint ve halkanin arabaya direncini hesap-
laymiz;

Sekil - LILS, b) Arabamn diigmemesi igin z, en az hangi de-
geri haiz olmahdir?
I11.25. Sabit bir O noktasmma yoénelik bir merkezil kuvvetin etkisi altinda bir ti-
necik O dan gegen bir dairesel ySriingeyi haiz olursa buna etkiyen kuvvetin ve bu
kuvvetin tiiredigi potansiyelin ifddelerini tesis edimiz.

11.26. m kiitleli bir P noktasi & yar tepe agih, O tepeli ve Oz eksenli dénel bir
koninin i¢ yiizeyinde siirtiinmesiz olarsk Arzin ¢ekim alaninda hareket etmek-
tedir.

1) P nin hareketinin birbirlerinden bafimsiz iki integralini bulunuz.
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2) Pnin f == 0 igin z, kotu ile 90 agisal hizinm sifirdan farkli oldugu var-
sayiliyor. Bu takdirde acaba P noktast O tepesine eriscbilir mi?

3) P nin harcketi sirasinda - kotunun daima sonlu kalacagint gdsteriniz.

4) Oz eksenli daircsel y6riingelerin varlifini g6steriniz.

1IL27. Maddesel bir nokta gibi kabul edilebilen m kiitleli bir M
bilyas1 » yarigapli dikey bir ¢emberin iginde siirtiinmesiz olarak
hareket etmektedir. Bu ¢ember dikey ¢api etrafinda sabit bir
w agisal hiziyla déndiginde M bilyasinin gembere gére denge
durumiarim tdyin edip kararlihklarn inceleyiniz.

111.28. Yalmizea kendi agirhginin etkisiyle bir egriye bagh ola-
rak hareket eden m kiitleli bir nokta g6z &niine alinmaktadir.
Hareketin, frekansi genliginden bagimsiz bir hareket olmast
icin bu egrinin parametrik denklemleri ne olmalidir? (Totok-
ron hareket). Sekil : HL.6.

I11.29. Sabit bir O noktasina tesbit edilmis sabit bir / vzunlugundaki bir ip ile
bir m kiitlesinin olusturdugu kilresel sarkacin hareketini inceleyiniz.

IIL.30. O orijinli dik bir kartezyen referans sisteminde orijinden d,,d,...., d,
uzakhiklarinda sirasiyla m, , m, ..., m, kiitleli » tdnecikten olusan bir nokta sis-
temi g6z dniine aliniyor.

Bu sistemin U potansiyel enerjisi efer (x,,x;,..., X, ; V1 Vs 000 Vo3 21,
23 ,.-., Z,) koordinatlarinin k-ninc1 dereceden homogen bir fonksiyonu ise siste-
min E toplam mekanik enetjisinin

1 @ ,\, k+2
E%ﬂ4u£—ft—z(2m.-di)+w2 U

i=l

seklinde ifide edilebilecegini gdsteriniz.

HL31. m kiitleli bir tdnecik bir U = U(r) potansiyelinden tiireyen bir merkezil
kuvvet alaninda bulunsun. Bu takdirde:

1) t zaman degiskenini sidece r defiskenine, E mekanik enerjisine, m kiit-
lesine ve agisal impulsun C degerine baglt bir integral aracihigiyla ifide ediniz.

2) 0 kutup agisimt da r, E, m ve C nin fonksiyonu olarak ifide ediniz.

3) rnin r, =r=r, olmak sartiyla yalmz r, ve r, gibi iki deger arasinda de-
gismesi halinde yoriingenin kendi iistiine kapanabilmesi sartim ifide ediniz.
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IM.32. m kiitleli ve v, izl bir tdnecik potansiyel enerjisinin sibit bir U, dege-
rine esit oldugu bir yanim uzaydan potansiyel enerjisinin gene sabit fakat bir
U, = U, degerine esit oldugu bir yari uzaya gegmektedir,

Bu takdirde tdnecigin degisen y&ninii

hesaplayiniz.
/8 u,

v ITIL33. m kiitleli bir P noktas: sibit bir O

.(J_/'b/' noktasi tarafindan

K=—k.OP=—kx = — mulx

kuvvetiyle gekilmektedir.

1) P nin hareket denklemini tesbit edi-

@ nizZ.
Sekil : I1L7. 2) K mn tiredigi U potansiyelini bulu-
nuz. ’

3) + =0 aninda P noktasinmn OP, = x, olmak iizere bir P, noktasinda ve
hizinin da v, oldugu baslangi¢ sartlar1 altinda,

a) P nin mekanik enerjisinin ve potansiyel enerjisinin ifidelerini bulunuz,

b) Yoriingenin OA = ) olmak iizere bir A noktasinda P nin hizt sifir ise U
nun ifidesinin ne oldugunu tesbit ediniz.

¢) P nin hareket denklemini bu verilerle yeniden tesis ediniz.

I1L.34. Aym bir vy hizin1 haiz bir nétron demeti (siikGnette bulunduklan varsa-
yilan) 6nce hidrojen ¢ekirdekleri, sonra da azot ¢ekirdekleri iizerine ySnlendiri-
liyor. Firlayan protonlarin ve azotlarin maksimum hizlanmn, sirasiyla, ¥p ve ¥4
ve ¥Vp/V4 4 7 oldugu tesbit ediliyvor. Bu takdirde nétronlarin yaklasik kiitlesini
tdyin ediniz.

IT.35. M kiitleli ve V, luzht agir bir tinecik sitklinetteki hafif bir m kitleli ta-
necife ¢arptifinda maruz kalacafi maksimum sapma ne olabilir?

I11.36. M ve m Xkiitleli iki tinecik aym bir dogru iizerinde sirasiyla V|, ve v, huz-
lanyla hareket ediyorlar. Bunlarin ¢arpigmalan ve garpigmadan sonra gene ayni
dogru iizerinde hareketlerine devam etmeleri sarti alinda haiz olacaklan ¥, ve
v, hizlarini tayin edip durumu tartisimiz,

IIL37. M kiitleli tek atomlu bir molekiil ile herbiri m/2 kiitleli iki atomdan olu-
san m kiitleli ¢ift atomlu bir molekiiliin ¢arpiymast géz oniine alimiyor. Cift atom-
lu molekiildeki kimyasal bagin k sibitli bir yayla temsil edilebilecegi kabul edil-
mektedir, '

Meseleyi basitlestirmek igin su varsayimlar yapilmaktadir :
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a) Goz onlne alinan her ii¢ kiitlenin hareketi de aym bir dogrusal ydriinge
tizerinde vukuu bulmaktadir (hizlar, yonlendirilmis dogru Gzerinde cebirsel ola-
rak degerlendirileceklerdir).

m2 m2
O WIRG — — = =~ — =
1ok & L
e e I "
Sekil : 1118,

b) V, ve v, ile garmismadan Once, sirasiyla, tek atomlu ve ¢ift atomlu mo-
lekiillerin hzim1 gostermek iizere segilecek referans sistemi her iki molekiiliin kiit-
le merkezini (KM) orijin olarak kabul eden sistem olacaktir.

Bu takdirde

1) Tek atomlu molekiiliin ¢ift atomlu molekiiliin atcmlarindan biriyle gar-
pismast esnasinda kimyasal bagin etkisinin ihmaél edilebilecegini kabul ederek
her ii¢ kiitlenin de ¢arpisma sonrasi hizlarim hesaplayimz.

2) Bir molekiilden digerine iletilen impuls ve enerjiyi hesaplayip, bununla
esnek carpisma arasindaki farki belirtiniz.

3) Cift atomlu molekilin enerjisinin méahiyetini agiklayimz.

NL38. m, = 3 gramlik bir kiitle (1,0, —1), m, = 5 gramhk bir kiitle (-2, I, 3)
ve m, = 2 gramhk bir kiitle de (3, —1, 1) noktalarinda bulunmaktadirlar. Bu
ii¢ kiitlenin olusturdugu sistemin kiitle merkezinin koordinatiarimi bulunuz,

HL39. Birbirlerine nazaran v hiziyla hareket eden m; ve m, kiitlesini haiz 1ki
tanecigin kiitle merkezlerinin hizi 'V dir. Sistemin toplam kinetik enerjisinin,
M = m, + m, toplam kiitle ve p = m;m,/(m, + m,} de indirgenmis kiitle olmak
izere,

__1 2 i 2
T =y MV i

ile ifade edilebilecegini gbsteriniz.

I40. my =2, m, = 1 ve m; == 3 kiitlelerini haiz U¢ tdnecigin yervektorleri
sitasiyla r, = 5te, — 2%, + (3t —2)e;, 1, = (2t —3)e; + {12 —51%) e, +
+ @4+ 6r—3tYe,ver, = (2t — 1) e, + (12 2) e, — e, ile verilmis olup ¢
ile de zaman degiskeni gosterilmektedir. Bu takdirde ¢ = 1 aninda sistemin kiitle
merkezinin hizim ve toplam impuisunu tiyin ediniz.



IV. BOLUM

EVRENSEL CEKIM
(GRAVITASYON)

(IV.1) GEZEGENLERIN HAREKETLERININ DINAMIK OZELLIKLER]

KEPLER’in gezegenlerin Giines etrafindaki hareketleriyle ilgili Gi¢ kinematik

kuralindan, bir gezegenin ivmesinin
am—iﬁf—aep (1.15.14)
p

seklinde oldugunu (1.15) alt-bolimtinde ¢ikarmustik. oo nin biitiin gezegenler igin
aynit deferi haiz bir sibiti temsil ettigi bu ifdde, gezegenin ivmesinin merkezil
bir ivme oldugunu ve daima Giinese yonelik bulundugunu gdstermektedir.

Iginde olusan termoniikleer tepkimeler aracilifiyla her an civarindaki uzaya
saldif1 enerji ve kiitle mikdarinin kendi toplam kiitlesi yaninda ihmal edilecek
kadar kii¢iik oldugunu varsayarak, ¢ok uzun bir zaman stiresi iginde olmak iizere
ve ¢ok bityiik bir yaklasiklikla, Giinesin kiitlesinin sabit oldugu kabu! edilebilir.
Buna gbre ve M ile de Giinesin kiitlesini gdstererek

Ante, = GM (IV.1.1)

vaz etmek siiretiyle ve biitiin gezegenler igin gegerli bir G sibiti tammlanabilir,
Boylelikle gezegenin ivmesi igin de

GM,,
P2

e, (IV.1.2)

yazilir.

Kiitlest 7 olan bir gezegen goz Oniine alindifinda buna (IV.1.2) ivmesini
veren kuvvetin de

K(p) = —

GM, o7 e, (IV.1.3)

112
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den ibéret ve daima Giinese yOnelik merkezil bir kuvvet oldugu besbellidir. Bu
kuvvet, ifadesinde, hem Giinesin ve hem de géz Sniine alinan gezegenin kiitleleri-
ni simetrik bir bicimde igerdigi igin Giinesin gezegene uyguladidi bir cekim kuv-
veti olarak yorumlanabilecegi gibi kezd gezegenin Giinese uyguladifn bir ¢ekim
kuvveti olarak da yorumlanabilir. En dogrusu, (I1V.1.3) iin, Giines ile gezegen ara-
sindeki etkilesmeyi gOsteren kuvvet oldufunu sdylemektir. Bu etkilesme karsi-
likly bir ¢ekim {gravitasyon) gérintimiindedir.

Simdi, kuvvet bilindigine gore, bunun etkisi altinda gezegenin potansiyel
encrjisi ne olacakuir, onu hesaplayalim. Once (1V.1.3) ile ifide olunan kuvvetin
gercekten de korunumlu bir kuvvet alani olusturdugunun ortaya konmasi gere-
kir. Bilindigi gibi bir K kuvvetinin korunumlu bir kuvvet alant olusturmasinin
sartt rot K = 0 olmasidir. Silindirtk koordinatlarda, gergektien de,

€ pe, e,
_ 1 8 @ 3 |_,
rUtKﬂV)‘(K——" P ap 3 az
GM.m
_ ~

dir, Buna gore (1V.1.3) iin olusturdugu alan korunumlu bir kuvvet alanmdir, ve

K(p) = — grad U(p)

olacak sekilde bir U(p) potansiyel fonksiyonu var demektir. (Hatirlatma: v x K==0
ise, v xvU=0 olmasmdan K == gU yazilabilir).

Son ifidenin her iki yani skaler olarak e, ile carpilirsa

du

K.e,=—(gradU).e, — K(p)z_?;

ve buradan da

GM - M -
wwjf 9 dp = —== 2 1.8

bulunur. Potansiyel fonksiyonunun daima bir sabit yaklagiklifayla belirlenebile-
cefi burada somut olarak karsimiza gikmaktadir. Ancak bu 6zel hilde p—>co
icin U(p)-»0 vaz ederck potansiyel fonksiyonunu normalize etmek mitmkiindiir.
Bu sariin uygulanmas: integrasyon sabitinin sifir olmasimi saglar. Buna gére
bir gezegenin potansiyel enerjisi

GM . m
Up) =—-—2

(IV.1.9)

dur.
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Gezegen noktasal olarak kabul edilirse ydriingesi lizerinde haiz oldugu kine-
tik enerji, kutupsal koordinatlarda hiz ifidesinin (1.4.9) ile verilmis oldugunu da
g6z Gniinde tutarak,

m .
T =5+ 99"
olacaktir. Gezegenin korunumliu bir kuvvet alammn etkisi altinda bulunmas:
dolayisiyla mekanik enerjisi korunacak, yini

GMom

T+ U= gm(ﬁz + p??) — = £ = sdbit (IV.1.5)

olacaktir, Simdi, gezegenin £ mekanik enerjisinin gercekten de sébit oldugunu
gisterecegiz.

yazilabileceginden (I1V.1.5)

mJfdp\? ., 5., GM . m
. — e ..
sz[(d‘p)cp + g2 o (IV.1.6}

yazilabihir. Halbuki KEPLER’in alanlar kaaninuna goére bir gezegen igin, ve
(I1.15.13) ile (IV.1.1) i de g6z Oniinde tutarak,

p?9p =C veyd Cl=4nlap=GM- p=p*p? (IV.1.7)
dir. Buna gére (I1V.1.6)
_ /dp \* | 1 GMm
E = — GMomp [ (3&7) o + 92] - (IV.1.8)

sekiine girer. Ote yandan bir gezegenin yoriingesinin kutupsal koordinatlardaki
ifidesi (1.15.1) ile verilmistir :

P

plp) = Tecosg ' (L15.1)
Buradan, kolaylikla,
p dp . 1 fap\> & ., |
£ L = — esin y =3l 55— = — sin
e’ do AT (drp) 7o e
: 1 , \ (IV.1.9)
ra = FM%COS(p —1»%(:052(9

oldugu hesaplamr. (1.15.1) ve (IV.1.9) formiilleri yardimiyla (IV.1.8) ifadesi; e
digmerkezligi, p parametresi ve elipsin a biiyiik ekseni arasindaki bafintiy1 veren
(1.15.2) formiliinii de gz 6ninde futarak
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M_GM@m

E = a

(IV.1.10)

seklini alir. Belirli bir gezegen igin m ve a sabit olduklanndan ve ayrica G ve M,
de biitiin gezegenler i¢in sdbit olduklarindan gezegenin mekanik encrjisinin ger-
gekten de korundugu béylece bilfiil ortaya konulmus olmaktadir.

(IV.1.10) sonucu bir gezegenin toplam enerjisinin, yalnizca, gezegenin elip-
sel ydériingesinin biiyiik ekseninin bir fonksiyonu oldufunu ortaya koymaktadir.
Fakat bilindigi gibi ayni bir a degerini bilyiik eksen olarak kabul eden, ve bun-
larin arasinda a yaricapl dairenin de bulundugu, (ve herbiri p parametresiyle e
digmerkezliginin farklt degerleriyle birbirlerinden farkeden) oo? adet miimkiin
elips var oldufundan bunlarin her biri i¢in demek ki gezegenin toplam enerjisi
ayn bir sibit E degerini haiz olacaktir. Bu sonug klasik atom mekaniginde pekgok
hesaplan kolaylastiran bir husus olmustur.

(IV.1.10) ifadesindeki negatif isdret potansiyel enerjinin, sonsuzda sifira git-
mesine karsilik, sonlu uzakhiklar igin kinetik enerjiden mutlak degerce daha bii-
yiikk olmesindan dogmaktadir.

(IV.2) GEZEGENLERIN HAREKETLERININ KINEMATIK OZELLIKLERI:
MUMKUN YORUNGELER.

Simdi (IV.1.3) kuvvetinin etkisi alunda Giinesin civarindaki bir gezegenin
veyd Giines sistemine bagh bir bagka gk cisminin yegine mimkiin ydriingeleri-
nin elipsler mi oldugunu arastiracagiz. Bunun igin, gdz dniine alacagimiz gok cis-
minin kiitlesini gene m ile g&stermekte devam edecegiz.

Gz oniine alinan g6k cisminin belirli bir Andaki (meseld keyfi olarak secilen
zaman orijininde yani ¢ = 0 daki) hiz1 v, ve Giinese olan uzakhg: da p, olsun. Bu
takdirde (IV.1.3) kuvvetinin olusturdugu korunumlu kuvvet alan i¢in toplam ener-
jisinin korunmakta oldugunu yazarsak

I(r) + U(r) = T(0) + U(0)
veyd (IV.1.5) i de gbz Oniinde tutarak bu

CMom 1 my,2 — GMgm
p 2 Pa

1 . .
- mE* £ 0" 0" —

olur. (IV.1.7) bagintiler1 gbz Oniinde tutularak bu ifide

2
LGM@m,,[(d_p)i J_]_wzimﬂj%m

2 dop| p* = p? p 2 Po

sekline sokulur; buradan da kolaylikla
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d
GMy p pg—

dp =

!(‘;02-—-»—- 2GM@)+ 2GM@ WGM@p

V Po P p*

oldugu bulunur. Bu ifidenin integrasyonunu kolaylastirmak icin u=1/p vaz ede-
lim; buna gére du = — dp/p® olur; ve
—_— du
dop = —\/GM,p — —_— — (IV.2.1)
\/ (voz— ——-—-“—’-—) + QGM )u — (GM . p) 1

Po

yazihr. Ote yandan
b—cx

———f ax = 1 arc Cos ———————
Va -+ 2bx — cx? Ve vV B2+ ac

oldugu kolayca tahkik edildiginden, ve ¢, ile bir integrasyon sabitini gbstererek,
(IV.2.1) den

1 ? A

p p
P + @ = arc cos—-= = arc ¢o§ ~— ([V.2.2)

=22 — 26Mq ¢
GM, ? Po
veyi
p(p) — L (1v.2.3)
1—ecos (@ + @)

bulunmus olur. Bu ifade kutupsal koordinatlarda p parametresini ve e dismerkez-
ligini haiz bir konigi temsii eder.

Eger e digmerkezlii 1 den kiigiikse bu konik bir elipstir :

/
_ p ., 2GM
e V1+G”@ (vo— - < 1.

Bu esitsizlikten, derhil,

bulunur; veyd bu son esitsizligin her iki yanini da g6k cisminin m kiitlesinin ya-~
risiyla g¢arparak,
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i GM_ . m
mv? < —2

2 Po
esitsizligi gerceklestigi vakit, yAni gok cisminin belirli bir dndaki kinetik enerjisi
o Andaki potansiyel enerjisinden kii¢iik ise yoriingesinin, odaklarindan birinde
Giinesin bulundugu bir elips olacag aniasilir.

e = | yoriingenin bir parabol ve ¢ > 1 de yoriingenin bir hiperbol oldu-
guna deldlet eder. Béylece sonuglan 6zetlersek

ELiPS e <1 — 1 vyt << M., m
2 Po
PARABOL : ¢ =} - % my? = G“: oL (IV.2.4)
4

HIiPERBOL :¢ > | — —;_— my,? >> @fﬂ
0

ofur. Kisacasi efer Ginegin civarindaki bir gok cisminin belirli bir dndaki kinetik
enerjisi potansiyel encrjisinden kiigiikse cismin ydriingesi bir elips; egitse bir parabol
ve eger biiyiikse bir hiperbol olur demektir,

Burada, kisaca, parabolik y&riingenin bu {i¢ cins yoériinge arasinda kararsiz
oldugu husiisuna dikkati ¢ekmek gerekir. Nitekim Giinesin civarinda bir gék cis-
minin belirli bir anda, parabolik bir y6riingenin sart1 olan mv?/2 = GM m/p,
bagintisim ger¢eklemis oldupunu diisiinsek bile gék cismi lizerinde civardaki ge-
zegenlerin veyd bagka gok cisimlerinin en ufak bir pertiirbasyonu dahi bu esith-
gin ya kinetik enerji ya da potansiyel enerji lehine derhil bozulmasina ve sonug ola-
rak da y6riingenin ya bir hiperbole, ya da bir elipse doniismesine yo! agacaktir,

(IV.3) EVRENSEL CEKIM KAANUNU

Giinesin etrafinda dolanan gezegenlerin hareketlerinin kinematik bir takum
ozelliklerini ifide eden KEPLER kaaniinlarinin Giinesin yakinlarinda nasil bir
ivme alam tammlanmasina yok agtiklarini (1.15) alt béliimiinde inceledik. (IV.1.2)
ile verilen bu fvme alammun m kiitleli bir gezegen igin de (IV.1.3} seklinde bir
kuvvet alam: gibi yorumlanacagimi ve bu yorumun igerdigi dinamik dzelliklere de
(IV.1 ve 2) alt béliimlerinde deginmis bulunmaktayiz,

Ozellikle (1V,1.3) formiiliiniin hem Giinesin ve hem de gbz 6niine alinan ge-
zegenin kiitlelerini simetrik bir bigimde icermis olmastyla sanki Giinegin gezegene
uyguladift bir gekim kuvvetini temsil ediyormus gibi yorumlanabildigi kadar,
ayni zamanda, sanki gezegenin de Giinese uyguladiin cekim kuvveti imis gibi
yorumlanabilmesinin de mitmkin oldufu keyfiyetine dikkati ¢ekmistik.
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Evrendeki sayilamivacak kadar kalabahk olan gdk cisimlerinden eninde so-
nunda ancak biri clan Giinesin yukarida kisaca 6zetlemis oldugumuz scnuglarin
tekeline sidhip olamiyacagin: ilk algiyan 1666 da NEWTON olmustur. NEWTON
bu sonuglarin yalmzca Giines ve gezegenler igin degil fakat evrendeki kiitleli bii-
tiin cisimler i¢in de gegerli oldufunu ve, artik G ile sidece Giines sistemi i¢in degil
fakat Giines sistemi de dahil biitiin Evren i¢in gegerli bir evrensel sdbiri gbstererek,
m, ve m, kiitleterini haiz r, ve r, yervektorlii noktasal iki cisim arasinda

mynm, Iy I

K=—¢ ———
|"|““‘1'2‘E2 lrl—rzl

(Va1

seklinde; yant her cismin kiitlesiyle diiz ve aralarindaki uzaklifin karesiyle de
ters orantili bir ¢ekim kuvvetinin var oldufunu Snermistir,

H.CAVENDISHin (1731-1810) G evrensel sdbitinin deferini tdyin etmek
iizere laboratuvarda gerceklestirmis oldugu deneyler hem, sonradan evrensel ¢e-
kim kaaniinu adim alan, NEWTON ’un bu Onerisinin gegerliligini ortaya koymus
ve hem de G nin degerini temin etmigtir :

G =6,67410"" kg™ m* 52

(Cavendish deneyi igin bk., meseld, K.ZUBER: Denel Fizik).

(IV.4.1) ile ifidesini bulmus olan evrensel ¢cekim kaandinu Arzin, gezegenlerin,
dogal ve yapay uydularin, kuyruklu yildizlarin hareketleninin ve gelgit olayinin
izahini temin etmis; incelenmelerine yol agrmig olup ayrica Neptiin ve Pliiton geze-
genlerinin gézlenmeden dénce kit iizerinde hesap sonucu kesfedilmeleri de gene
bu evrensel ¢ekim kaandinu sdyesinde olmugtur. Evrensel ¢ekim kaantnu yitdiz-
larin olusma teorisinde, galaksilerin dinamiginde ve gravitasyon dalgalarinin aras-
tirllmasinda biiyitk bir rol oynamaga devam etmektedir.

(IV.5) STATIK CEKIM ALANI (POTANSIYEL TEORISINE GIiRiS)

Sontu yayginhg haiz stikiinetteki cisimlerin olusturduklar ¢ekim alanlarina
statik gekim alaniari adi verilir. Boyle bir alamin uzayin belirli bir noktasindaki
degerini belirlemek iizere o noktada m = 1 gram kiitleli siikiinetteki bir test tdne-
cigi uzerine vyguladigl kuvvet olgiiliir.

Uzayda belirli bir O orijinine gore test tAneciginin yervektdriinii r, cismin
noktalarimin degisken yervektoriinii r'; cismin yogunlugunu p = p(r’), hacmim
V ile gdsterelim. Cismin bir sonsuz kiiciik &’r” hacim elemamndaki dm(x’) =p(r’).
d’r' kiitlesinin evrensel ¢ekim kaanununa gdre test pargacii iizerine icrd edecedi
¢ekim kuvveti
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Gdm(¥).1 r—7r

R e R ]

dir. Cismin r deki test parcacig zerindeki tiim etkisi, stiphesiz ki, cismi olugtu-
ran biitiin kiitle elemanlarinin ortak katkisiyla ortaya gikacaktir. Buna gére;

s=—[ff ¢ K% =

veyd e (r,r') = (r —r')/|r—1"| vaz ederek
. efr, ). ur)d

gw-——ijf d r)_’:,(lz) (IV.5.1)
v

Once, bir misa! olarak Sekil : V.1 deki gibi, @ yaricapli ve M toplam kiitleli
ince bir tel ¢emberin ekseni iizerindeki bir P noktasinda, ¢emberin olusturdugu
¢ekim alanimin siddetini hesaplayalim.

buiunur.

1)

€

Sekil : IV.1. — g yaricaph ve M kLiitleli ince bir cem- :7
berin, ekseni i{izerindeki bir P noktasinda olusgturdufu
cekim alam siddetinin hesaplanmasi.

OP =r, OQ =x', 00 =a, OP ==z, (A}

Uzunluk birimi basina telin kiitlesi

M

b= na

ve sonsuz kiigiik bir s yay elemanina tekaabiil eden kiitle de
M
dm = pds = pa d® = E—dtb

dir. Aynica problemin arzettii simetri dolayisiyla g nin P noktasinda (A) ekse-
nine dik bileseni olmiyacaktir.
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Diger yandan (r —1')/i r — r' | = e, nun r iizerindeki bileseni cos 6 dir. Buna
gbre P nokiasindaki ¢ekim kuvveu

ve cosl = zf|r-—1'|

oldugunu da goéz 6niinde tutarak

2=

* GMcosH GM:z
R B T b

=0

(Iv.5.2)

bulunur. Burada z, Sekil: 1V.1 den de apagik anlasildig gibi, cemberin merkeziyle
P noktast arasindaki uzakliktir.

Simdi, bir S digyiizeyinin sinirladig bir V hacrmim haiz dolu bir cisim goz
oniine alalim, U = U(r), ¢ekim alanim

g=—vU (Iv.5.3)

seklinde tiireten potansiyel fonksiyonu oimak iizere g alan vektoriine GAUSS
tecremini uygulayalim:

[[emNoyas= [ [ [dvemar—— [[[ avmav  av.5.a
s v A

olur. (IV.5.1) ve (IV.5.4) den

__fffAU(r)dV—- ; G[ff "(”)‘,‘(Z) dV’%N(r)dS
V

yazilir. Bu ifddenin sag yanindaki integraller hem issiiz ve hem de iisli biyiikliik-
ler Gizerinden alinmaktadirlar; ve neticede de bu ifidenin her iki yan:r da ayn: bir
sayrys verecektir. Su halde bu integraller bizim integrasyon defiskenlerine taktif-
miz isimlere veyd onlan gostermek igin segtigimiz sembollere bagh degildirler.
Buna gére son bagintiy1 bir kere daha ve bu sefer uygun bir bigimde yeniden di-
zenleyerek yazarsak

— AUmav = | | — G u® e{" f)iig’ as' ! av (1V.5.5)
[ aves = [ -ewen [T o

olur. Bu ifidede sag yanda parantez igindeki ifidenin integranti, tanumi geregi,
df) kat1 agisindan bagka bir sey degildir ; buna gére biitiin S kapah yiizeyi lizerin-
den integrali de 4w verir, Su hilde sonug olarak (IV.5.5) den

AU(r) = 4n G p(r) I (1V.5.6)
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ifadesi bulunur. POISSON denklemi denilen bu ikinci mertebeden kismi tirevli
diferansiyel denklem uzaydaki p(r) kittle dagliminin kendi tanim bdlgesi iginde
dogurdugu U = U(r) ¢ekim potansiyelini tiyin etmege yarar. Bilindigi gibi A, dik
kartezyen koordinatlar cinsinden,

ile verilen LAPLACE operatéridir.

Eger g6z oniine alinan V hacimh cismin disindaki ¢ekim alam hesaplanmak
istenirse, ¥ nin disinda p(r) = 0 olacagindan bu alan da

A U(r) =0 (IV.5.7)

seklindeki bir LAPLACE denkleminin ¢dziimii olacaktir.

(1V.5.6) ve (IV.5.7) denklemlerinin fiziksel durumlara uygun ¢Sziimlert
ancak uygun stnir gartlarmn énceden verilmis olmasi ve bu denklemlerin ¢6ziim-
leri arasindan bu sinir sartlarin gergekleyenlerin teshit edilmesiyle bulunur.

Belirli bir u(r) dagilimi sebebiyle olusan ¢ekim potansiyelinin tesbitine yara-
yan matematiksel yontemlerin tiimil “potansiyel teorisi”nin ugragidir. Potansiyel
teorisinde U(r) potansiyel fonksiyonu

1) biitiin uzayda kendisi de birinci mertebeden tiirevieri de tek degerli, sonlu
ve siirekli olacak, ve

2) sonsuzda, 4 ve B sonlu veyi sifir olan iki say1 olmak iizere,

lim Urr)=A4 ve lim 2 av _ B

| ri-eeo irimeo  dF

sartlarim gergekleyecek sekilde belirlenir.

Aslinda, simir gartlarini g6z 6niinde bulundurarak (IV.5.6) veya (IV.5.7) denk-
lemlerinin fiziksel olarak kabul edilebilir ¢éziimlerini tesbit etme islemi, kolay
birka¢ halin disinda, matematiksel giiglitkler arzeder. Biz bu gicliiklere burada
depinmekten kaginarak basit bir 6rnek aracihfiyla 6zel bir hal igin POISSON
denkleminin ¢dziimiinii elde edecek ve daha girift hallerin incelenmesini ve potan-
siyel teorisinin bazi ilging 6zelliklerini “Klasik Teorik Mekanik: Ciziimlii Problem
Kitabr” isimli eserimizde somut &rneklerle ele alacagiz.

ORNEK : y. = sibit yogunlukiu, M kiitleli ve R yaricaplt ici dolu bir kiirenin digm-
daki ve igindeki ¢cekim poransiyeli alammn bulunmas:,

Kiirenin disinda r>> R olmak iizere keyf7 bir P(r) noktasindaki alan, (IV.5.7)
LAPLACE denklemiyle belirlenmektedir. Kiire simetrik ve homogen bir cisim
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oldugundan ¢oziimiiniin de-yalmizca r radyal uzakhigina bagh olacag: agiktir. Kii-
resel koordinatiarda {IV.5.7) denklemi bu sartlarda

. 1 d(,dU,\
AUNj“O_*r’E{r??)HO

seklindedir. Bu denklemin integrasyonu, e ve § ile iki integrasyon sibitini-gés-
tererek,

wm=w%+& (r > R)

seklindedir. Gravitasyon potansiyelinin sonsuzda sifir olacagim bildigimizden
B = 0 olmasi gerektifii besbellidir. Ayrica kiirenin yiizeyi icin de, bilindigi tizere,

GM
UAR) = TR

olacagindan

GM
Ul =—=—=, (>R (1V.5.8)

oldugu anlasilmis olur.
$imdi, dolu kiirenin r<<R gibi bir i¢ noktasindaki gravitasyon potansiyeli ise

AUpr) =4rGp — 7[5 i(erU") = 4G

dr dr

seklindeki POISSON denkleminin ¢oziimlerinden biriyle belirienecektir. Gene
« ve B iki integrasyon sabiti olmak iizere, bu denklem derhil integre edilerek
genel ¢6ziim olarak
nGp , o
U,'(!') e “—3“'“—!’ -— T -+ l:.,l 5 (l' < .R) (IV.SQ)
bulunur. Bu o02 ¢éziim arasindan bizi ilgilendiren fiziksel durumu yansitam tes-
bit etmek i¢in sinir sartlanni uygulayacagiz. Burada samir, kitrenin siniridir: # == R,

Yukarida belirlenmisg genel sinir sartlanindan birincisi uyarinca r = R de hem
Ui(r) nin ve hem de dU;/dr nin siireklt olmalar; yéni r = R de

U (R) = U(R)
du, _{au; (1V.5.10)
(?)r: R o ( dr )r==R

bagintilarinin gergeklesmis olmasi gereklidir. (IV.5.8) ve (IV.5.9) aracihifryla (IV.
5.10) denklem sistemini ¢Ozersek
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_ Ak

M="3

oldugunu da gbz Oniinde tutarak

=0 ve T g

2 R

oldugu tesbit edilmis olur. (a = 0 oldugu ziten U () nin r == 0 da sonlu kalmas:
sartindan da derhal goérilebilirdi. )Buna gore r<<R igin aradifimiz ¢6zim de

OGM{3 1

nihai seklini almis ofur,

(IV.6.) POISSON DENKLEMININ FORMEL COZUMU
¢ ile bir diferansiyel operatérii gésterelim; ve
@ f(x) = k(r) (I1V.6.1)

de sag yanlt bir diferansiyel denklem olsun. Eger A(r) ile (IV.6.1) ¢ tekaabiil eden
sag yansiz homogen denklemin ¢Oziimii gosterilirse

@ h(r) = 0, (1V.6.2)
ve G(r,r')ile de sag yami 8(r — r'} seklinde bir DIRAC distribiisyonu ofan
GG, r)=8r—r1) (IV.6.3)

denkleminin ¢dziimii gdsterilirse (1V.6.1) sag yanl: diferansiyel denkleminin genel
¢Oziimiiniin

fr) = h(r) + f f f G@r ,v') k() d°r (IV.6.4)

seklinde olacagin1 gérmek kolaydir. Nitekim (IV.6.4) iin her iki yamna da €@
diferansiyel operattriinii uyguladifimizda

€ 1) = O h(r) + f [[ k). 066, 0y
veyéi
k(r) = 0+ f [[ keyse —ryar =k
bulunur.

G(r, r') fonksiyonuna GREEN fonksiyonu adi verilir, (GREEN fonksiyonu
hakkinda fazta bilgi icin bk. A. Y. 0ZEMRE: Fizikte Matematik Metotlar, s.
349, ITU Yaymlar1 No. 826; 1971).
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POISSON denkiemi de (IV.6.1) seklinde olup burada

dir. (IV.6.1) in genel ¢Oziimiinii formel olarak yazabilmek igin bu denkleme te-
kaabiil eden GREEN denkleminin ¢Oziimiinii bulmak gereklidir; ya da baska bir
deyimle (IV.6.1) in 6zel bir ¢6zimiinil bulmak gereklidir.

—
=

==

e — as,
w————
e

l Sekil : IV.2, — POISSON denkleminin GREEN for-
o miilit aracilifiyla ¢bzitlmesi hakkinda.

Bunu i¢in uzayda, i¢inde p, yarigaph kiiresel bir kovuk bulunan ve digan-
dan S,, iceriden’de S, yiizeyleriyle simrh bir V hacmunit gbz dniine alahm (bk. Se-
kil; 1V.2). p, yarigaph kiiresel kovugun merkezi olan P’ noktasimin yervektdrii-
nii ¥’ ve V¥ hacmindaki bir P noktasinin yervektdriinii de r ile gdsterip

1

T

@ (IV.6.5)

vazedelim. Bu ifidenin A® = 0 LAPLACE denklemini gercekleyen bir /far-
monik fonksiyon oldugu kolayca tahkik editir.

Simdi @ ve { siirekli, ve siirekli titrevleri olan iki fonksiyon o'mak iizere
bilindigi gibi GREEN teoremi bunlar arasinda

[[fevi—vvoya=[[@vs—iva).ss  avss)
d kS

seklinde bir bagintt oldugunu ifade etmektedir. Burada S ile ¥ hacmimi smnirlan-
diran kapali yiizey gosterilmektedir.

Simdi (IV.6.5) ile tammlanmis olan @ fonksiyonunun LAPLACE denkle-
mini gergekledigini de g6z Gniinde tutmak ve { yerine de
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v? Ulr) = 4G pir) (IvV.6.7)

POISSON denklemini gercekleyen U = U(r) potansiyel fonksiyonunu vazetmek
siretiyle (IV.6.6) GREEN formiilii

yil!'gigg?”“’ 4 61[1] Ely jr[ﬁ?EKQT U()v(rwiqfa].ds

(IV.6.8)

sekline girer. Sekil: V.2 g6z 6niine alinacak clursa bu ifidenin sag yammn, biri
S, digeri ise §, {izerinden alinmis olmak iizere iki integralden ibaret olmasi ge-
rektigi kolayca goriiliir. Once S| iizerinden alinan integrali goz oniine alip p,—>0
limitine gegelim :

- 11,_;30% f j _I._;:__.. f j Uv(l . ) ds, ; (1V.6.9)

Apagiktir ki pg—> O igin (v . U).dS, - (— aU/jar)p, . dS, olur; buradaki
eksi isdreti dS, vektSrel yilizey elemamimin p, yangaph kiirenin igine ydnelik
olmast sebebiyle bulunmaktadir. Buna gére (1V.6.9) un itk terimi igin, U nun
P’ deki tiirevi sonlu olmak sartiyla,

) ol |
lim . dS; — lim — (A p ) =0
o0 / f I r—— - ll,"ﬂ ( ar )P' p() ( & PU )

olacaktir. Ote yandan (IV.6.9) in ikinci terimi de

. . __,,__L_ ;' Q__ Ao L 2l _ ,
‘12:’210% ff Uv(lr———r’l) SW—)I.I,TD{ [U]p( pnz)4:rtp,[,S 4r U(r')
1

olacagindan (1V.6.8) ifadesi artik

wr) dr ,
4"fof = I

wo 1 |
— U —_— 1 . dS 1V.6.10
-+]j| MVOF_,) (1V.6.10)

r|

sekline girmis olur. Simdi (IV.6.10) un sag yamndaki integrali hesaplayabilmek
igin [r —r'|->c0 yapalim. Bu takdirde, potansiyel fonksiyonu ile tiirevlerinin
sonsuzda sifira gitmeleri sartindan &tiirii bu integralin sifira gidecegi gériliir. Su
halde geriye kalan
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Ur) = —G [[/ Ir”(') & (V.6.11)

__,rl

ifadesi (1V.6.7) POISSON denkleminin 6zel bir ¢éziimiinii teskil eder.

Bilindigi gibi sag yanh bir diferansiyel denklemin genel ¢6ziimii buna teka-
abill eden sag yansiz denklemin genel ¢éziimiine sag vanh denkiemin bir &zel ¢o-
zitmiinii eklemekle elde edilir. (IV.6.8) ifidesine bakildiginda bu agikga goriil-
mektedir. (1V.6.8) ile (IV.6.11) i bu anlaysisla karsilastirirsak, POISSON denk-
leminin biitiin uzay igcin GREEN fonksiyonunun

—G
v ¥

oldugu anlapiimaktadir. Su halde POISSON denkleminin genel ¢oziimii

vw =i —G [ [ [ (VL6.12)

seklindedir; A(r), burada, v24(r) = 0 denkleminin genel ¢dziimiini gosiermektedir.

G(r9rr) =

(Iv.7) UC AYRI KUTLE KAVRAMI

Bir cismi hareket ettiren (meseld gerilmis bir yaydaki gerilim gibi) bir kuvvet
verildiginde bu, cisme kitlesiyle ters orantilt bir a ivmesi kazandinr: Bu kiitleye
evlemsizlik kiitlesi ad1 verilir.

K

T M

(v.7.1)

Aym bir kuvvetinin iki ayr cisme kazandirdifs ivmeler de bunlarin herbirinin ey-

lemsizlik kiitlesiyle ters orantili olur. Nitekim K = M, a, ve K = M,* a, den
a M
z = Mo (1v.7.2)
olur,

Bir gravitasyon alaminda bir cismin tizerine alanmin etkidigi kuvvet ise kiitle
ile dogrudan dogruya orantthdir. Bu kiitleye 1se edilgen gravitasyon kiitlesi adi ve-
rilir. Boylece 1ki cisim iizerine etkiyen kuvvetler, g ile gravitasyon alanmin sid-
detini gostererek

Kl — Mledil grav g = — leedil grav g i
KZ — Mzedi[ grav g=— Mzedi[ grav g U

bagintilarindan
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K M edil grav
F(J; = Mlledﬂ grav UV73)

olur.

Ugiincii tiir kiitleye gelince buna da etken gravitasyon kiitlesi adi verilir ve
bu, bir cisim tarafindan olusturulan bir gravitasyon potansiyeli ile alan siddeti-
nin niceligini tdyin eder. NEWTONun gravitasyon kaanfinuna gore bir gravitas-
yon alannin potansiyeli

et grawv
U M (1V.7.4)

r

ve bundan tiireyen kuvvet alaninin siddeti de

G Mtk grav

— (IV.7.5)

dir.

Simdi eger Mtk £rav ve Mot grav Lkijtleli ki cisim Afedit £72v kiitleli bir
baska cisimden ayni bir uzaklikta bulunuyoriarsa bunifarn senuncu cisim iize-
rindeki gravitasyon kuvvetleri arasinda

&. M‘etk grav

(1V.7.6)

KZ Mzetk grav

seklinde bir oran bulunacaf apacgiktir.

Bu ii¢ tiirlii kiitlenin her birinin gerek kokeninin gerekse igerdigi anlamin
digerlerininkilerinden ayn oldugu besbellidir. Eylemsizlik kiitlesi cismin ivme-
lenmeye karsi direcinin bir gesit dlglisiidiic. Edilgen gravitasyon kiitiesi bir gravi-
tasyon alaminda cismin iizerine alamin uyguladifn kuvvetin bir gesit dlgisiidir.
Etken gravitasyon kiitlesi ise bir cismin, civarinda ofugturdugu gravitasyon alam-
mn bir ¢esit dlgiisii durumundadir.

Bu ii¢ kiitlenin tamm bagintilart olan (1V.7.2), (IV.7.3) ve (}V.7.6) denklem-
leri iyice tanmmang temel baz deneylerle, bu g tiirlil kiitlenin her biri icin bir
kiitle blgegi tiyin etmeyi miimkiin kilarlar. Boylece tesbit edilecek olan ii¢ kiitle
Slgeginin her biri igin bir birim kiitle segtikten sonra gerek Mey!, gerek Medil grav
ve gerek Metk grav jcip tiimiiyle operasyonel (islemsel) tanim elde edilmis olur.

NEWTON'un etkinin tepkiye esit oldugunu bildiren iigiincii kaantnu iki ci-
sim arasindaki gravitasyon kuvvetine uygulanacak olursa

Mletl: grav Mzecli! grav _G Mzetk grav Mledil grav (IV7.7)

] 2
2 o
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esitligi yazihr. Eger kiitle olgeklerimizde AM,et%* srav, etken gravitasyon Kkiitleleri
igin birim olarak segilirse ve kezd M 1! grav da edilgen gravitasyon kiitleleri
icin birim olarak segilirse, bunlarin yerine (IV.7.7) de | vazetmek siiretiyle ve
i = ry olmast dolaysiyla: Atk grav —= M,edil grav bulunur. Sonug olarak de-
mek ki hangi cisim sdz konusu olursa olsun

Mctk —_ Mcdil (IV'?'S)

grav glav

olarak karsimiza gikmaktadir. (IV.7.8) eger gegerli ise artik, mahiyetleri bakimin-
dan aralarinda fark olsa bile sectigimiz 6lgek dolayisiyla sayisal degerleri ydniin-
den aralarinda fark olmayan bu her iki kiitleyi yalnizca Mer2v ile gosterebiliriz.

NEWTONun gravitasyon teorisi gercevest iginde kalindig stirece (IV.7.8)in
gecerli olacagi besbellidir. Eger, meseld Genel Roélativite Teorisi gibi, ¢ok daha
genel bir teoriyi géz Gniine alacak olursak (IV.7.8) in gegerliligi de bu teorinin
NEVTONsal yaklasiminin gegerlilik bolgesiyle sinirlanacaktir. Boylelikie (IV.7.8)
meseld Genel Roltivite Teorisinde yalmzea yerel (lokil) olarak gegerli olacaktir,
Noktasal kiitleler gbz éniine alindiginda Genel Ralativite Teorisinde dahi (IV.7.8)
in gecerli olmasina karsihk bu teoride (IV.7.8) in uzaysal yayginlhig haiz kiitle-
lere de tesmili apagik degildir.

ALISTIRMALAR VE PROBLEMLER

IV.1. v/r?ile — a/r seklindeki bir potansiyelin miruz kaldig kiigiik bir pertiir-
basyonu gostermek iizere,

Up) = — = + %

potansiyel alamindaki bir tdnecigin hareket denklemini ve yoringesini bulunuz.

1V.2. 2a uzunlugundaki ince ve homogen bir gubugun ortadikeyi iizerinde b uzak-
hifnda m Liitleli bir nokta Gzerinde icrd ettifi gravitasyon kuvvetini hesaplayiniz.

IV.3. R yangaplt ince ve homogen bir levhamn, yiizeyine dik ve merkezinden ge-
gen ekseni iizerinde levhaya H uzakliktaki m kiitleli bir nokta {izerinde icr ettig
gravitasyon kuvvetini hesaplaymniz.

IV4. Ince ve homogen bir levha Sekil: IV.3 deki gibi i¢ ve dis yaricapt sirasiyla
g ve R olan iki yanm daire ile sitmrlanmugtic. Bu levhamin O merkezindeki m kiit-
leli bir noktada icrd ettigi gravitasyon kuvvetini hesaplayiniz.

IV.5. Ince ve homogen R yarigaph kiiresel bir kabugun, merkezinden a) >R ve
b) r< R uzakhggmda bulunan m kitleli bir nokta tizerinde icrd ettig{ gravitasyon
kuvvetlerini hesaplayimz.
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IV.6. Havanin direncini ihmil ederek Arzdan dikey olarak v, ilk hiziyla yukars
firlatifan bir cismin: a) Arz yiizeyinden A kadar bir uzaklkta haiz olacag hizi ile
b} Arza hi¢ donmemesi igin gerekli en kiigiik firlatilma hizini hesaplaymmz.

IV.7. Ister kapal: ister agik herhangi bir yii-
zey tabakasinin dogurdugu potansiyeli bulu-
nuz ve bu yiizey iizerinde potansiyelin nor-
mal ybniindeki tiirevinin slirekli olmadigim
gosteriniz,

1V.8. Birbirlerinden 4 uzakliginda bulunan
esit kiitleli iki noktamin (bir dipol’ iin) do-

) _ M Sekil : 1V.3,
gurduklan potansiyel alanini inceleyiniz.

IV.9. Paralel iki yiizey pargasimin olusturduklan ¢ift rabaka potansiyelini incele-
yiniz,

IV.10. S kapah bir yiizey ve U/ da S nin c¢evreledigi ¥ hacminda her yerde tiire-
tilen ve 2 U =0 LAPLACE denklemini gergekleyen fakat S sinur yiizeyi iizerin-

de sifir olan bir fonksiyon ise U nun biitiin ¥ de 6zdes olarak sifir olacagint gos-
teriniz.

IV.11. S kapah bir yiizey ve U da § iizerindeki degeri 6nceden verilmis ve .S nin
gevreledigi V hacrminda y2*U(r) = 4np(r) POISSON denklemini gergekleven
bir fonksiyon ise U(r) nin V de tek bir sekilde belirlenecegini gdsteriniz.

IV.12. S kapalt bir yiizey, ¥ bunun g¢evreledigi hacim ve U(r) de S iizerinde si-
bit bir deger alan tiiretilebilir herhangi bir fonksiyon olduklarinda

f f f [grad U(D)]? dr = 0
A

ise U(r) nin V de 92U(r) = 0 LAPLACE denkleminin bir ¢6ziimii olacagint gos-
teriniz.

TIV.13. p(r) bir yildizin i¢ basinc: ve U(r) de, p(r) kiitle yogunlugunun olusturdugu
potansiyel olmak iizere ikisi arasinda

dp = —u{r)dl

bagintisimn varlifim gdsteriniz.

IV.14. a) Herbiri m; kiitlesini haiz N adet maddi noktadan olusan sistemin gra-
vitasyon Oz enerjisinin

1 l Nmm-
U:—-—;—f(;,z1 El :'.-;1

oldugunu gosteriniz. (ry; =|ri—1r;| : m; ve m; arasindaki uzaklik),
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b) Samanyolunda yaklasik olarak 1,6.10" yildiz bulundugunu ve llettayin
iki yildiz arasindaki uzakhgmn ortalama 10 cm oldugunu ve her bir yildizin da
ortalama olarak Giines kadar Kkiitleli (m = 2.10" gram) oldufunu varsayarak
Samanyolunun gravitasyon 6z enerjisinin mertebesinin ne olacafim bulunuz.

IV.15. A, agirhpinda bir fiize Arz ylizeyine dik olarak ateglenmekitedir. Fiizenin
yakitinin yanmasiyla olusan gaziar flizeye gére sdbit bir w hiziyla fiizeyi terket-
mekte olup biitiin yanma siiresinde fiizenin ivmesi de Arzin ivmesinin sibit bir
katina esit tutulmaktadir. Hava direncini ihmal ederek yanmanin baglangicindan

¢t zamant sonra fazenin agirch@imin baslangic 4, agirhfinin hangi kesnine indirgen-
mis olacagim hesaplaymiz.



V. BOLUM

KATI CISMIN
MEKANIGINE GIRIS

(V.I) KATI CISMIN SONLU DONMELERI

Kati cisim, tanimi geregi, kendisini olugturan noktalarin arasindaki uzak-
Iiklarin sibit kaldig: bir sistemdir. Tabiattaki katt cisimlerin ancak ¢ok smurh bir
azinhif sonlu sayida noktadan olusmug addedilebilir. Digerleri ise, kati cismi o-
lusturan noktalarin #ikiz (kompakt) ve siirekli bir topolojik yapt meydana getir-
dikleri sistemlerdir. Bu gibi sistemlerde, sistemi nitelendiren biyiiklitklerin yer-
vektoriine bagh olarak slirekli bir bigimde degistikleri varsayilir. Bu itibarla me-
seld bir kati cismin kiitle merkezinin yervektdrii hesaplanmak istenirse bu, kati
cismi olusturan sonsuz kiigiik kiitle elemanlarina nisbetle o elemanlara tekaabiil

eden vervektorlerinin
f f w(e) . rd’
¥

T
VK

seklindeki ortalamasiyla belirlenecektir. Burada M ile kat: cismin kiitlesi ve V' ile
de hacrm gosterilmektedir. Kat: cismin yapisindaki bu siireklilik (IH.5.5) deki sii-
reksiz degiskenler {izerinden toplam yapma islemi yerine (V.1.1) de siirekli yer
degiskeni iizerinden integral alma isleminin ikaame edilmis olmasiyla da be-
lirginlesmektedir.

Ispatim vermeyecegimiz ve CHASLES teoremi diye anitan ¢ok dnemli bir
teorem dolayisiyla: uzaydaki en genel hareket sonlu bir dénme hareketi ile bir dte-
leme hareketinin bileskesidir.

Buna gére, kat: cismin M ve N gibi herhangi iki noktasina tekaabiil eden
yervektdrleri ry ve ry olsun. Bu takdirde, A matrisi O orijinli (S) referans sis-

L)
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teminin sonlu bir ddnmesine ve p vektoriit de @ nun bir Steleme hareketine teka-
abiil etsinler. Bdylece doniisiilen yeni (S”) referans sisteminde déniismiis yervek-
torleri

X))

x)

Sekil : V.1.— Katt cismin kiitle merke- Sekil : V.2.
zinin yervektirii.

rar= Urpr + P
r'y=Ury + 9

olacaktir. Bu ifddeleri taraf tarafa ¢tkartirsak, ry —rpy=x ve 'pyy—r'y = X’
vaz ederek,

x =Ax (V.1.2)
bulunur. x = MN vektérii, M ve N noktalarini birlestiren vektordiir (Sekil: V.2

Bir kat: cisim bahis konusu oldugundan, kat1 cismin tanim geregi, boyle bir
doniisiimde bu keyfi secilmis M ve N noktalar: arasindaki uzaklifin degigmemess
vani x vektoriiniin uzunlugunun sébit kalmasi, veya

— —

X .Xx' =x.X (V.13

olmas: gereklidir.

(V.1.2) ifddesinin transpozesi x = x 9 oldupuna gore bu ifadeyi (V.1.2
ile sagdan matrisel olarak garpalim. (V.1.3)ii de géz oniinde tutarak
X .x =xUAAX = X . X
olur. Bu esitligin Szdeglik olarak saglanabilmesi igin, I ile birim matris goste-
rilmek izere,
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AY = 1, (V.1.4)
yani
9 = 9! veya U = A~ (V.1.5)

olmasy gerektigi goériilmektedir. Bdylelikle uzayda uzakliklarin korundugu sonlu
dénme doniigiimlerinin, transpozeleri terslerine esit olan matrisler araciifyla
temsil edildiklerini gérmils olmaktayiz. Bu o&zelligi haiz matrislere dik matrisler
ve dik matrislerin temsil ettikleri dénisiimlere de dik déniisiimler ady verilmekte-
dir. (bk. A.Y. OZEMRE: Fizikte Matematik Metotlar, 1.T.U. Yayinlari No. 826,
1. Boliim; 1971).

Simdi
cosae  sina 0
q, == —sina  cosa O (V.1.6)
0 0 |

matrisleriyle belirlenen ve (X;) ekseni etrafinda sonlu « agisi kadar donmeye
tekaabil eden doniisiimiin bu 6zellikleri haiz oldugu kolayhikla tahkik olu-
nur. %, araciliiyla x vektoriiniin ifide edilmis oldugu § sistemi bir (S") sistemi-
ne déniismiis olur. (8”) de (X'} etrafinda sonlu bir §§ aqist kadar ddnmeye tekaa-
biil eden

1 0 0
G, = 0 cosf sinB (V.1.7)
0 —sinB cosh
matrisi x' yii X7 ye, (§') yil de {S”) ye doniistiiriir. Ve nihayet {§") yii (X5") et-
rafinda sonlu bir v agis1 kadar déndiirmek siiretiyle bir (S”) koordinat sistemine
dondiiren
cosy siny @
g, = —siny cosy O (V.L.8)
0 0 1

doniisiim matrisi gbz 6niine alimrsa bu déniislimde x" vektdrii de bir X" vektérii-
ne doniismiis olur. Béylece belirlenen bu a, §3, ¥ acilarinin uygun segilerek bu i
dik déniisimiin pegpese uygulanmasiyla x vektériinii uzayda onceden verilmis bir
x" yoniine doéniigtiirmek miimkiindiir. Béylelikle tanim'anan nihai x" vektdrii x e

X" = (%, %, To) X =T X (V.1.9)

bagintisiyla baglh olur. Bileske doniisiimii temsil eden € = %, %, %, matrisinin
de dik bir matris oldugu kolayhkla tahkik olunur. Matris ¢arprmnin genellikle
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komiitatif olmamas: sebebiyle (V.1.9) ddnisiimiindeki sira dnemlidir. Nitekim
dogrudan dogruya hesap yapmak siiretiyle, mesela,

§y T = Ta Tp

oldugu hemen gériiliir. T, , T, , T, doniisimleriyle tammlanmis olan &, B, v a¢-
larina EULER agilar: adr verilir.

Boylelikle, kati cismin sonlu d6nmelerinin genellikie tek bir vektdr araci-
Iignyla degil de daha girift bir geometrik bilyiikliik olan bir matris aracilifiyla tem-
sil edilebildifini de gérmiis olmaktayiz. Fakat eger katt cismin sonsuz kiicitk
donmeleri s6z konusu olursa, ancak bu tiirden dénmelerin 6zel bir vektdr araci-
hgiyla temsil edilebilecekleri gosterilebilir.

Gergekien de bir x vektdrit ile bunun déniigmiisii arasindaki fark, e ler
birinci mertebeden yiiksek kuvvetleri rahatlikla thméil edilebilen sonsuz kiigitk
biiyiiklikier olmak fzere, efer

3

X X = ), €y X (V.1.10)
=l

seklindeyse buradan

3
xi{ = 2By +eg)x;

=l
yazilabilir; ve bu da matris notasyonuyla
x=({4 E)x
seklinde yazilabilir. E nin sonsuz kiigiik elemanlardan olugmasi hasebiyle
T=I+E

doniisiimii hemen hemen I 6zdeglik déniigiimii gibi bir doniisiimdiir. Eger £, ve E,
gene her biri sonsuz Kiigiik elemanlardan olusuyorlarsa €, = I4+-E, ve ¥, = I+ E,
doniigiimleri, yukanda 86z konusu edilmis olan ve kati cismin belirli eksenler ef-
finda a ve 3 sonlu agilan kadar donmiis olmasing temsil eden %, ve 3, dénisiim-
lerinin aksine, komiitatiftirler. Yani €, ve €, nin pespese uygulanmalannda sira
6nemli degildir; zird

2.5, =0+E). J+E)=LP+IE,+EI+EE
# 1+ E + E,

olup %, €, i¢in ise burada sidece E, ile E, degis tokug edeceklerdir ki matrislerin
toptam ise her zaman komiitatif oldugundan, bunun, sonuca hi¢ bir etkisi olma-
yacaktir.
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Sonsuz kiigiik bir doniisiimiin tersi de kolayhkla elde edilir. Eger € =1+ E
boyle bir déniisiimse, 27! = I olmast gerektiginden,

T l=1—E
olmasi gerekecegi besbellidir; giinkii
EE!'=0+E).(1—E) =1 —1IE 4 EIl —E? 4 I

dir. Simdi bdyle bir sonsuz kiigiik doniisimdeki € = 1 + E doniisiim matrisini
agtkga yazmaya g¢ahsalim, Bunun igin, meseld, (X,) ekseni etrafinda sonlu bir «
agist kadar dénmeye tekaabill eden ve (V.1.6) ile verilmis olan €, dniigiim mat-
risinin f; matris elemanlarinda sonlu dénmeyi sonsuz kiicitkk da kemmiyetiyle
ikaame edip cos da. ve sinda yi seriye agarak da ya gdre birinci mertebeden
daha yiiksek olan terimleri de ihméil edelim. Buna gbre

cosde sindog O

lim %, = lim —sinda cosda O |#
ti;+@Odz) ;> 0d)

0 1
! da. 0 1 0 0O 0 da 0
#| —da | 0 |J={ 0 1 0 {(+]| ~da O 0 | =I+E
0 0 1 O 0 0 0 0
bulunur. Buna gére sonsuz kiigiik E matrisinin
0 1 0
E={ —1 0 0 |da
0 0 0O

dan ibaret oldugu anlagilmaktadir. Bunun asimetrik bir matris eldugu da goriil-
mektedir.

T nin tersi ! =1 — E dur. Dik bir doniisiim s6z konusu oldugunda
g ! z_}i olmasi gerektiginden ve = I + E oldugundan
E=—E
veyd bilesenler cinsinden
€ij = — &j

olacagi anlasiimaktadir. Bu ise yukarida géz oniine alinmig olan &zel matris igin
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degil fakat biitiin sonsuz kiigiik dik déniigiimler icin de E nin antisimetrik bir

matris oldugunu géstermektedir. En genel hidlde 3 x 3 liik bir antisimetrik matris
0 dQy —dQ,

E=| -—dq, 0 dQ, (V.1.11)

seklinde yazilabildigi cihetie bu matrisin birbirlerinden bagimsiz ii¢ bileseni bu-

lunmaktadir. Bu &zeliik ise {i¢ boyutlu bir uzayda bir vekt6rii nitelendiren bir

Ozellikten baska bir sey degildir. Su hilde bir antisimetrik matrisi daima bir vek-
térle temsil etmek miimkiindiir.

(V.1.10) a binden bir vektdriin sonsuz kiigiik bir dontisiimdeki degisimi
X' —x=dx=Ex (V.1.12)
seklinde olacaktir. (V.1.11) in 15181 altinda (V.1.12) nin bilesenlerinin
dx, = x5 dQq — x4 dQ, 1

(V.1.13)

seklinde yazilacagy kolaylikla goriiliir. Bu denklemlerin sag yanlarinin ise x vek-
torii ile dQ = dQ, ¢, + dQ), e, + d); ¢4 vektoriiniin vektérel carpimmin bile-
senleri olarak anlagdabilecegi besbellidir. Buna binden

= x % l (V.L14)

seklindedir.

(V.2) KATI CiSMIN PUZLEMSEL HAREKETINDE ANi DONME EKSENi

Eger bir kat1 cismin kiitle merkezi belitli bir diizieme paralel kalirsa kat: cis-
min dizlemsel bir hareket yapmakta oldugu sdylenir.

Simdi bir (KC) kat1 cisminin belirli sabit bir diizleme paralel bir bigimde ha-
reket etmekte oldugunu varsayalim. [x", y'] kat1 cisme bagh bir dik koordinat
sistemi olsun (bk. Sekil : V.3),

Kati cisim hareket ederken her t Amnda [x’, y'] diizleminin [x, ¥] ye nisbet-
le bir dn siikGinette oldugu bir P noktas: vardir. Kati1 cismin ig¢inde olmayabilen
bu noktaya kati cismin dnf donme merkezi ve diizleme dik ve 4ni dénme merkezin-
den gecen dogruya da kats cismin dnf donme ekseni adi verilir.
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Katr cisim hareket eftikge Ani donme merkezinin de degisecegi besbellidir.
[x , »] koordinat sistemine gore P nin yervektGriinii R ve 4 minkini de R, ile gOs-
terelim. P nin [x’, '] ye gére yervektorit de r olsun. Eger v ve v4 ile sirasiyle P

0) W)

£ORC

=

Ry

Sekil : V.3 —Xatt cismini ini dbnme mer- 0

kezi ve ekseninin belirlenmesi hakkinda.

nin ve A nin [x, y] ve nazaran gorel hizlarim gosterecek olursak (1.10.12) ye gore
v=v,}twwXr=vy+w K {(R—Ry (V.2.1)

yazilir. Ancak P, 4ni dénme merkezi olarak secilmis oldugundan o andaki hizi
sifirdir: v = 0. Su hélde (V.2.1) den

— ¥4 =W X (R———RA)
olur. Bu ifidenin her iki yanim: da soldan w ile vektorel olarak garparsak
—w X V=0 X [ X (R-—Ry)] = w[w.(R—Ry)] —(R—Ry) (w.w)

olur. Fakat w1 (R — R,) oldugundan, buradan da P &ni donme merkezinin,
sabit [x, y] koordinat sistemine gore, R yervektSriiniin ifadesi olarak

R=R,+ —-['i%fﬁ— (V.2.2)

bulunur.

(v.3) BIR NOKTA ETRAFINDAKi HAREKETTE DONME iMPULSU

Bir kat:1 cisim eger bir noktas: sibit kalmak sartiyla hareket ederse, bu nokta
etrafindaki toplam dénme impulsu, kati cisimdeki madde dagihminin stirekli ol-
mas1 dolaysiyla

L= [[[uwaxnar (V.3.1)
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ile verilecektir. Burada pu(r), kiitle yogunluk fonksiyonudur; ayrica r yervektdrii
ile v de kat: cismin sibit oldugu varsayilan noktasina gdre tanimlanmaktadirlar.
v hizt bu sabit nokta etrafindaki hareketin dogurdugu hizdir, ve kat1 cismin her
noktasi igin degisir. Bunun yerine kati cismin her noktass i¢in aynt degeri haiz o-
lan w agisal hizim gbz Oniinde tutarsak v = w > r olmasindan otiirii (V.3.1) de

Immjffuﬁﬂriwxrﬂfr
V

= [[] w0y 70 — . ) (V.3.2)
v

sekline girer. Bu denklem bilesenlerine aynilacak ofursa r = {/ x;? 4 x,% + x4
olmak tzere

L= [ [[uwr) o2 +xdav—w, [ [ fuer o xadv—uw, [ f foe)x s av
v v v

(V.3.3)

Ly =—ty, fffp.(r) Xex,dV + mszfp.(r) (x.2 4+ x,%) dV—msff[ w(ryx, x,dV

g ! " (V.3.4)

Ly =—u, /ffp.(r)x; X, dV—-—w,fffp.(r) X3 X, dV -+ L-J,,‘/‘[‘/'El.(r)()4:,2 + x,2) dV
v v v

(V.3.5)

yazilir. Eger gimdi
@,-;szfp,(r) (r2—xHdV , O = mfffp.(r) xix;d¥V, (¥.3.6)
v v

W = 08 + ety -+ Wity (V.3.7)

vazedilirse (V.3.3-5) denklemlerini kisaca

L=0Ouw (V.3.8)

matris denklemi seklinde yazmak miimkiin olur. Bu 6nemli baginti, kat1 cismin
L toplam dénme impulsu vektdriiniin @ &ni dénme vektdriine lineer olarak bagh
oldugunu, vani L ile @ nin ybénlerinin genellikle paralel olmadiklariny géster-
mektedir,

(V.3.6) tamim bagintilarindan @ matrisinin bakisimli (simetrik) bir matris
oldugu goriilmektedir. Ikinci mertebeden bir tansér gibi de diigiiniilebilecek olan
bu matrisin bilesenlerine eylemsizlik katsayilart momentleri ve ® ya da eylemsiz-
lik tgnsori adi verilir.
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(V.4) KATI CISMIN KINETIK ENERJISI

Kati cismin sibit bir O noktas1 etrafindaki hareketi gz Oniine alinirsa ve v
ile de O ya nisbetle r noktasinmin haiz oldugu gorel hiz gosterilirse, O etrafindaki
hareketin kinetik enerjisi

Tasn = % ff./ p(e) v d’e = —;——jff wm(v.v¥dr (V.4l)
v v

dir. Bu ifade

yazilabilmesi nedeniyle

- -

/‘j‘j. pm (v.v)dr = —;— / / j‘ wr) [v. (@ > 1)]dr =

14

Vv
= _"i’. . j f [ a(r) (r % ¥) d°c (V.4.2)
v

sekline girer. Burada vektdrel kutu carpiminin ¢arpanlarinin permiitasyon &zel-
liklerinden ve & min r den bagimsiz olmasi niteliginden yararlaniioms bulunul-
maktadir.

Tya, == '””’l"

2

(V.3.1) ve (V.3.8) bagintilan gdz oniinde tutuldupunda Tys, ddnme kinetik
enerjisinin (V.4.2) ye binden

Tasn ﬁ%.{,: ;a@m (V.4.3)

seklinde ifade edilecegi anlasilmis olur.

Simdi n ile w yBniindeki bir birim vektdr gdsterilirse, w = |w|. n =~ wn ol-
masindan hareketle

2 [
Tagn = 5 ( n®n ) (V.4.4)

yazilabilir. Ote yandan (V.3.2) ve (V.3.8) e gore de

@w:szffp.(r)[rzmwr{r.w)]d%
Vv

oldugundan w = wn vaz’i aracihifiyla buradan
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Buw=w®n=L: m/f!u(r) [r2n—r (r.n)]d’r
ve

WOW=w!MOn =wn.L=uwA =
= mz{jff w(@) [r2 — (. n)] dr } =w'J (V.4.5)
v
olur. Bu ifideyle tammlanmis olan

J = f f f () [F2 — (r . 0] dPr (V.4.6)
vV

skaler blyiiklugiine dinme ekseni etrafindaki eylemsizlik momenti ad1 verilir. BSy-
lece, sibit bir noktasi bulunan bir kati cismin dénme kinetik enerjisinin

Tise == 3,; J w? (V.4AT)

oldugu anlasiimis olur.

Ote yandan L dénme impuls vektdriiniin uzunlugunun da

n.L=A=Juw (V.4.8)

oldugu gene {V.4.5) den derhil goriilmektedir.

Hem dinen ve hem de dtelenen bir kat cismin toplam kinetik enerjisi de bes-
bellidir ki dtelemeye tekaabiil eden kinetik enerji ile donmeye rekaabiil eden kinetik
enerjisinin toplammindan ibdret olacaktwr:

1
Toop = Tt + Tign = 5 MV? + 5 Ju? (V.49)

(V.5) EYLEMSIZLIK MOMENTININ BAZI OZELLIKLERI

Genel bir dénme hareketinde & min dogrultusu genellikle ¢ zamaninin fonk-
sivonudur, Bu da, n|w alinous oldugu icin, (V.4.6) ya gore J eylemsizlik momen-
tinin zamamn fonksiyonu olarak teldkki edilmesini gerektirir. Ancak, eger kat:
cisim sbit bir eksen etrafinda dénmege zorlanmis bulunuyorsa n nin y6nii de
artik sdbit olacagindan eylemsizlik momenti de zamandan bafimsiz olur.

Ayrica, eylemsizlik momentinin r yervektSriine baglihift bunun segilen re-
ferans sisteminin orijinine de baglh olmasint zorunlu kilar. Bununla beraber bir
kati cismin bir eksene nisbetle haiz oldugu eylemsizlik momenti, kat1 cismin kiitle
merkezinden gecen ve gbz Oniine alinmig eksene paralel olan eksene nisbetle haiz
olaca@s eylemsizlik momentine bagli olarak her zaman ifide edilebilir,
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Bunun igin Sekil : V.4, den
r=R+T1 (V.5.1)
yazilabilecegine ve kezd (V.4.6) daki integrantta
r2—(r.n)=r?—[reos(r . )P = r¥sin® (r.m) = (r x n)?

yazitabilecefiine ve dolayisiyla da

@ @

(ry

Sekil : V.4 — STEINER teoremi: Jiz) ~ Jay - Md®.

J= f _[ f 5 (r X ) dr (V.5.2)
¥
olduguna dikkati ¢cektikten sonra (V.5.2) ye (V.5.1) i yerlestirelim. Buna gdre:
Sy = fff ) (R 4 1) x 02 dy = fff () (R < ) d% -
v 14

i j' f f w(r) (@ - n) d* + 2 f f f p@) (Rxn) . (¢ xn)d’c’  (V.5.3)
v V

olur. Buradaki son terim, R ve n nin r’ ye bagh olmamalar: dolayistyla

2fffp(r')(R X 1).(r' X 0)dr = —2(R x n).{nxfffu(r')r'd%'}
[ 4 14

seklinde yazilir. Halbuki buradaki integral 6zdes olarak sifirdir; zird eger kiitle
merkezinin tammina déner de bunda (V.5.1) degigken déniigiimii yapacak olur-

k

i fffp(r)rd% 1 1

R=—7 = V& + R = N
ffJH(r)d’r Mff;[p(r)(r+ yd'r Mffj“(r)rdr+3

bulunur ki bu son baginti
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ff;[u(r') r'dr =0

oldugunu gostermektedir. Bu sonuca gdre (V.5.3) ifadesi (V.5.2) de géz Gniinde

tutularak
Jon=[[[ue)r @ > wpaw + @i f [ fuer e
Vv Vv

= J{m + M(R * n)2 (V.5,4}

sekline girer. Buradaki |R x n{in, kiitle merkezinden gecen (A) ekseninin O dan
gecen (Z) eksenine uzaklhiindan baska bir sey clmadifina da dikkati gekelim.
Buna gore | R x n| = d vaz ederek

Jazy = Jay + Md? (V.5.5)

olur. Bu itibarla: bir kat: cismin verilmis bir eksene nisbetle eylemsizlik momenti
bunun, kiitle merkezinden gegen ve berikine paralel olan bir eksene nishetle eyiem-
sizlik momenti ile, cismin sanki kiitle merkezinde yogunlagmuy bir nokta gibi orijindl
eksene nisbetle haiz olacagr eviemsiziik momentinin toplamna esittir (STEINER
teoremi).

Xy

L

5 X x)

ey i

) Sekil : V.5 — Diizlernsel bir kiitle dagliminm
W) : tizelliklerinden biri : Jix) = Jox) + Sy .

Eylemsizlik momentinin hesaplanmasinda yararlanilabilecek 6zelliklerden
biri de dik kartezyen bir referans sistemindeki koordinat diizlemlerinden birinde
bulunan bir kiitle dagthmimn séz konusu diizleme dik eksene nisbetle eylemsizlik
momentinin, diger iki eksene nisbetle haiz oldugu eylemsizitk momentlerinin top-
jamina esit oldugu keyfiyetidir.

Gergekten de meseld Sekil : V.5 deki gibi

r = Xe + X,e
ise
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Joo= [ [urepas = [ [ux, . x) (X2 + X245 = [ [uex, ) %2 as +
R} s s

+ [ [, X %245 = Joxy + Jory (V.5.6)
5

olur.

(V.6) EYLEMSIZLIK TANSORU

Simdi tek bir noktasi sabit kalmak siretiyle bir donme hareketi yapan bir

kats cismin (V.4.3) ile veriimis olan dénme kinetik enerjisini agik bir sekilde yaza-
Iy :

, , 0, 0, 6, b,
Tdan == *’2’“ B = “"'2‘“ ((Lll Gy Nj) e‘ﬂ Bzz 023 W, =
GJI 832 633 w3

3

3
E w; 8y
i=1
| 3
— -—2—(0.)1 W, W) E w; 0y

o=l

3
2 w; By

i=l

.

3 3

3
:"‘;”32‘01 w.'ﬁl,-+2w,w,-92,-+ Ewswfﬂsfi'

i=1 i==l =i

Buna gore

-

Tasa = ——Z Z 8 w: wy (V.6.1)

olur. Bu ifidenin homogen kuvadratik bir fonksiyon oldugu goriilmektedir. Bu
takdirde EULER’in homogen fonksiyonlar hakkindaki teoremine gdre

3
aT _aT aT . aT
30, W = awl L0 0 + 8&)2 )y -+ aw_’} gy = 2T (V.G.Z)

i=1
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dir. Gergekten de (V.6.2) bagintisimn gegerli oldugu, (V.6.1) den hareketle (V.6.2)
nin scl tarafim teskil etmek ve bunun 27T ye esit oldugunu gérmekle kolayca tes-
bit edilebilir.

Ote yandan ise (V.4.3} uyarinca

3
Y, il =t Ly + w, Ly + w3 Ly = 2T g5 (V.6.3)

r=1

dir. (v.6.3) ile (V.6.2) nin kargilastinimasindan derhal

_ T4en .
L;—""é"&;;" L) (’—1:2»3)
veyi
L = grad, Tasn(w) (V.6.4)

oldugu gdoriiliir.

L toplam dénme impulsu vektSriiniin genellikle w &ni donme vektorii dog-
rultusunda bulunamiyacage (V.3.8) matris denkleminden bellidir. Fakat acaba
L nin w dogrultusunda oldugu &zel haller ne gibi Gzellikleri haizdirler?

Bunlar tesbit etmek igin, A bir sdbit olmak iizere, gergekten de
Ow=1=\w (V.6.5)

oldugunu varsayalim. Bu matris denklemi w,, w,, w, cinsinden li¢ bilinmeyenti
ii¢ homogen cebirsel denklemden olusmug bir denklem sistemini temsil etmektedir.
Bu sistemin tw; = w, = wy = 0 besbelli ¢éziimiinden farkli ¢éziimleri olabilmesi
igin, bilindigi gibi, katsayilar determinantimin sifir olmas1 gereklidir:

Bu —A e:z 913
|® —M|=| 08, 0,—) 8, |=0 (V.6.6)
e31 e32 931 —X

Bu ise ) cinsinden kiibik bir cebirsel denklemdir. Bu karakteristik denklemin kik-
leri olan, ® matrisinin 6zdegerleri: J, ,J, ve J; olsunlar. Bu &zdegerlere tekaabiil
eden wg,, (i = 1, 2, 3), ozvektorleri, ® matrisinin bakisimli bir matris olmas: do-
layisiyla, birbirlerine dik bir figylizlii olustururlar. Bu O6zvektdrler aracilifiyla
kat cismin her noktasinda eylemsizlik tansériinii yalmzca Gzdegerlerinden olug-
mus bir k6ésegeni haiz esdefier bir tansére, yani
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J, 0
©=10 J, 0 (V.67
0 0 J

tansoriine indirgenecek sekilde bir kégsegenlestirme doniigiimii ingd etmek kaabil
olmaktadir. 8 nin boyle bir dik igyiizlityii belirleyen 6zvektorlerine asal eylem-
sizlik eksenleri ady verilir. Bu sartlar altinda ve (V.6.1) e binden

1
Tasn = 5 (yo® + Ty 07 + Ty 00%) (V.6.8)

de yazilabilir.

Eger kat1 cisim hem dénme ve hem de Gteleme hareketi yapiyorsa V ile kiitle
merkezinin hizim gdstermek iizere

T == Tage + % MV? (V.6.9)

olacaktir.

(V.7) KATI CISMiN HAREKET DENKLEMLERI (EULER DENKLEMLERI)

Toplam dénme impulsu ile ddnme momenti arasinda

dL

o N (V.1.1)
bagmtistmin bulundugunu bilmekteyiz. Bu baginti tanimn geregi yalnizca GALILE
referans sistemleri igin gegerli oldugundan buradaki zamana gére tiirev alma ig-
lemi besbellidir ki kati cismin disinda bir referans sistemine izife edilmistir. Za-
mana gore tiirev almanin (X,) mutlak referans sistemiyle ona nazaran gdrel bir
hareket yapan bir (Z,) referans sistemindeki ifidelerinin (I.11.6) ¢ gbre

D.=(Z,. +w x ) (I1.11.6)

diferansiyel operatérii araciligiyla birbirlerine bagh olduklarim gérmiigtiik.
Simdi bu operatori L toplam donme impulsu vektoriine uygulayalim. Bu takdir-

de
dL dL
(—&?)S = (—Cﬂ—)x + w x L (V.7.2)

olur. Bu denklemin bilesenlere ayrigiim sonucu (V.7.1) i de gbz Oniinde tutarak
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dL

_&i +wy Ly —wy L, = N, ]

%}_ ']L t.o_, Ll —wl L] == NZ ; {V.?.B’}
dL

Ef + Ly =t Ly = N,

F,

bulunur. Fakat efer esas eylemsizlik eksenleri gbz 6niinde tutulacak olursa

L= ve N= % == ALD (V.7.4)
olacaktir. A nin @ eylemsizlik tansériiniin 6zdegerleri olan J, , J, ve J, degerle-
rimi aldigr dugiiniiliirse (V.7.3) denklem sistemi

Jld-'l'_“wzwz(-fz“’*-fi‘-) == Nl
Ja @, — gy (fy— 1) = N, (V.7.5)
Sy 0y —wy 0, (Jy—Sy) = Ny

sekline girer.

Bir noktas) sibit olan kat1 cismin hareket denklemleri olan bu ifadelere EU-
LER denklemleri ad: verilir. Burada N; (i == 1, 2, 3) bityiiklitkleri kat1 cisme bagh
eksenlere nisbetle alinmis olan dénme momentinin bilesenleridir.

(V.7.5) EULER denklemlerinin uygulanmasina ilging bir drnek verebilmis
olmak i¢in bir eksene gére bakisimli bir yap arzeden ve bu eksen tizerinde sibit
bir noktasi olan bir kat1 cismin {izerine hig bir dig kuvvetin tesir etmedigi zamanki
dénme hareketini incelemek istiyoruz.

Bunun igin cismin bakisim (simetri) eksenini kat1 cismin esas eylemsizlik ek-
senierinden biriyle ¢akisacak sekilde segelim. Buna binden kati cismin diger iki
eylemsizlik momenti, meseld J, ve J, , birbitlerine esit olacak ve (V.7.5) denklem-
leri de bu hil igin

Jy 0y — 3 (S —J3) = 0
J 6, — oyt (I, —J) =0 (V.7.6)
Sy, =0
sekline indirgenmis olacaklardir.
Bu denklemlerin sonuncusundan derhal
wy = sdbif = a (V.7.7;

oldugu goriiliir. Buna gére digerleri de
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o, + (Js——.h)amz 0 veyd 6, — (J| }_13)a.w2 (V.7.8)
R

Wy + ("‘ Z ""‘) atyy = 0 (V.7.9)

sekline indirgenmis olurlar. $imdi eger (V.7.9) ifadesi ¢ ye gore bir kere tiiretilir,
ve (V.7.8) de g6z 6niinde bulundurulursa,

AT
&, + (”" 7 J—"J a*w, = 0 (V.7.10)

seklinde bir harmonik osilatér denklemi elde edilir. Ote yandan

{fi—5)
=7, o=V (V.7.11)

vazederek (V.7.10) un genel ¢dziimii olarak, 4 ve B iki sahit olmak {izere,

w,(t) = A sin 2n vt + Bcos 2r vt

bulunur.

olmasini igerir ve neticede w,(f) igin

wy(1) = A sin 2 vt (vV.7.12)
bulunur. (V.7.12) araciligiyla da (V.7.9) dan

w,(t) = A cos 2 vt (V.7.13)

oldugu bulunur. Buna gére, ve (V.7.7), (V.7.12) ve (V.7.13) den, ani dénme vek-
toriiniin analitik ifadesi olarak

3
w(f) = Zm,-e.- — (A4 cos2rvi) €, + (A sin2xvt)e, + ae;  (V.7.14)

i=1

bulunur. Bu sonug tw(f) ani dénme vektoriiniin |w| = /4% + & uzunlugunun
sibit kalarak e, birim vektorit, yani kats cismin bakigim ekseni etrafinda (V.7.11)
ile belirlenen v frekansiyla bir sahmim yapacagimi gdstermektedir.

w(f) dni ddnme vektoriiniin (V.7.14) ile belirlenen hareketine presesyon adi
verilir,

Gdéz 6niine alinan kati cismin donme kinetik enerjisi ile dénme impulsu
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1 1
Ty3, = 5 (Jyw? + Sy -+ Jw?) = 3 J, A2+ J,e?)  (V.7.15)

L == lel El "1" sz}JzEz —I_ J3w3e3
veya
2= J2 AP 4 202 (V.7.16)

dir. Tys, ile L? bilindiginde (V.7.15) ve (V.7.16) dan 4 ve a y1 tesbit etmek miim-
kiin olur. Béylelikle presesyonun (V.7.11) ile veriimig olan frekans: da tesbit edil-

mis olur. v frekansimin sifirdan farkli olmast o = w, = 0 ve J, # J, olmasina
baghdir.

Bu sonuglarin pratik bir uygulamasi i¢in Arz misdlini gdz Oniine alalim.
Arza tesir eden dig kuvvetlerin N dénme momentleri o kadar kiigiiktiir ki ilk yak-
lagiklikta Arzin dénme hareketinin dis kuvvetlere bagh olmadsgr kabul edilebilir.
Ote yandan Arz, kutuplarda hafif bir basikhif1 haiz oldugu cihetle J, s« J; olup
| Jy — J3) [ I, == 0,00328 oldugu hesaplanmistir. Kutuplarindan gecen eksen etra-
finda Arzin dénme hiz: ise w; = & = 2 radyan/giin oldufundan

( 0,00328
Y o=
2

) . {27) = 0,00328 radyan/giin
bulunur. Su hilde presesyon peryodu olarak da

P == L 305 gii

P == giin

bulunur. Buna gdre Arzdaki bir gézlemcinin Arzin dénme ekseninin Kuzey Kut-
bu etrafinda yaklagik olarak 10 ayda bir kere dolandifim gozlemesi gerekir. Fakat
Arzin tamimen kati bir cisim olmamas: ve bir takim esneklik 6zelliklerine sahip
olmas: dolayisiyla bu peryot gergekte 430 giin kadardur.

Arzin ekseninin, herhangi bir dis kuvvetin etkisi altinda olmadan ve sirf
kutuplardaki basiklign ile kendi ekseni etrafinda ddnmesi keyfiyetinin sonucu ola-
rak mariiz kaldigi bu presesyonun Arzin, ekliptifin normali etrafinda yaptifa
presesyonla karngtinilmamas: gerekir. Giindéniimii noktalanimin bu astronomik
presesyonu, aslinda, Ayin ve Giinesin Arza etkiyen gravitasyon kuvvetlerinin
olusturduklars dénme momentlerinden ileri gelmektedir. Ancak bu momentler o
kadar kigiiktiirler ki bunlarin ortaya koyduklan astronomik presesyonun per-
yodu yaklasik olarak 26000 sene olup bu peryot Arzin ekseninin herhangi bir dig
kuvvetin etkisi aitinda olmadif varsayim altinda elde edilmis olan yaklagik bir
yillik peryoda nisbetle fevkaldde uzun bir peryot olup yapilmus olan varsayimin
ilk bir yaklasiklik simirlar igindeki gegerliligini dogrulayici niteliktedir.
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ALISTIRMALAR YE PROBLEMLER

V.1. Dolu bir dairesel dik silindirin, eksenine gore eylemsizlik momentini hesap-
layimz.

V.2, Cidarlarimin kalinhg ihmal edilebilen bos bir dairesel dik silindirin, eksenine
gbre eylemsizlik momentini hesaplaymmz.

V.3. Dolu, ve, cidarlarimn kalinhg: ihmal edilebilen bos kiirenin gaplarina gére
eylemsizlik momentlerini hesaplayin:z.

V.4. Bir dikdorigen levhanin, kiitle merkezinden gecen ve kendisine dik olan bir
eksene gore eylemsizlik momentini hesaplayimmz.

V.8, Kiitle merkezinden gecen ve kendisine dik olan bir eksene gore ince bir qu-
bugun haiz oldugu eylemsizlik momentini hesaplayimz.

V.6. Dik bir dairesel koninin, ¢ksenine gbre haiz oldugu eylemsiziik momentini
hesaplayiniz.

V.7. Doénel bir silindir tizerine ¢izilmis olan bir helis yayimn kiitle merkezini tes-
bit ediniz.

V.8. 2a, radyan tepe agikhgr olan dairesel bir kesimin kiitle merkezini bulunuz.

V.9. ilk bir yaklagiklikta havanin esisili dengede bulundugu varsayildifinda
atmosferde dikey bir hava siitdnunun kitle merkezini tiyin ediniz.

V.10. Elips seklindeki bir levhamn, ¢ kutup acisi ve elipsin merkezine olan
uzakhgyla belirlenen bir (D) dogrusuna gére eylemsizlik momentini hesaplaymniz.

V.11. O{x, y) dik kartezyen koordinat sisteminde dyle bir y = f(x) seklinde bir
egri bulunuz ki bu egriile x = 0, x == x, ve y = 0 dogrular arasinda kalan ala-
mn kiitle merkezi & = o(x,) gibi x, in dnceden verilmis bir fonksiyonu olsun.
p(x,) = 3x/4 igcin y = f(x) i bulunuz.

V.12. Bir (E) uzay egrisi iizerinde bir P noktasi hareket etmekte olup Q da sabit

bir noktadir. Homogen oldugu varsayillan QP yaymun kiitle merkezinin yervektorii
R olsun. Kitle merkezinin ivmesi £ noktasinin hizina paralel olmasi i¢in 2 nin
hareket kaanfinu ne olmalidir ? Bulunuz.

V.13. 0 = ¢ = 2w olmak iizere x = a(p — sin¢) ve y = (1 -~ cos @) parametrik
denklemleriyle belirlenen yayint kavsini homogen varsayarak kiitle merkezini
tayin ediniz.

V.14. Kahnhg 1hmal edilebilen R yarigapl bir disk, merkezinden gecen dikey
bir eksen etrafinda w,; =sdbit agisal hiziyla harekete gegirilmektedir. Diskin her
viizey elemam hizin karesiyle orantili olarak hava direncine maruz kalirsa acaba
diskin baslangi¢ agisal hizi ne kadar zaman sonra yarni degerine diigmiis olur?
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V.15. Sekil: V.6 da goriildiigi gibi ¢ ve b boyutlarim haiz ince bir levha bir 48
eksenine tutturulmus olup bir M kiitlesi aracihiyla ve AB eksenine tutturul-
mus R yaricapli bir makara yardimiyla dondiirilmektedir. Levhamn her yiizey
elemaninin o noktadaki hizin karesiyle orantili bir hava direncine méruz kalmasi
hélinde levhanin erisecegi w, simr agisal huzi; bu hizin %1 kadar eksigine erigsmesi
i¢gin gegen zamani ve bu zaman zarfinda M kitlesinin ne kadar asafiya inmis
olacagini hesaplayniz.

V.16. R yangapl ve kiitlesi gevresine toplanmig

3 M kiitleli bir tekerlegin iistiine her bir ucunda
I (m, > m, olmak tuzere} m, ve m, kiitleleri bulu-
e nan uzamasiz ve kiitlesiz bir ip sarili bulunmakta-
dir. m ve m, aym yiikseklikte iken sistern serbest

. o harekete terkediidiginde ve hareket de hizla orantihi

bir direncin dogmasina sebep olan bir ortamda vu-
kuu buldugunda m, kiitlesinin ¢ zamam zarfinda

T

ne kadar asagiya indigini hesaplayiniz.
E 2 . " . .
Tr‘rg_m‘r r Ipin tekeriek iizerinde kaymadan hareket etti-
Sekil : V.6. gint kabul ederek dikey kistmlarindaki geriim kuv-

vetlerini hesaplayiniz.

V.17. Sekil : 7 deki gibit bir cikniktaki M, ve M, kiitlelerinin ivmelerini tiyin edi-
niz. Ayrica, tekerleklerin {izerinden gegen iplerin kaymadiklarini ve burulmadiklari-
nit varsayarak da iplerin dikey kisimiarindaki g, ', ve 7, gerilimlerini hesaplayiniz.

V.18. Sibit tutulan G kitle merkezinden gegen ve

” kendi diizlemi iginde bulunan bir (A) ekseni etra-

finda ddndiiriilen bir levhanin n normali ile @ dén-

\—/ / me vektoriiniin olusturduklan (w) diizleminin lev-

haya gore bir salinim hareketi yaptigim gosterip sa-
hnim peryodunu tesbit ediniz.

F,

. 5

V.19. Arzin, kutuplanindan gecen ekseni etrafin-
daki hareketinde, L d6nme impuls vektériiniin si-
bit kaldigini; w 4ni dénme vektdriiniin, Arz digin-
dan bakildiginda L yi eksen kabul eden bir koni ve
Arzdan bakildifiinda da bu koninin diginda bir bag-
ka koni gizdigini gdsterip her iki koniyi de geo-
metrik olarak belirleyiniz,

V.20. EULER denklemlerinden yararlanarak « ve
Sekil : V.7 b boyutlarim1  haiz ince bir dikddrtgen levhamin
kdsegenlerinden biri etrafinda sébit w hiziyla don-
diiriilebilmesi icin uygulanmas: gerekli N agisal momentum vektdrii ne olmalidir?
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(VLI) GENELLESTiRILMiS KOORDINATLAR

Biitiin giiglerine ragmen, simdiye kadar gdrmiis oldugumuz vektérel yon-
temler aracilifiyla mekanifin ¢oziilebilecek problemlerinin sayist maalesef si-
nirhdir. Daha girift mekanik problemlerinin ¢oziimiinde vektérel mekanigin
geometrik yontemlerinin uygulanmasi ¢ok kere uygun diigmemektedir. Bu tiir
problemier igin gelistirilmis olan gok genel yontemler Analitik Mekanigin temelini
teskil ederler. Analitik Mekanik biitiinilyle matematiksel bir bilim olup bunda en
genel anlanmuyla, koordinat kavram ¢ok merkezi bir rol oynar.

Analitik Mekanik aslinda fiziksel olaylar uygun matematiksel bagintilar ara-
cilinyla bir nevi terciime etmekten baska bir sey degildir. Ancak, fiziksel olayla-
rin béyle bir matematiksel dile aktarilmmasi koordinatlar araciliiyla olur. Koor-
dinatlar fiziksel evrenin noktalariyla sayilar arasinda bire-bir bir tekaabiliyet
gerceklestirirler. Bu tekaabiiliyeti gerceklestirdikten sonra, fiziksel anlamlanm
veyid yorumlarim hi¢ goz oniinde tutmaksizin, koordinatlara sédece cebirsel bii-
yitklitklermig gézii ile bakip hesaplan yapmak ve elde edilen hesap sonuglarim
genel fiziksel gercekler uzayina aktararak yorumlamak miimkiindiir.

Boyle bir programi gerceklestirmege araci olan koordinatlardan, en genel
anlamlanyla, ne anlasiimas: gerektigini yakindan inceleyelim.

Dik bir kartezyen koordinat sisteminde uzaydaki bir P noktasin: (x;, x5, X3)
diye ii¢ say1 araciifiyla temsil edebilmekteyiz. Bu ii¢ saymmn igerdikieri an-
lanu yorumlarsak bunlar aslinda P noktasinin koordinat diizlemlerine uzaklikla-
rin gbstermekte olup her biri wzunluk boyutunu haizdir. Buna karsihk aym P
noktastnin uzaydaki yerini kiiresel koordinatlarda (r, 9, @) sayilan ile de pek 414
temsil edebiliriz. Bu ii¢ kiiresel koordinattan yalmzca r nin boyutu bir uzunluk
olup digerleri boyutsuz bityiikliiklerdir; ve nasil Olgiilmeleri gerektigi iyice saptan-
mis olan agilardir. Béylelikle bir noktamn yerini belirlemek tizere kullanilabitecek
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koordinatiarin cesitli, ve mahiyetlerinin dahi farkl: olabilmesi olanagi bulundugu
da anlagilmis olmaktadir.

Analitik Mekanikte belirii bir fiziksel durumu soyut bir matematiksel kaliba
dokmege aracilik eden koordinatlara, bunlann mahiyetlerini agikca belirtmege
gerek goriilmeksizin, sidece sayilar gézilyle bakilir. Bu, Analitik Mekanigin en
belirgin dzelliklerinden biridir.

Simdi hi¢ bir kinematik sarta bagh olmayan N adet serbest tanecikien olug-

mus bir mekanik sistem g6z dniine alalim. Bunlarn dik bir kartezyen koordinat
sistemindeki koordinatlar da

(x,f.,j"f,:j.) » I'T],2.,,...,Nl

olsun. Eger noktalarin bir kismi veyd hepsi hareket hilinde iseler siiphesiz ki bu
koordinatlar 7 zamanimn fonksiyonu olacaklardir.

Cogu kere, hareket problemini ¢ézmek igin bdyle bir dik kartezyen koordinat
sisteminden ise baglamak hig de uygun bir yéntem teskil etmeyebilir. Meseld Gii-
negin etrafinda dolanan bir gezegenin hareketi problemini ¢ézmek iizere, bu prob-
lem igin sagladigi biiylik kolaylik bakimindan, kutupsal koordinat sistemi gok
daha uygun bir yontem teskil eder. Ciinkii kutupsal koordinat sistemi, kendi yapt-
sinn geregi olarak haiz oldugu geometrik simetri (bakisim) Szellikleri aracihifiyla
s6z konusu fiziksel problemin haiz oldugu fiziksel simetriyi geometrik olarak en
1yl ve en basit matematiksel bicimde yansitacak ve ifide edecek niteliktedir. Buna
karsihk, dik bir kartezyen koordinat sisteminin haiz oldugu geometrik simetri
ozellikleri 56z konusu hareket probleminin haiz olduga fiziksel simetriyi matema-
tiksel bir kaliba dékebilmek yéniinden uygun ve yeterli degildirler.

Bu itibarla, verilen bir probleme tekaabiil eden koordinatlar uygun bir bi-
gimde segebilmemizin problemin ¢dziimil iizerinde olaganiistii bir etkisi olacak-
tir. Boylelikle uygun yeni koordinatlar secip de eski koordinatlar1 bunlar cinsin-
den ifide edersek karsimiza gikacak olan yeni problemi eskisine nisbetle ¢ok daha
kolay bir sekilde ¢ozebilmemiz de mimkiin olabilecektir. Bu ise problemi daha
basit bir bigcimde ele alabilmek iizere &nce uygun bir koordinat dénilgiimii yap-
manin gerekliligini telkin etmektedir.

GOz 6niine aldigimiz mekanik sistemde N adet serbest tinecik bulunduguna
gore, sistemi belirlemek icin, su hidlde, 3N adet bagimsiz degigken gerekmektedir.
Buna gore, séz konusu koordinat dontigiimii

Xt =51(qy > 9255 93m)
o= fa(qy s Gy 5---r G3N)
:"fl :f:‘i(Ql 1 G2 5y qu)

o

(VLL])

ZN zj;N(QI * qzv-':qjN)
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scklinde olacaktir. Buradaki f;.f;.....f;n fonksiyonlarmi problemin ¢6zlimiini
kolaylastirmalari i¢in ne sekilde oimalan gerekirse Gyle segebiliriz, Bdylece (x;,
¥i » 2;) koordinatlarin ¢ nin fonksiyonlar olarak belirlemek problemi de g,. ¢,,
...y g3y Min ¢ nin fonksiyonlan olarak belirlenmesi problemine ddniismis olur.
Boylece tanimlanmig olan g;(j = 1, 2, ...,3N) koordinatlarina da genellegtirilmis
koordinatlar ad1 verilir.

Gengellestirilmis koordinatiarin avantaji, bilhassa, bir takim kinematik sart-
lara bagh sistemler g&z Sniine alindiginda ortaya gikar. Bu gibi sartlar, aslinda,
koordinatiar arasindaki bir takim matematik bagintilardan ibarettirler. Mesela
aralarindaki ¢ uzakhg: sabit kalacak sekilde bir molekiil olusturan iki atom gbz
dniine alinirsa bu durum, dik kartezyen koordinatlarda,

(v, — X+ — )P+ (2 2 = d? (VL1.2)
sartinin sagianmasini zorunlu kilar. Bu sart altinda bu iki atomun 6 koordinatini
keyfi olarak vermek imkani yoktur. Bunlarin 5 tinesine keyfi degerler verildi
miydi altincisi da (VI.1.2) sartiyla kendilifinden belirlenmis olur. Fakat esasina
bakilirsa (VI.1.2) bagintist biitiin koordinatlara nisbetle simetrik bir bagint1 ol-
dugundan, bu 6 koordinattan birisini bagimli degisken olarak almak hig de uygun
degildir. Burada problemin simetrisi bakimindan sistemin kiitle merkezinin 3 dik
kartezyen koordinati ile bu iki atomlu molekiiliin eksenini karakterize eden iki
acty1 genellestirilmis koordinatlar olarak almak ¢ok daha uygun olacaktir. S6z
konusu 6 adet x,,¥,,2,, ..., V3,2, koordinatint bu yeni 5 parametre cinsinden
ifade etmek miimkiindiir.

Bir baska misil olarak da pekc¢ok sayida tinecikten olusmusg bir kati cismi
gbz Oniine alahm. Fakat sistemi olusturan tdneciklerin sayist ne olursa olsun,
kat1 cismin kiitle merkezinin haiz oldugu 3 koordinat ile kati cismin kendi
kiitle merkezine gore durumunu belirleyecek olan 3 agqiyt vermekle de kati cis-
min yeri ve durumu tamamen belirlenmis olur. Bu durumda kati1 cismi olusturan
her bir tinecigin koordinatlarini da bu 6 parametrenin fonksiyonu olarak belir-
lemek -mitmkiindiir.

Genellikle eger bir sistem N adet tinecikten olusmugsa ve sisteme uygula-
nan kinematik sartlarin sayisi da eger m ise bu sistemin konfigiirasyonunu g, ,
g, ..., 4, gibi yalnizca

n=3N-—m

adet bagimsiz parametre aracilifiyla belirlemek miimkiin olur; ve bu takdirde de

bu taneciklerin dik kartezyen koordinatlari da bu ¢, ¢, ,..., g, genellestirilmig

koordinatlarimn fonksiyonlar: olarak
=592, ,9,) )
(VL.1.3)
Zn=fin(G1 < Gy o5 4

seklinde yazilabilir.
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n , verilmis olan mekanik sistemin karakteristik bir sabitidir; yAni, bagka bir
deyimle, n den daha az sayida parametre aracilifiyla sistemin durumunu eksiksiz
bir bigimde belirlemek miimkiin olmaz. n adet parametrenin mekanik bir siste-
min duremunu tek bir sekilde belirlemenin gerek ve yeter sarti olmasi keyfiyeti
sistemin serbestlik derecesinin n olduunu ifide etmekle esanlamlidir. Bu n adet
q, 5 4 ..., parametrelerine géz oniine alinan sistemin genellestirilmiy koordi-
natlarr ad1 verilir,

Asag1 yukar inip gikan bir piston, sdbit bir eksen etrafinda donen bir kati
cisim tek bir serbestlik derecesini haiz olan mekanik sistemiere misallerdir. Belirli
bir yiizey tizerinde hareket eden bir noktanin ancak iki serbestlik derecesi vardir.
Ug boyutlu uzayda hareket eden bir maddi nokta veya sabit bir noktas: etrafinda
dénme hareketi yapan bir kati cisim ise serbestlik dereceleri 3 olan sistemlerdir,
Aym bir diizlem iginde bulupan bir ¢ift yildiz sistemi, besbelli, 4 serbestlik dere-
cesini; uzayda, aralarindaki uzaklik sfbit kalmak sartiyla hareket eden iki maddi
noktanin olusturduklar sistem de 5 serbestlik derecesini haizdirler. Ug boyutlu
uzayda serbestce ve hic¢ bir sarta bagh olmaksizin hareket eden bir kat1 cismin ser-
bestlik derecesi de 6 dir.

S6z konusu g¢,, ¢, ,..., g, genellegtirilmis koordinatlan geometrik anlam)
haiz olabilirler de, olmayabilirler de! Buna karsilik, (VI.1.3) déniigiimlerinin son-
lu, tek degerli, surekli, tiiretilebilen doniigiimler olmalar: ve n adet fonksiyonun hig
degilse bir kombinezonunun jakobyeninin ozdes olarak sifir olmast gerekiidir. Bu
sartlar sonlu sayida nokta igin gergeklenmeyebilir; bu gibi tekil (sengiifer) nokta-
larin g6z 6nilne alinmamalan gereklidir. Meseld

x=rsinf cosg
y=rsinl sing
z ==rcosh

ile verilen doniigiimiin, r == 0 ve 0 == 0 degerleri igin jakobyeni sifirdir. Gergek-
ten de

@E ax dx

o 36 39 sin® cosp -—rcosfcose rsin@ sing
|J] = -gii g—g— g% ={ sinf singpg —rcosf sing -—rsinBcoseg
g% g% —g-% cos @ rsin® 0

ifidesinin r == @ = 0 igin sifir olacafi goriilmektedir.

Bir problemin biitiin kinematik sartlarimi uygun genellestirilmis koordinat-
lar ithdl etmek slretiyle ortadan kaldirmak her zaman dogru olmaz. Bazen bu ki~
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nematik sartlarin sidece bir kismi bdylece ortadan kaldirilir ve digerleri de gene
kisitlayict sartlar olarak bwrakdir. Bu takdirde g6z Sniine alinan mekanik sistem
matematik olarak (VI.1.3) denklemleri ve bunlara ilaveten de

D.(q.4.-..,9)=0 , (=12 ..m) (1v.1.4)

seklindeki m adet bag gartr aracilifiyla belirlenir, ve sistemin serbestlik derecesi
de tabiidir ki artik

N =n—m

olur.

(VL.2) KONFIGURASYON UZAYI

Analitik Mekanigin en énemli kavramlarindan biri konfigiirasyon uzayt kav-
ramudir. Nasil ki (x, y, z) gibi {i¢ sayiya ii¢ boyutlu bir uzayin dik kartezyen koor-
dinatlara izife edilmis bir £ noktasini tekaabiil ettiriyor ve bunun yervektdriinii de

r=uxe + ye, +ze, , (e.e,=08,;ij=1273)

ile gosteriyorsak bir mekanik sistemi tamamen belirlemek igin gerekli olan q,,9,,
.- 4, gibi n adet parametreye de n boyutly bir uzaydaki bir noktamin dik kar-
tezyen eksenlere gore koordinatlariymus gibi bakabilir ve e, e, ,..., ¢, ile

e .¢ =0, , (i,j = 12,...n) (VI.2.1)
diklik bagintilarini saglayan n adet birim taban vektoriinii gostermek sfiretiyle

X == q.& + ge + ... + q,.e,

yervektdriiniin bu noktay: temsil ettifini séyleyebitiriz. Gene, nasil ki

x=x(1),y=ut), z=z(1)

denklemleri ii¢ boyutlu uzayda bir noktanin zamana bagh olarak ¢izdigi wuzay
egrisinin parametrik bir gosterilisini olugtururiarsa, aymt sekilde

@ = gi{1) s g == 48) 5., 4, = 1) (VL.2.2)

denklemleri de g6z &niine alinan bu » boyutlu uzayda mekanik sistemimizin duru-
munu temsil eden noktamn lzerinde kaydig1 uzay egrisinin parametrik bir goste-
riligini olustururlar. (VI.2.2) denklemleri, ashnda bir dinamik probleminin ¢dzii-
miinden baska bir sey degildir.

Bu anlayisa gére, kag maddi noktadan olusmus olduguna ve noktalar: arasin-
daki baglarin mahiyetine bakilmaksizin, mekanik bir sistemin tiimiinii gok boyut-
lu bir uzayn tek bir noktas: ile temsil etmek miimkiin olmaktadir. Iste bu imkan
saflayan ¢ok boyutlu uzaya konfigirasyon uzay: adh verilir.
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Somut bir misi! vermek gerekirse, sayilamiyacak kadar ¢ok maddi nokta-
dan olusan herhangi bir kats cismin genel hareketini belirlemek icin 6 parametre
yeterli oldugundan bu mekanik sistem, 6 boyutlu bir kartezyen (dolayisiyla Skiit-
sel) uzayin bir noktas: ile temsil edilebilecektir. Kati cismin (VI1.2.2) denkiemle-
riyle belirlenen her bir durumuna bu 6 boyutlu konfigiirasyon uzaymin bir noktasi
ve, tersine, bu 6 boyutlu konfigiirasyon uzaymin her noktasina da katt cismin
baska bir durumu tekaabiil eder.

Mekanik bir sistem verildiginde, problemin mahiyetinin gerektirdigi sayida
boyutu haiz soyut bir konfigiirasyon uzayinin noktalar ile sistemin durumu ara-
sinda kurulan bire-bir tekaabiiliyet, problemi, geometrik bir dil ¢ergevesi iginde
¢ok basite indirgemektedir.

(VL3) BAGLAR

Simdi, gene, bir maddi sistemi olusturan maddi noktalar arasinda 7 = 1, 2,
..., m olmak {lizere

Di(g . G2r > gi ) =0 (VL3.1)

seklinde bir takim bagintilar bulundugunu varsayalim. (V1.3.1) ile verilmis olan
bu ifadeler g6z Sniine alinmuig olan sistemin yan gartlarmi veya bag sartlarini mey-
dana getirirler.

(VL3.1) in tam diferansiyeli

oD, - O
P df e d = O
ar -} P ; qy | (V1.3.2)

olur. (VL3.1) veyd (VI.3.2) sekliyle ifide olunabildiklerinde bag sartlanna holo-
nom sartlar ve sisteme de holonom sistem adi verilir, + zamamnn (V1.3.2.) nin ifa-
desinde agtkea bulunmas: hilinde bunlara holonom-reonom bag sartlare; t nin bu
ifidelerde acgikca bulunmamas: halinde ise bunlara holonom-sklerenom bag sart-
fary ad1 verilir.

Cofu kere de bag sartlan

Awdt + Y Az dg; =0 (VL3.3)

j=t

seklinde verilirler ama ne A,y katsayist ve ne de A4;; katsayrlari @; gibi bir fonk-
siyonun kismi tiirevlerine indirgenemeyebilirler. Bu takdirde, bir fonksiyonun
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tam diferansiyeli gibi ifide olunamayan bu (V1.3.3) bag sartlarina da holonom
olmayan bag sartlart ady verilir.

Ayrica meseld {VL.3.2) ve (VI.3.3) gibi esitlik bagintrlaniyla ifide edilen bagla-
ra ¢ift rarafli baglar; buna karsilik, meseld

L]
Adi + Y Aijdg, > 0 (VL33

=1

gibi bir esitsizlik ile ifide edilen baglara da tek taraflt baglar adi verilir. Meseld,
maddi bir nokta efier bir yiizey iizerinde kalarak hareket ediyorsa bu, holonom bir
bag teskil eder. Eger nokta belirli bir yerde (meseld bilyiik bir kirenin iizerine
birakilan bir bilyanin yuvarlanarak belirli bir noktada Kkiire yiizeyini terkedip
yere diismesi gibi) ylizey: terkediyorsa bu da tek tarafh bir bag teskil eder.

Holcnom olan ve holonom olmayan baglar arasindaki fark séistemin baglan-
gre sartlarim gdz Oniine alarak daha da belirginlestirilebilir. Gergekten de, holo-
nom baglarin bahis konusu olmas: hdlinde, géz dniine alinmis olan sistemin bas-
langi¢ sartlar;, yini pesinen verilen

q; = q,(0)

. fdg,\
i~ (%) - a0

degerleri keyfi olarak secilemezler. Bu baslangig sartlart bilakis (VI.3.1) ve (VI.
3.2) bagintilan dolaysiyla

=0 igin (V1.3.9)

®,(g, (0), 4, (0) ,..., g, (0); 0) =- O (VLE.3.5)
o, L AN
("37)0 + ng(gq_i)o §;(0) =0 (VL3.6)

bagintilarim gergeklemek zorundadirlar.

Buna kargihk, holonom olmayan baglar bahis konusu oldugunda, baglan-
gi¢ sartlan keyfi olarak segilebilirler; ancak bunlar. (V1.3.3) dolayisiyla

A (0) + Y, 45(0)4;(0) =0 (VL3.7)

i=1
sartlarin gergeklemekle yiikiimlidiirler.

Holonom olmayan baglara misél. — Holonom olmayan baglara somut bir
misdl vermek igin (x, y) diizlemi iizerinde, ve diizleme dik olarak, kaymadan yu-
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varlanan sonsuz ince bir tekerlegin sonsuz kiigiik yer degistirmelerini g6z dniine
alahm (bk. Sekil : VI.1).

Tekerlegin (x, y) duzleminde temas ettifi noktamn koordinatiari T(x, y),
bu noktadaki tegetin x-ckseniyle yaptig: a¢t ¢, tekerlegin belirli bir MP yarigapt
ve T temas noktasina tekaabiil eden yarigapr arasindaki agi a olsun. Béylece,

2)

Sekil : VL1 — Holonom olmayan

) baglara bir misal.

sistemt karakterize eden degiskenlerin sonlu degerleri géz 6niine alindifinda, sis-
temin 4 serbestlik derecesini haiz oldufu anlasilmaktadir. Halbuki eger degisken-
lerin sonsuz kiigiik degerleri gbéz dnune ahnacak olursa, teget dogrultusu {izerin-
de tefet noktasinin 8s sonsuz kugilik kaymasi ile tekerle§in M merkezi etrifinda
8o sonsuz kiigiik dénmesi dolayisiyla

8s = Réa (V1.3.8)

olacafgindan sistem sidece 2 serbesilik derecesine sahip olacaktir; zird (VL.3.8)
yerine ona esdeger olan

8x = Réa cos

Vi.3.9
8y = R8u siny ( )

bag sartlarim ikaame etmek kaabildir. Eger (VI.3.9) bagmtilarimin temsil ettikleri
bag sartlari

O, xyal)=0, (=12 (V1.3.10)
seklinde 1fade edilebilselerdi bunlarin tam diferansiyelleri
a@, ad,: B(Dl 3(95 -
9% o% ot sl =0 = .3.
x bx -t 3y oy + a Sa + al &y ,  (F=12) (VL3.11)
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seklinde olacakti. Efer gbz Oniine alous oldugumuz mekanik sistem holonom ise
bu takdirde (VL.3.9) bagntilanmn (VI.3.11) denklemleriyle bagdagmalan, yani

o, . 3%, a0, _ CATRI
ax — b gy =0 g = Reosws o
(VL.3.12)
LSNP N | S
x =, T I, 30 = Rsin g, 30

olmasi gereklidir, Halbuki (VI1.3.12) denklemlerinden (VI.3.10) seklinde @, ve
®, fonksiyonlarmt bulmak imkéansizdir; yani bu sistem integre edilebilen bir sis-
tem degildir. Bu sonug ise gbz Oniine almis oldugumuz sistemin holonom olmayan
bir sistem oldugunun agik delilidir.

(V14) SANAL ISLER ILKESI

Mekanik bir sistemin sonsuz kigiik sanal dtelenmesi, sisteme uygulanmig
olan kuvvetler ve baglarla bagdasmak sartiyla, sistemi karakterize eden r, yer-
vektorlerindeki sonsuz kigilk miimkiin 8r, degisimlerinin sonucu olarak ortava
¢ikan yeni durumdur.

Sisteme uygulanmis bulunan kuvvetlerin de baglarin da degisebilecegi bir
dr arahg: iginde sistemin gergekten de miruz kalabilecedi sonsuz kiigiik bir 6te-
lenmeye de gercek dtelenme ady verilir.

GOz Oniine alinan mekanik sistemin dengede bulundugunu, yini sistemi tes-
kil eden her bir nokta iizerine etki yapan K,* kuvvetinin sifir oldugunu farzede-
lim: K,* = 0. Bu durumda 8r, sanal &telenmesiyle K,* nin skaler ¢arpimt de-
mek olan

dW[ == Kl* . 81';

samd iginin de sifir olacagr asikdrdir. Sistemin biitiin noktalan i¢in toplam isin
de, buna dayanarak, sifir olacagi besbellidir :

2. K* . 8r, = 0. (V1.4.1)

Simdi her bir noktaya etki yapan K;* kuvvetini, bu noktaya uygulanmg
olan K, kuvvetiyle bu noktaya etki yapan baglardan ileri gelen bir k kuvvetinin
bileskesi olarak yazarsak (VI.4.1)

2K .8+ Y k.br,=0
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sekline girer. Bundan bdyle yalmzca bag kuvvetlerinin sanal islerinin sifir oldugu
mekanik sistemleri gz 6niinde bulunduracagiz. Bu keyfiyetin 6zellikle kat1 cisim
icin gergekten de gegerli oldugunu daha dnce gérmiigtiik. Fakat bu, daha bir hayli
baska bag kuvvetleri igin de gegerlidir, Meseld bir yiizeye bagh olarak hareket
eden bir nokta gdz oniine aldiimizda noktanin sebep oldugu bag kuvveti ylizeye
dik olan direng kuvveti olacak; buna karsiik bu bag ile bagdasan sonsuz kiiglik
sanal 6telenme ancak yiizeyin tegeti dogrultusunda olacak, ve dolayisiyla da bu
sonsuz kiigilk sanal dtelenme dolayisiyla bag kuvvetinin yapacag sanal is de ge-
ne sifir olmus olacaktir. Yaimiz burada suna hemen isiret edelim ki eger isin icine

stirtinme kuvvetleri girecek olursa artik bu dogru olmaz; zird siirtiimme nokta-
sal degil, makroskopik bir olaydir.

Baglardan ileri gelen kuvvetlere reaksivon kuvvetieri (veya direng kuvvetleri}
diyecegiz.

Sonug olarak, bir sistemin denge sartini sisteme uygulanmis olan kuvvetle-
rin sanal iginin sifir olmasiyla verildigini ifide edebiliriz. Eper r; yervektorlerini,
konfigiirasyon uzaymnda,

ri =Ygy .43, q,)

seklinde genellestirilmis koordinatlar cinsinden ifidde edersek

YK b= YK g;; 5¢; = 0 (V1.4.2)
i 1 i

olur. Bu son ifade sanal igler ilkesinin matematiksel seklini vermektedir. Ayrica

ori
ZKf 7 Q; (V1.4.3)

ifidesine de genellestirilmis kuvvetin j-ninci bileseni denir. (VL.4.2) deki &r; lerin
katsayllarimin artik genellikle sifirdan farkli olduklarina dikkati ¢gekmek gerekir.

ORNEK — a uzunlugundaki M kiitleli bir iner-kalkar koprii Sekil: V1.2
deki gibi bir (E) efrisi iizerinde sirtiinmesiz kayan bir m kiitleli agirlikla dengede

tutulmak istenmektedir. Bu denge durumunun saglanabilmesi icin (E) egrisinin
sekli ne olmalidir?

¥ Denge dururmumda m kiitlesinin kiitle merkezinin sanal bir itelenmede (E)
egrisi iizerinde 8z, kadar asagiya inmesine karsihk M kiitleli képriimiin G kiitle
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merkezinin 8z, kadar yiikselecegine dikkati cektikten sonra sisteme etkiyen Mg ve
mg agwrhk kuvvetlerinin bu sanal Gtelenmelerde yapmis olacaklar: toplam isin sifir
olacagim yazalim :

Mgz, — mg 8z, = 0.
Bu bagmntiyr integre ederek
Mgz, — mg z, == C = 5dbit
bulunur. Diger taraftan ise

@+ W —(—r)
2 ah

Zy=rcos@p ve z;=scosl=ys

dw. Buna gore

,s'az A P e (I —r)?

M 2 ah

—mreosg = C

olacakur. Bu baginti r ve @ nin biitiin degerleri ve dolayisiyla r = @ = 0 igin de

e
$ o

r (E)

Sekil : VL2,
OP =h PG =3s PB =g
OA=r, OB =1—r

gecerli oldugundan

@+ PP
C=Ms—5p —

buiunur. Bu, diger bir dnceki bagintiya tasmr ve ayrica da 2ahm{sM = b vazedi-
lirse aramilan (E) egrisinin kutupsal koordinatlardaki denklemi olarak

r=22-—bcosg

ifddesi bulunmus olur.
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(V1.5) D'ALEMBERT ILKES]

Mekanik bir sistemin denge durumu séz konusu oldugunda sanal isler ilkesi-
nin bu gibi problemleri ¢6zmege yeterli oldugunu gdérmiis bulunuyoruz. $imdi ise
dinamigin temel kaanifinunun bir sistemdeki /-ninci nokta igin

K*=p (VL5.1)

den ibiret oldugunu hatirlattsktan sonra bunun

K*—p =0 (VL5.2)

seklinde de yazilabilecegine igiret edelim. Bu sonuncutyazilis sekli, sistemdekt
noktalarmn, tizerilerine tesir eden kuvvetlere esit bir kuvvet ile eksi isdretli etken bir
p, kuvveri alinda dengede bulunacaklarim telkin etmektedir. Boylece bir dinamik
problemini, bu goriis agisindan, bir denge (bir statik) problemiymis gibi telakki
etmek, ve bu hal icin sanal isler itkesini uygulamak olanag dogmaktadir. Buna
gore ve (VI.4.1) e binden derhél

N N N
Y (K*—p). 8, = ) (K,—p). 8, + Y. k. 8r, =0 (V1.5.3)

i=1 ==t 1=l

vazihir, Burada K, ile, gene, uygulanan kuvvetlere ve k, ile de gene bag (ya da reak-
siyon) kuvvetlerine igdret edilmis bulunmaktadir.

Dikkatimizi gene, sddece, baglardan dogan reaksiyon kuvvetlerinin sanal
iglerinin sifir oldugu hallere yogunlastiracak olursak

N
§W= Y (Ki—p.). 8r, =0 (VL5.4)

el

olur. Bu ifdde de, dinamigin bir statik (bir denge) problemine indirgenmesini
saglayan D’ALEMBERT (Jean Le Rond d’Alembert, 1717-1783) ilkesini olustur-
maktadir.

ORNEK — M, ve M, kiitleleri uzamayan bir iple bagh olarak cifte bir egik
diizlem iizerinde siirtimmesiz hareket etmektedir. Sistemin hareketini inceleyiniz
(bk. Sekil : VL.3).

» Sisteme D’ALEMBERT ilkesini uygulayacak olursak
(Myg — Miyx,) . 8, + (Mag— Mty) , Br, = 0

olur. Bu ifdde, 8r, ve 8r, nin baglara uygun.sanal 6telenmeler olduklar: da g6z énim-
de tutulursa,
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(Mlg Sin U.l - Mli:]) . 8]'1 ‘*1"’ (Mzg Sin az - Mzi:z) . 8"2 = 0 (VI.S.S)
seklinde de yazilabiliv. Ipin uzamaz olmast hasebiyle ry 4 r, = sabit oldugundan
Srl -+ 8!‘2 =0 ve i:| + i:z =0
veyd

8?’2 = — 5!‘, ye i:z = - i:1

Sekil : VL3. Cifte epik dizlem iizerinde siirtitnmesiz g "
kayan iki Kiitlenin hareketi hakkmda. ‘g

dir. Buna gire (VI.5.5) i &r, ¢ O ile bilerek

Mlgsin oy — Ml‘:I —Mzg Sinazw Mzi:i =0
veydhut da

bulunur. Bu sonuclara gére M, kiitlesinin

Mygsing, > M,g sino,
veyd

M gsinoy << M,gsina,

olmasina gore sdbit bir ivmeyle egik diizlemde, swasiyla, asagiva veyd yukariya
dogru hareker edecegi; ve M, kiitlesinin de aym sartlarda, sirasiyba, yukariya veyd
asagiya dogru hareket edecegi anlasilmaktacr.

(VI.6) LAGRANGE DENKLEMLERI
Simdi, tekrar, (VL5.4) ifidesine dénelim :

N
Y, (K; -~ py) . Br; = 0. (VL5.4)

i=1

Eger r; yi genellestirilmis koordinatlar cinsinden ifide edersek
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r=rdq, ..., g, 1) (VL6.1)

ve buradan da 8r; yi ¢; ler cinsinden

8!‘; = Z ari 8

J==l

seklinde ifide eder de (V1.5.4) {in birinci terimini buniarin 1p§inda tekrar yazarsak

E K;.8r = 2 ( Z K;. a;; )8 g — ZQ, 5q; (VL.6.2)

yazilabilir. (V1.4.3) bagintilar1 dolayisiyla Q; bliyiikliiklerine genellestirilmis kuv-
vet bilesenleri denildigini biliyoruz. {VL.5.4) deki ikinci terim ise

N N
Ei);.ﬁr,-zZm,-;,-.Sr,' Z(

pe=i =1 i=1

Yomix = ) 5q; (V1.6.3)

==l

yazilabilir. Simdi bu ifidenin sagindaki parantezi daha agik olarak hesaplayalim:

* arf - al'a
Zm""aqj ,.Zfdr(""”ééa) mici{ ) oo

yazilabilir. Diger taraftan (V1.6.1) den bareketle de

drf Vi al‘. Bl'r ff_iﬁ al‘. al'z
= =V E 4, d + Z . (VL6.5)
ve kezi
dfor ) 8 fon ) @ [ 9y -
dt\dq;) ~ 8r\dq) " H oq:\ d9; )"
¥ ¥
= VL6.
3t 0q; Z quaq, (V1.6:6)

yazilabilir. Kezi efer (V1.6.5) den harcketle 9v;/dg; teskil edilirse (V1.6.6) da goz
dniinde tutularak

avf _ 321'. 3’1': - d ari )
04; n dqj ot E aq’ 39, I = dt ( a4; (VL6

oldugu goriiliir. Ote yandan gene (V1.6.5) den
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CA S (V1.6.8)
a4, dg;
oldugu sonucu ¢ikmaktadir.
Simdi (VE6.7) ve (V1.6.8) i (V1.6.4) ifidesine yerlestirirsek
N N
SH: | (d{ ovi avi
RN v W (R AL U B A/ VL6.9
Zm.l'f-aqj Z(dt(mrv:aqj) mrvaqjg ( )

i=l

olur ve buna gore de (V1.6.3) ifadesi

N n o, N N
. B \d| 3 re 9
TS YETET) A Y

=] Je=1 {=i

N
¥ Loy v,-z)%aqj (V1.6.10)
sekline girer. Halbuki

A

Y s mvi=T (VL6.11)

dir; yani bu, N adet maddi noktadan olugan sistemin toplam kinetik enetjisi-
dir. Bu itibarla (VI.5.4) D’ALEMBERT ilkesi (V1.6.2), (V1.6.10) ve (V1.6.11) ba-
gintdarinin 151§ altinda

n ] T T
Z[Bdit(%&?)mgag_gj]sq,:o (V16.12)

F=l

sekline girer. G6z 6niine almig oldufumuz sistemin holonom oldugunu kabul etmis
oldugumuza gore q; genellestirilmis koordinatlars birbirlerinden bagimsizdirlar;
ve dolayisiyla 8¢; sanal Otelenmeleri de birbirlerinden bagimsiz olurlar. Bu
sartlar altinda (VI.6.12) nin gergeklegebiimesi i¢in bunun katsayilarimn Szdes
olarak sifir olmalars, yini

)L o,
dr \ 34; aq; ! (V1.6.13)
(j=1,2,...m)

olmasi gereklidir.

Eger gbz 6niine alinan sistem korunumlu bir sistem ise bu takdirde sisteme
uygulanan kuvvetler skaler bir U potansiyelinden tiiretilebilirler, ve:
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K; = —grad; U = — ;U

olur., Buradaki nabla operatdriindeki i indisi bu diferansiyel operatdriin sidece
i-ninci noktanin koordinatlarim etkileyecegine isiret etmektedir. U fonksiyonu-
na sistemin potansiyel enerjisi denildigini Snceden gdrmiistiik.

Bu sartlar altinda, genellestirilmis kuvvet bilesenleri igin
I; L
2 K. 9% — —2 @) 3

yazilabilir. Halbuki bu son ifidenin sag yani tipatip
— U(ryyry,...,TN)
nin g; ye gére kismi tiirevinden bagka bir sey degildir. Su hilde

0= (VL.6.14)

a9g;

olur, Buna gore ve U nun yalmzca koordinatiann fonksiyonu olup genellegtiril-
mis ¢, hizlartndan bagimsiz oldugu da gbz Oninde tutularak,

L=LG .9y, s qy>91:92ssGpit)y=T—=U (VI1.6.15)

vazetmek siiretiyle (VI.6.13) denklemleri

dfoLy oL
dt \ 04; aq; (VL.6.16)
(=12,...,m

sekline girer. (VL.6.15) ile tammlanan L biyiikliigiine bunu ilk tamimiayan fransiz
matematikgisi Josephe Louis de LAGRANGEIn (1736-1813) adina izéfeten
LAGRANGE fonksiyonu ve (V1.6.16) denklemlerine de rkinci cins LAGRANGE
denklemleri ad1 verilir.

LAGRANGE denklemleri aracilifiyla bir mekanik probleminin nasil ¢ozii-
Iebilecegini gostermek icin iki drnek veriyoruz :

1. ORNEK — Sekil : VI4 deki gibi AB == uzunlugundaki bir tel A da
Oz eksenine tesbit edilmis olup Oz etrafinda sdbit bir w agisal hziyla donmektedir.
m kiitleli bir P boncugu da AB izerinde siirtinmesiz kayabilmektedir. t = 0 -igin
boncugun A da bulundugunu ve o anda hi¢ hizy olmadigin varsayarak, boncugun hg-
reket kaantinunu tesis ediniz.
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¥ Boncugun sabit A noktasina t dmindaki uzakhgir, ve A mn da yere olan
yitksekligi h olsun, Bu takdirde P boncugunun dik kartezyen koordinatlart

1]

Sekil: VI4. 04 =h, ABR=1,
AP =r, CP - r sinx. (6]

X = rsina cos wt

¥ = rsina sin w!

z="Hh—rcosa
olurlar. Burada basitligi korumak icin t = 0 da AB telinin (x , 2) diizleminde oldugu
kabul edilmis bulunmaktadir.

Boncugun kinetik enerjfisi

1

T =—-m(X2 + ¥ + 2%

t

1 . . . .
- m {(# sin & cos wt — tor sina sin wt)? +

+ (7 sina sin w? + wr sin & cos wf)® -+ (— Fcosa)?}

H

= —%nm (F? + w? risin’a)

dir. Boncugun potansiyel enerjisine gelince; (x, y) dizlemini referans diizlemi, yani
potansiyel enerjinin sifir oldugu ditzlem olarak secersek

U= mgz = mg(h-—rcosa)

olur. Buna gore sistemin LAGRANGE fonksiyonu da

1

L= T———Uz%_m(ﬂ+w2rzsin2m)——mg(h——rcosa)
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olur. Problemin tek bir serbestlik derecesini haiz oldugu gériilmektedir. Buna gére

aL . aL 2. 2
-—é?_mr R M—E]T-nmwnsma.+mgcosa.

ve LAGRANGE denklemi de

dfaLy L _,
dt \ oF ar
veyd
mif — (mu?r sin® a. -+ mg cos a) =
yéni

i — (w?sin®a) r == gcosa

bulupur. Bu, 2. dereceden sag yanl ddi bir diferansiyel denklemdir. Buna tekaabiil
eden sag yansiz denklemin genel ¢coziimii, C, ve C, iki integrasyon parametresi ol-
mak flizere

Cl elo sin a) £ 4y e— (es sin ) ¢
dir. Sag yanh denklemin dzel bir ¢éziimiiniin de

gcosa
T oinl o
w? sin* a

oldugu kolayvhkla tahkik olunur. Buna gdire denklemin genel ¢dziimii

. X COS &
r o= 1) == C, elosinals C. e—osina)r___ g,? wam
) ! G w?sin® o
olur. Baglangi¢ sartlarindan
COoS o
FO) =0 0=C, 4+ C; — 5%
©) S w? sin? g,

F)=0-—»0=0C—C,
ve dolayisiyla
.. gcosa
G=06= w?sin® o

bulunur. Bu sonuglara gére boncugun hareket kaaninunun

2g cosa

r=r) = e

[ cosh (w sine) £ w%m]

seklinde oldugu anlasimis olur.
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2. ORNEK : — Sabit, r uzunlugundaki bir ¢ubugun ucundaki bir m kiit-
lesi bir sarkag gibi salinirken cubugun diger ucuna bagh bir M kiitlesi de yatay bir
eksen iizerinde siirtinmesiz kayabilmektedir. Hareketin yalnizea (x , y) diizleminde
vikuu buldugunu kabul ederek ve t = 0 icin x, = x5, X, = X3, 0=10,, 8 = 0, bas-
langic sartlar: altinda kigiitk salimmlar igin hareket denklemlerini tesis ediniz (bk.
Sekil : VL5).

* Problemin 2 serbestlik derecesine sdhip oldugu aciktir. Buna gére sistemin
durumunu belirlemek iizere, meseld, yalmzca x, ve 0 bagimsiz degiskenlerini almak

k— Xy -}

Sekil : VL3, Yatay eksen iizerinde siictiinmesiz kaya-
bilen M kiitlesing bagh m kitleli sarkacn kiigiik sa- » 1
Iimmlarinm incelenmesi hakkinda

vetecektir. Fakat Sekil: VI.5 deki dik kartezyen koordinatlar cinsinden T kinetik
enerjisini hesaplamak daha kolay oldugundan T yi once x,, x, , y, cinsinden he-
saplayacak ve sonra da

X;=x; +rsin® ve y,=:rcosl
oldugunu gz dniinde tutarak kinetik enerjiyi T = T{x, , 0} cinsinden iféde edecegiz:

I

T =5 MX®+ -;— mXy? + Fy) = 5 Mi? T,[fm(xf + 2r%, 0 cos @ + r20%)

olur. Bundan baska sistemin haiz oldugu potansiyel enerjinin yalmzca m kiitle-
sinden ileri geldigi ve bunun

U= —mgy,=—mgrcosl
ile verilecedi bellidir. Buna gore sistemin LAGRANGE fonksivonu

L=T—U-= %-Mi’lz + —;—m(if -+ Zrilécosﬁ +- rzéz)—l—mgr cos B

dir. Su hdlde sistemin hareket denklemleri de
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d (gL aL 2
7 (ax) Bx[_o - (m -+ M) \, L omr 8 cos® — mr02sin@ — 0

d (BL aL
aé) 0

olurlar. Hareketin kigitk sahmmlar icin denklemleri soruldugundan cos@ = 1,
sinf = 0, 62 = 0 alnabilir. Buna gore ¢oziimlenmesi gerekli denklemlier

=0 - rx,cosb+ r28 + grsin8=0

{(m -+ M):f, - mri =0
"~;‘:a 4120 = —gr0

olurlar. Bu denklemler kolaylikla integre edilebilirler. Neticede ve C,, C,, A ve 6
ile dért integrasyon parametresini gdstererek

mr @

Y+ m-+ M

=Cit+ C,, 8= Asin(wt+8)

N \/m “}- M
== M S

vazedilmigtiv. Baglangi¢ sartlar: da g6z éniinde tutulursa integrasyon parametrele-

rinin degerleri igin de
sl A= \/ 02 +
% 0

8 = arctgg'%&{
Q

bulunur. Burada

C,= Xp+ ‘0+

nt {—Méa’

Bulunur.

(VI.7) HOLONOM OLMAYAN HALLER; LAGRANGE CARPANLARI
YONTEMI

(V06.13) ve dolaymsiyla (V1.6.16) LAGRANGE hareket denklemlerini tesis
ederken gz Oniine alinan sistemin holonom yini g; genellestirilmis koordinat-
larimn birbirlerinden bajimsiz olduklarim varsaymistik. $imdi holonom olmayan
yan sartlanin varhft hilinde LAGRANGE denklemlerinin nasil yazilabilecekle-
rini gostermek istiyoruz.

Simdi

Ay dt + Y, Aydg, =0, (i=12,.,m). (VL7.1)

=1
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ile m adet holonom olmayan, yini katsayilan bir fonksiyonun kismi tiirevleri
seklinde ifide edilemeyen sartlar gosterelim. Buna gore artik ¢; ler birbirlerin-
den bagimsiz olmadiklarindan

. vdfary ar) —0 VI.6.1
X[ barl3g) —fat o o= i1

ifidesinden koseli parantezlerin iglerinin Szdes olarak sifir olmalart gerektigini,
yani

d [aT a7 ,
-2 = ;. = 1,2,.,., 1), VI.6.13
dr (Bq;) aq; Q. U n) ( )
olacagim sdéyleyemeyiz.

Ote yandan ani sanal telenmeler s6z konusu oldugunda (df = 0), (VL.7.1)
bag sartlarindan &g; sanal Stelenmelerinin bu bag sartlarina uygun olarak

Y Ay8g;=0 (VL7.2)

i=l
bagmtilarim: gergeklemeler: gerektifi agiktr,

M s Ay seens Ay, 1le m adet simdilik belirsiz carpanlan gostermek lizere, (V1.7.2)
dolayisiyla

l. Z A:;qu =0
=1

bagintilarinin da gegerli olacaklan besbellidir. Buradan, keza

Y Y Mg, =0 (VI1.7.3)

fee ] Je=]

olacaktir. (V1.6.12) ile (V1.7.3) den de

o [{dfar aT -
Z[éﬁf(*@?)“%i*gi“zilrﬂu]hj=0 (VL7.4)

J=l1

yazilabilir. §imdi (VL1.7.2) bagintilan dolayistyla (VI.7.4) ifddesindeki 8¢, sanal
otelenmelerinden m tinesini, meseld &g, , &g, ,..., &g, yi digerlerinin yani 8q,,,,,
34,42 5+-+, 04, nin fonksiyonu olarak belirliyebiliriz; ve boylece de 3¢, , 8q,,..., 5q,,
sanal otelenmelerine bagimh ve 8q,,,1, 84,4, ..., 6, sanal Otelenmelerine de
bagimsiz gbzityle bakmak miimkiin olur.
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(V6. 1.4) ifddesindeki bagunlt 8q, ,8q, ,..., 8q,, sanal dtelenmelerinin katsa-
yilarimin ifddelerindeki \; keyfi ¢arpanilarint o tirlii secelim ki bu karsayilar sifir
olsunlar ;

d{ar\ oT
Lo (L PR L i M A
@t (aq, ) 2g; 9 +|§ v (VL1.5)

(f = 1,2,...,m).

Buna binden (VI.7.4) ifidesinde geri kalan terimlerdeki j=m + |, m+ 2,..,n
olmak iizere biitin 8g; ler artikk bagimsiz sanal &Gtelenmeler olduklarindan,

geriye kalan
n n
d{ aT aT
) [%H}"( aq,) £ Z 0= 2 M A"]B‘”

J=m+1 =

ifadesinin gergeklesmesi icin 8¢; lerin katsayilarinin 6zdes olarak sifir olmalan
gerekir:

d aT aT m
3?(—551)**——“— —-Q;+2 hi Ay

04; (VL7.6)

i=1

J=m+ 1, m--2,..n

Ayrica eger @; ler bir U potansiyel fonksiyonundan tiretilebiliyorlarsa,
(VL1.5) ile {V1.7.6) y1 birlikte gbz Oniinde tutarak

d{ oL '
T — s = Ar
( aq,) d4; E b A (VL7.7)
(J = la 2?"-”1)

bulunur.

(VI.7.7) denklemierine holonom olmayan sistemler icin LAGRANGE denk-
femleri ad: verilir.

Yalniz burada dikkat edilecek bir husus vardir. Problem, artik, n adet g; koor-
dinati ve m adet de A; carpant ihtiva ettiginden n + m bilinmeyeni haiz bulunmak-
tadir. Halbuki (V1.7.7) bunlardan ancak » tinesini belirlemeye yetecektir, Diger
m tinesini belirleyebilmek icin de ihtiyacimiz olan m adet denklem (VI.7.1) bag
sartlarindan harcketle elde edilecek olan
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Aig + Z Ai;q; =10
j=1

(i=1,2,.,m)

{(VL17.8)

diferansivel denklemleri olacaktir,

Eger hclonom bag sartlart gz &niine alirsak bunlart evvelce gérmiis oldu-
gumuz gibi (V1.3.1) seklinde ifide edebilecegimizden bu sartlan (VI.3.2) deki gibi

29, o d®; ,
ar 4t +J§. % dg; =0 (V1.3.2)

seklinde de ifade edebiliriz. Bu ise

o®; o@;
Ao =gl v Ay

olmak sartiyla (VL.7.1) ile 6zdes olur. Bu durum, bu alt-boliimde agiklamis ol-
dugumuz LAGRANGE g¢arpanlari yonteminin holonom bag sartlari icin dahi uy-
gulanabilecegini gdstermektedir. LAGRANGE carpanlan ydntemi: 1) eger biitiin
g degiskenlerini bagimsiz koordinatiara indirgemek uygun degiise, veyd 2) ¢ger
bag kuvvetlerini elde etmek istiyorsak holonom sistemler icin de uygulanir. (VI.
7.7Y denklemlerine birinci cins LAGRANGE denklemleri de denir.

LAGRANGE garpanlari yontemini iki érnekle aydinlatmak istiyoruz:

1. ORNEK : — m kiitleli bir tdnecik agirhgimmn etkisi altinda siirtiimmesiz

(z)

Sekil : VL6, Kendi agrhfinm etkisiyle x* + y* = gz
paraboloidinin i¢ yiizeyinde siirtiinmesiz hareket eden
m kiitleli maddi nokta hakkwda, ]

olarak x* + y* == az paraboloidinin i¢ yiizeyinde hareket etmektedir. Tanecigin ha-
reket denklemlerini tesis ediniz.
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» Tdnecigin kinetik enerjisi
T = %M(@z + 0282 + 27
ve poiansiyel enerjisi de

U=mg:z
olduguna gére LAGRANGE fonksiyonu

L=T— U:-%m(g‘:2 + p? 8% 4+ %) — mgz

olur. Ote yandan x* 4 y* = p? oldugundan tek bag sarti
pl—az =0,
ya da
208p—abz=0
olur. Eger q, = p , gy = 0 ve q, = z vazedersek (V1.1.2) ye gore
A =2, Ay =0, A3 = —a
oldugu goriiliivr. Buna gore LAGRANGE denklemleri de

d { oL oL _
z(aé})maq‘:mkl‘d." (’_132,3)
yani
d{aL) 8L _ s By
dfoL) OL _ AP
dt(aé) 2 O - F@=0
d {38L aL .
E;(_a?)__gz_,_—).’a -  mz=-—mg-—\a
olur. Bu ii¢ denklemle birlikte
20p —az =0

bag sarti denklemi p, 8, z ve A, i belirlemege yeterlidirler.

2. ORNEK : — Sekil : V11. de gosterildigi gibi bir ¢ift sarkag sistemi (x,y)

diisey diizleminde salmma terkedilmektedir. Sistemin, kilgiik saltmmlar i¢in hareket
denklemlerini tesis ediniz.
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x Genellestirilmis koordinatlar olarak

Ny ==y, Vy ==y, X9 =y, V3 =44

alaltm. Problemin bag sartlart ise

1
@ = ) (9.2 + ¢ — 1) =0

l
D, = ’E""[(qa —g)? 4 (g — 42)2 —122] =0

(34 JL
- (x)
BN\
Q‘h
/
Vs
,I
-
- mk L)
- i
1
|
"—." u’ l' P B
| 1 s
1 . -
Sekil : V1.7. Cifte sarkag sisteminin kiicik salimmla- P e b
- . Ayl . by
rmn incelenmesi hakkinda,

olur; va da bunlar diferansivel bigcimde ifade edilivierse
4

2. 4180 = 4,89, + 4,8¢, = 0

j=1
4
2 A8 = (@ — 4 8y + (4 —q,) 80y + (g — ) 89y + (4, — ) Bg, = 0
Fre=l

olur. Diger taraftan LAGRANGE fonksiyonu da
! . X 1 . .
L=T—U=—5m@’+ 4+ 5 ml -+ 42 —mgq—mgq,

dir. Buna gore

d aL BL e
g(ﬁﬁ)—nﬂ:l“"n + M4y = mg = Mg +)L2(ql - q3)
d{aL oL - — g —

a (’é'q}) T = MAntlady > mg =44 Mg —q) —mg
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d { 9L oL -
(_!;(8) =hMA;y+ hdy; = myqy = — Ay (9, —gy)

Y
diaLy aL -
Hf_( aqd) a g, }h AM “+ k A24 =4 n'lzgh e )\vz(‘hw_ qq) — i, &

Bu dirt denklem ve iki bag sartt aracthigivla q, ., q,, 93,9, , My ve h, yi fes-
bit etmek miimkiindiir, Fakat aslinda sistem sddece iki serbestlik derecesine sdhip
oldugundan bu ¢éziim ¢ok ayrintilt bir ¢dziim manzarast arzetmektedir.

En kolays, elde ettigimiz hareket denklemlerinin birincisi ile iiciinciisiinii géz
oniine alarak h, garpamnr elemek; sonra da ikincisi ile dordiinciisii arasmda aym
carpamt elemektir. Bu siretle elde edilen bagnnlar | e gore kolayhkla ¢éziimle-
bilirfer. Bu her iki son ifade A, e egit olduklarindan birbirlerine de egit olurlar ve
M = m,[/m, vazederek de nihdyet

9: (4 + Ma) = a, [, + g + Mg, + )] (VL79)
bulunur. Hareket denklemlerinin son ikisinden '\, ayri ayrt kolaylikla hesaplanabi-
lir. Bu iki ifddenin esitliginden de

43 (4 — a2 = (4s + 8) (@, — q,) (VL.7.10)

bulunur. Kutupsal keordinatlar cinsinden

*

g (VL7.11)

gy =y, =—ryc080,, ¢ =x =r sinf
Go— Gy =V — Yy = —ryc08ly, gy— g; = x;~—x, = r,5inf,
dir. Buna gére bag sartlart da sddece
olurlar. Simdi gerek 0, in gerekse 0, nin zamanmn fonksiyonu olarak nasil degistik-
lerini tesbit etmek iizere elimizde (VI.7.9-11) denklemleri bulunmaktadir. r, ve r,
ler sabit olmak iizere (V1.7.11) den tirev alinirsa
=(I,;sin) B, , ¥y =1 (cosd 8,2+ sind b)) ilh...

hesaplanmip bunlar (VI.1.9) ve (V1.7.10) ifddelerine vazedilerek uzunca fakat basit
hesaplardan sonra, nihdyet,

1,8, 1 gsind, + - ~“;;;— {cos(el_e,)ﬁz—sin (8;—8) ézz]m

L, + gsin®, -+ I, [cos (8, —8,) 8§, + sin (B, —0)) 0,2] = 0

hareket denklemleri bulunur. Cifte sarkac sisteminin kiigiik salimimlart goz ontin-
de tutuldugunda bu denklemleri lineerlestirmek miimkin olur. Gergekten de 8, ve 0,
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nin kigitk degerleri icin sin® = 0, cos8 = 1 ve 82 =~ 0 yazilabileceginden bu denk-
lemler

- F7 7 S
22, =
llﬂl + gﬂl 1 ml + mlez 0

LY, + g+ /8, =0
sekline indirgenebilirier ve artik bunlar
0, =a, e ve 0,=a,e
vazederek ¢ozmek de kolay olur. i

Simdi LAGRANGE carpanlarimin neye deldlet edebileceklerini aragtiralim.
Bunun igin (V1.7.7) ifadesine dénecek olursak bunun

a4(ar) T _, . v,
Ei?(aq,-) 2 =9 +§l MiAy (VL7.6)
(G=1,2.,1)

seklinde de yazilabilecegi (VI.7.5) ve (V1.7.6) dan bellidir. Buradaki Q; lere genel-
lestirilmis kuvvet bilegenleri denilmekte oldugunu gormiistitk. Q; lere eklenen
(A Ay + ..o+ N,uA,,;) ifadesinin de bir kuvvetin boyutianim haiz olacag apagik-
tir. Bu ise, bu ifidenin baglarin sistemde olugturdugu kuvvetleri temsil ettigini tel-
kin etmektedir. Buna gore bir problemde LAGRANGE carpanlarini tayin ettigi-
mizde, acikca ifddelerini bulmaya gerek kalmaksizin, bag kuvvetlerini de hesaba
katmis oluruz.

(VL8) LAGRANGE FONKSIYONUNUN ONEMLI BiR INVARYANS
OZELLIGI
Simdi
A;. :;g—(é%;—)—%;— (VEB.1)
diferansiyel operatérinii tanmmliyalim. Bu tamma gbre ve
L=L(g, 0,9 5-9,;1)

de verilen bir mekanik sistemin LAGRANGE fonksiyonu olmak iizere, sistemin
hareket denklemleri olan 2. cins LAGRANGE hareket denklemleri, kisaca,

MNL=0 , (j=12,...n (V1.8.2)

seklinde yazilabileceklerdir.
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Simdi, yalmzca genellestirilmis koordinatlar ile zamarmn siirekli keyfi bir
fonksiyonu oldugunu varsaydigimiz

Q=8g,,95 .G, 1) (V1.8.3)

ifadesini gbz oniine alahm. £ nin ¢ ye gbre tam tiirevi

dﬂ
' V[.8.4
z: a?k 9y ( )

dir. Bu ifadeyi bir kere ¢, ye gore tiiretirsek

9 [dQ 8’9 9% L1 4
I Redull VI8,
aq,'( dr ) daq; at 39’; aqk (V18.5)
olur.
Ote yandan, @ nin ¢; lere bagh olmadigini da géz oniinde tutarak (V1.8.4)
den
a [dfd a5l _
R k) U V1.8.6
a4, ( dt) 04, ( )

bulunur. Bu son ifddenin de zamana gdre tirevi ahnirsa

dl a8 {dQ 3’ :
o PN LLLY | AL V18,7
dt [39’j (dt H ardg; 2 84, afh % V&7

olur. Su halde (VI1.8.5) ve (VI.8.7) ye gore, ve (VL.8.1) 1 de gbz 6niine alarak

A,

J

dSq, ,...
di

,q,,;t)) =0, (=12..0 | (VI8

oldugu bulunur. Yani g, genellestirilmis koordinatlarivla t zamamnin keyfi bir
strekli fonksiyonunun zamana gére tam tirevi LAGRANGE denklemierini ézdeg
olarak gercekler,

Buna gore, eger L = L{q,,....,q,.4,,..-, 9, 1) bir sistemin LAGRANGE
fonksiyonu ise ve &2 = (g, ,..., g,; ) seklinde keyfi fakat siirekli bir fonksiyon
ise sistemin hareket denklemleri

L'=L+ i‘} (VI.8.9)

fonksiyonu igin de aymidirlar; yéni, bagka bir deyimle, LAGRANGE forma-
lizminde bir sistemin hareket denklemleri L yi L + (d€2/dt) ye doniigtiiren do-
niigiimlerde invaryant kalirlar.
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(VL.9) IVMELI SISTEMLERIN LAGRANGE FONKSIYONU

Bir mekanik sistemin LAGRANGE fonksiyonunu tesis ederken gbz Oniine
hep eylemsizlik (GALILE referans) sistemi aldik. Béyle bir (Z;) eylemsizlik sis-
teminde LAGRANGE fonksiyonunun ifidesi, bir tek nokta igin,

L, = %’- Vo - Vg — Ulrp) (V1.9.1)

olup buna tekaabiil eden hareket denklemi de

mr, = — grad U(x,)
dir.

Ivmeli bir harekete tekaabiil eden LAGRANGE fonksiyonunun artik (VL
9.1 seklinde olmayacagn besbellidir. Bir eylemsizlik sisteminden ivmeli bir siste-
me gecisi iki kademede yapacagiz. Once

vy =V - V(1)

bagintistyla belirlenen bir éreleme doniigiimiyle (X)) eylemsizlik sisteminde ivmeli
(¢iinkii 4V /dt »= 0) bir (') sistemine gegelim. (L) deki L' niin 1fddesi

L= i;'— V.oV +mV(). v+ ’;’ V(@) V() — U (V1.9.2)
sekline girer. Ancak, buradaki V.V zamamn bilinen bir fonksiyonudur; bu iti-
barla da bir baska fonksiyonun zamana gére tam tiirevi olarak ifide edilebilir.
Bu ise (V1.8) paragratindaki sonuca binden L' ifadesinde bu terimden tamémen
sarf-1 nazar etmemize misaade eder. Ote yandan da
, v d . , dV
mvV(t) . v = mV.?&uw E.I—(mV.r)m—mr e
yazilabildiginden bunu L’ niin (VI.9.2) ifddesine vazettikten sonra gene zamana
gdre tam tiirev geklinde ifide olunan teriminden. gene (V1.8) paragrafina binden,
sarf-1 nazar edebiliriz. Boylece (£') deki L' niin ifadesi

L= —’-;’mv' V —m A7) . ¥ — Ux) (VL9.3)
olur. Burada A(r) = dV/dt olup (X'} referans sisteminin 6telenme ivmesini goster-
mektedir. (V1.9.3) e tekaabill eden hareket denklemi kolayca hesaplanir, ve
dv' .
m—-=— grad U(r') — m A(t) (V1.9.4)
bulunur. Burada, ivmeli hareket dolayisiyla ortaya —m A(z) zahiri kuvvetinin ¢ik-
tigini gostermekteyiz.



182 % ANALITIK MEKANIGE Giris

Simdi (Z') ye nazaran w(r) agisal hiziyla bir dSnme hareketi yapan ve orijini
de (X') niin orijiniyle ¢akisan bir (Z) referans sistemine gegelim. Boyle bir donii-
siimde her iki referans sistemindeki v’ ve v hizlar1 birbirlerine

V=v4+(WxX1r)=v+({xr) (VL9.5)

ifadesi uyarinca bagh olacaklardir. (VI.9.5) efer (V1.9.4) e yerlestirilirse (X} daki
L LAGRANGE fonksiyonunun ifadesi

Lm—’;iv.v—l-mv. (6 % r)+-’§-(m Xr). (@Xr)—mA.r—U | (VL9.6)

sekline girer. Buradan hareket denklemini elde edebilmek igin 4L tam diferansi-
yelini teskil edelim; sembolik olarak

sz—g%—dv —!—g;L de =mv.dv+ mdv.(@X)-Fmv.(w xdr

—l—m(mxr).(mxdr)—mmA.dr—-g}[—j—.dr

= {mv+m@xr}ldv+ {miFrxw)+ m((xXr)xnw) - mA —gradU }dr

olur. LAGRANGE denklemleri de, buna binéen,

dy

m-—- =—grad U—mA -+ m(r<a)+ 2m(v:w) + m@x(r X w))

(V1.9.D
olur.

Egfer donme hareketi diizgiinse (& = 0), ve Gteleme ivmesi de yoksa (A = 0)
bu takdirde LAGRANGE fonksiyonu ve hareket denklemleri sirasiyla

L=Svvtmy.(@xn+o@xn. @xn)—U  (V19.8)
" _‘% — —grad U+ 2m(v X w) + m(w ¥ (r X ) (V1.9.9)

sekline girerler.
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(V1.10)® NOETHER TEOREMI; BAKISIM VE KORUNUM KAANUNLARI

(J1.7) alt-bdlimiinde grup kavramina deginerek bunun aksiyomlarini vermis
ve rg = sdbir bir vektdr olmak iizere

F—2>r=r +r
seklindeki dteleme doniisiimlerinin bir grap olugturduklarim gostermistik.

Simdi ise mekanik bir sistemin hareket denklemlerini seklen invaryant bira-
kan siirekli doniigiim gruplarini incelemek istiyoruz. Hareket denklemlerini seklen
invaryant birakan siirekli doniisiimlere bakigim (simerri) doniigimleri ads verilir.
Bir bakisim ddniisiimii,

t" = 1'(r) /

(VL.10.1)
% = 4@ ngit)
seklinde siirekli bir déniisiim ile bunun ters doniisiimii olan
1= 1) / (VL10,2)

7= qq vn g, 1) )
seklindeki siirekli déniisiim verildiginde, sistemin
L'g,...4{,.5t)

seklindeki yemi LAGRANGE fonksiyonunu, sistemin yeni degigkenler cinsinden
yazilmg

L(th' PARRS ] q.l’ s; f’)

seklindeki eski LAGRANGE fonksiyonuyla 6zdes kilan, ya da birbirlerinden,
(V1.8) de de gosterilmis oldugu vechile,

=gy s @)

gibi genellestirilmis koordinatlar ile zamanin keyfi fakat siirekli bir fonksiyonu-
nun zamana gére tam tiirevi kadar farketmelerini, yini

dQ (g .....q, ;1)
dt’

seklindeki bir bagintinin gegerli olmasim: saglayan doniisiime denir.

LG yeeon @ et ) = LGy s @y i) F (VL.10.3)

(VI.10.2) seklindeki bir déniigiime gore L dr biiyikligiiniin alacag sekli
hesaplarsak

. ' oot ! dt !
L(Ql yeros ql yeuny t)dt =§L(q[ ponuy ql g-f--; t)a_r;? dt

== Lg, sos 4y o3 ')t (V1.10.4)
bulunur. (VI.10.3) ve (V1.10.4) bagintilanindan ise kolaylikla

*} (VL10) ve (VI.11) alt-biliimleri ik okumada atlanabilirler.
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Kgyoosdy o sddt = L(g) ... ¢ i ) dt + dUg," ... q, 3 1) (VL.10.5)

olacag goriillmektedir.

Eger bakisim doniisiimleri bir siirekli grup olusturuyorsa, bu takdirde

th =4 Dt
q‘.' = q; + bg, (VI.10.6)
q.',' = qi + béi

seklindeki sonsuz kiigiik siirekli doniigtimleri incelemek yeterlidir; zird sonlu bir

siirekli doniisiim pegpese uygulanmus sonsuz kiigitkk ddniisiimlerin bileskesi olarak
telakki olunabilir.

(VL.10.6) da b simgesi siirekli bakistm d6niigiimilne uygun olan bir sonsuz
kiigilk artisa isdret etmekte olup bu, keyfi bir sonsuz kiiciik artisa isdret eden
ile her zaman degis-tokus edilebilir; yani, her zaman

b(dt) = d(dr) (VL.10.7)
dir. Ayrica (V1.10.6) daki dg; yi agik¢a hesaplamak igin de dnce

G’ = g+ dq)  d(gi + vq.) 1 "
: d@t +ot) dt d¢+bry
dt

_(da: |, 4 a .y 4 A
- (F: t & {’q’) ([_dr bt) =it g ®a)— 4 g (00

yazilabilecegine dikkati ¢ekelim. Buna gore de

., ] R d . d
4 — gy = b4; =~ (@) — d; 7 (1) (V1.10.8)

oldugu anlasiimis olur.

Simdi L dr biyiikliigiiniin siirekli bakigim déniigiimiine uygun d(L dt) arti-
sim hesaplayahm:

Y (3L, L, oL
b(Ldt)wZ(aqi bq,-+aqi bq;) dt + 2 bt dt - L d(dt)

i=]

(V1.10.7) ve (VL.10.8) i de g&z &niinde tutarak bu son ifide
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b(Ldt)—_—Z{aL ;+~§i‘~ d(b ]dt+§£brd1+

= oq g, dr ot
o oL .\ dn
+(L Z Miqf) 7 dt (V1.10.9)

sekline girer,
(VI.10.6) ile verilen sonsuz kiigiik siirekli bir ddniisimde (VI.10.5) ifades:
LGy ... Gy i)t = L(gy + dgp oo 4y -+ 09 o5t - DE) d(t 4 Dt) -
+ d[o8K4q, ..... q,: 1}]

seklini alir. Sonsuz kilgik siirekli bir déniisimde dQ ziten bir diferansiyel ol-
dugundan argiimentindeki bdg, ve df artislanina artik ayrica isdret edilmemistir.
Bu son ifideden

L{g, + dq; ..., §, + 0§ ..ot o) d(r + vy — Lig,,.... 4, ..., ) dl + d(pQ) =

ya da kisaca
(L dt) - d(282) = 0 (VL.10.10)

sonucu c¢ikar. Bu son bagnti ise (V1.10.9) a binden

" oL oL d , i}_L_ . aL d . ‘Lf(bn)
Z[albq:"f'*g&:a?(b%)}‘i a1 bt+( ZB q')dr(bt) =~

[—-.

(VI.L10.1 D)
sekline girer.

(VL10.11) bagintisi, LAGRANGE fonksiyonu farafindan fasvir olunan
sistemin hareket denklemlerinin, (V1.10.6) seklinde sonsuz Kkii¢itk siirekli bir
bakisgim déniigimiinde invaryant kalmalar igin gerekli sarti olugturmaktadir.

Su halde belirli bir LAGRANGE fonksiyonuna tekaabiil eden hareket denk-
lemlerinin (V1.10.6) doniisiimiine gore jeklen invaryant kahp kalmadiklarin:
tesbit etmek igin (V1.10.11) denkleminin sol yamnin sifir olup olmadigim; ya da
hig degilse bir tam diferansiyel sekiinde yazilip yazlamiyacagim arastiurmak ge-
rekmektedir. Boylelikle v fonksiyonu tesbit edilmis olacaktir. Ozellikle eger
Q) = 0 ve d(dr) = d(dbr) = O ise, bu takdirde bL = O olur ki bu da LAGRANGE
fonksiyonunun g6z Sniine alimmig olan ddniigiime gore invaryant oldugunu gos-
terir,
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Simdi (V1.6.16) LAGRANGE hareket denklemlerini de gbz Oniinde bulun-
durarak

L _df §oL,) 8L _\dL _dgoL,)
ar  dr L3q " )_ a  (dr dt Haq Ty

aL | . aL . d aL . 1
T r J’“Z[aq; g (aq‘,)é‘ g, 7 ]‘

oL dfaL\l.
-~ 3|5 - ld)]e o

1-=1
yani
aL  d aL
o T @ (L 2 q,.) (VL.10.12)

=1

bulunur. Buna dayanarak da (VL. 10.11) bagintis

ZHL ” L i(bqf)§-+§%(1,mi%é,)g.bw

’ al] Bq.- dt i aq‘ )
<« aL d d
Y 2= a )L on - L o) = VI.10.
+(L 2 3%, é.) o (b0) 2 (6 = 0 (VL10.13)

sekline girer. Bu ifddenin ilk teriminde bilyitk parantez igindeki itk terim (V1.6.16}
LAGRANGE hareket denklemlerinden yararianarak

aL ., ~_ (4 3L
aqi 9= dr 8‘? o

seklinde yazlabilir. fkinci ve iigiincii terimierin toplamu ise

(e g 0]

den baska bir sey degildir. Buna binden (VI1.10.13) 1fadesi de

n aL
_._...._b —_ =i ,bf bﬂ = 0 .1 .
dt[z 5 q:+( Z_,l aq.-é') + ] (VL10.14)
sekline girer. Buna gore (VI.10.11) sartimin gergeklesmesi icin (VI.10.14) ile veri-
ler tam tiirevin sifira esit olmast yani bu ifidede koseli parantez igindeki biiyiik-
liigiin
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n n

oL oL i
oL .. — 3 9L Lot + o0 = sabi VLIO. |
2 37 q.+(L s m) t + DR = sdbit ( 5)

=1 fa=1

uyarinca bir sabit olmasi gereklidir. Bu sonug (VI.10.15) in sol yammn korundu-
guna yani bir hareket sibiti ya da, baska bir deyimle, g6z Oniine alinan hareketin
bir integrali olduguna deldlet etmektedir. Bu sonuca gore: bir sistemin hareket
denklemlerini geklen invaryant birakan siirekli bakigim grubu sistemle ilgili bir ko-
ranum kaand@inuna yol agar (NOETHER teoremi).

(V1.11) NOETHER TEOREMININ UYGULANMASINA BASIT ORNEKLER

Siirekli bakistm gruplarimin ne gibi korunum kaaninlarina yol agtikian hak-
kinda somut bir fikit sdhibi olabilmek igin dort basit Grnek takdim etmek istiyo-
ruz.

1. Zaman otelenmesi donitgiimii (Enerji korunumu) — (VI.10.11) bagintistm
gdz Oniine alirsak, efer

ise, mekanik bir sistemin
or = sabit, bq, =0 , =0

ile belirlenen sonsuz kiigiik zaman Otelenmesine gore invaryant olacafi derhal
goriiliir. Bu takdirde (VI.10.15) bagintisindan da

z—aiq,.—-Lﬁgmsébfr (VLIL1)
ad;

bulunur. VIII, Boliimde, (VI.11.1) in sol yaninin goz Oniine alinan mekanik sis-
temin topiam mekanik enerjisini temsil ettigi gdsterilecektir. Ju hilde LAGRANGE
fonksiyonu zamandan bagimsiz olan mekanik sistemlerde, sonsuz kiigiik bir za-
man Otelenmesiyle temsi! olunan siirekli bakigim grubu enerji korunumu kaanii-
nuna yol agmaktadsr.

2. Uzay otelenmesi doniigiimi (/mpuls korunumu) — Bunun i¢in tek bir mad-
desel noktadan olugan ¢ok basit bir sistem gbdz Oniine alacagiz. Bu sistemin
LAGRANGE fonksiyonu
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L=T—U = i;’_(,\",z 4+ 82 4 E2)— U(x), a0 1)

1
- 2—,?_1 (plz + Pzz -+ paz) e U(.\'I, X, _'\'J)
seklinde olacaktir.

Simdi gene (VI.10.11) bagintisim g&z Sniine alirsak

oL
=0 VI.11.2
1 (VL11.2)
sartt altinda, sistemin
bx, = sdbit, bx, = bx, =0, = 0, ) =0

ile belirlenen, x,-ekseni boyunca sonsuz kiigiikk bir &telenmeye gore invaryant
olacag1 derhal gériiliir. Bu takdirde (VI.10.15) bagintisindan da

al .
5.—\7: = pq == sdbit

oldugu, yani maddesel noktanin x;-ckseni boyunca impulsunun korundugu an-
lasifmg olur.

3. Donme donigimi (Ddnme impulsu korunumu) — Gene tek bir maddesel
nokta gbz Oniine alahm. x,-ekseni etrafinda

bep, = sdbit, by, = bp, =0, bl = 0, b = 0
ile belirlenen siirekli bir dénme ddéniisiimiinde bu sistemin,

oL
— = )
90,

sarti altinda, (VI.10.11) bagintistm ger¢ekleyerek (V1.10.15) e gdre de

oL

p— I; = sdabit
3o,

seklinde donme impulsunun x,-bilegseninin korunum kaanfinuna yol agacag: ko-
layca goriilmektedir.

4. GALILE doniigimii (Kiitle merkezi korunumu) — Tek bir maddesel nokta
igin x;-ekseni boyunca
bxy == £ DV, ovy = sabit , bx, = bx, =0, =90

ile belirlenen siirekli donisimii (GALILE doniigiimiinii) g6z Oniine alahm.
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Boyle bir doniisiimiin sistemin hareket denklemlerini invaryant birakmast igin
(VLI.10.11) sartina binden

aL | 3L\, _  d0oQ)
(%_;; + 55) by = — 1S (VL1L.3)

olmasinin gerekli oldugu gdriilmektedir. Bu takdirde bu siirekli déniigiimiin or-
taya koydugu korunan biyiikliik de (V1.10.15) e gbre
oL, by, + DY = sdbir (VL.11.4)
AN
olur.

Eger hareket denklemlerinin, GALILE ddniisiim grubu yaninda bir de uzay
dtelenmeleri grubuna nazaran invaryant olmalan istenirse, bu takdirde (VI.11.2)
dolayistyla (VL.11.3) iin ilk terimi sifir olur. Buna binden ve p, = mv, = mx; vaz
ederek b} = — mux, by, elde edilir ki bu da (VI1.11.4) e yerlestirildiginde ortaya

~

— %: 1 + x,(1) = sabit = x,{0) (VL11.5)
seklinde bir korunum kaaniinu ¢tkar. Cok sayida maddesel noktadan olusan me-

kanik sistemler g6z Oniine ahndifinda (VI.1L1.5) seklindeki korunum kaaniinu
géz dniine alinan sistemin kiitle merkezinin korunum kaaniinunu verir,
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ALISTIRMALAR VE PROBLEMLER

VI.L. Uzerine bir K kuvveti etkiyen bir € pistonu Sekil : VL8, deki

A dwe &

Sekil . V1.8,

gibi bir biyel-manivela sistemi aracihigiyla bir (T) tekerlegini déndirmektedir.
K y1 dengelemek in (T) ye uygulanmasi gerekli I' kuvvet ¢iftinin ne olmas: 1a-
zim geldigini hesaplayimiz.

V1.2. Bir P agithgim yukan kaldirmak igin Sekil: V1.9 daki giby bir dizenden
yararlamilmaktadir. Bu sistemin eklem vyerlerindeki surtinmeyi 1hmil ederek,
denge durumunun olusmasit igin K kuvveti ile P agirhffi arasindaki bagintinin ne
olmasi gerektigini bulunuz,

VL.3. [ uzunlugunda ve P agichfindaki bir ¢ubuk pliriizsiiz bir yatay zemin ile
gene piiriizsiiz dikey bir duvara dayanmaktadic. Bu gubugun, yatay dogrultusu
ile bir § agist yapacak sekilde dengede durmast igin, ¢ubugun zemindeki ucuna
acaba ne pibi bir K yatay kuvveti uygulanmalidir ?

Sekil : VL10.

VL4, Her biri L uzunlugunda doért gubuktan miitesekkil bir paralelkenar goz
Sniine alimyor. Bu dért gubuk biri sibit ve tavana rabtedilmis olmak iizere dért
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adet siirtitnmesiz mafsal aracilifiyla biribirlerine baglanms bulunmaktadirlar.
Bu paraletkenarin B ve D noktalarina, Sekil: VI.10 da goriildiigit gibi, birbirlerine
esit fakat zit yonde K kuvvetleri ve C noktasina da diigey bir P kuvveti uygulan-
difinda sistemin A da belirli bir @ yart tepe agisint haiz olarak denge durumunda
bulunabilmesi ig¢in 8, K ve P arasinda ne gibi bir bagmmtimn bulunmas: gerek-
tifini ortaya koyunuz.

VLS. Sekil : VI.11 deki gibi dort adst gubugun, 8 ve ¢ agilarinin verilmis deger-
leri igin dengede bulunmalarint temin maksadiyla bu ¢ubuklarin P, ve P, agir-
hiklarinin gergeklemeleri gereken bagintilan tesis ediniz,

(Cubuklart birbirlerine ve duvarlara birlestiren mafsallarda siirtiinme bu-
lunmadif kabul edilmektedir).

VL6, Sekil : VI.12 deki gibi 2b uzunlugunda ve P afirlifindaki bir AB qubugu,
L uzunlugundaki iki iple yatay ve 2a uzunlugundaki sabit bir CD gubugunun ug-
larima tutturulmus ve bir yatay kuvvet ¢iftine tibi tutulmus bulunmaktadir. Buna
gore sistemin denge duromunda bulunabilmesi i¢in, uygulanmis olan kuvvet cif-
tinin momentinin ne olmas gerektigini hesaplayiniz.

] 2 a C

-

e e A ST oy e S

Sekil : VI.11 Sekil : VL12,

VL7. m kiitleli bir nokta bir elips ¢emberinin lizerinde bulunmaktadir. Elips di-
key dogrultuda bulunan kendi kiigiik ekseni etrafinda sabit bir w agisal hiziyla

déndiigii zaman bu noktanin elips cemberini terketmemek sarti aliindaki denge
durumunu tdyin ediniz.

V1.8, Sekil: VI.13 deki gibi R, ve R, yarigaph (M) ve (M,) makaralart sibit bir
O vatay eksem etrafinda dénebilen tek bir cisim meydana getirecek sfirette bir-
birlerine sikisikiya rabtedilmis bulunmaktadiriar. (M,) ise Ry yaricaph hareketli
bir makaradir. (M,) ve (M;) de tipki (M) ve (M,) gibi birbirlerine siki sikiya
baglh fakat diisey dogrultusunda beraberce hareket edebilen iki makaradir.

(M) makarasimin A noktasina tutturulmus bir ABCDEFGH ipi sirasiyla
(M), (M,) ve (M,) makaralan iizerinden gectikten sonra (M,) de H noktasina
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tutturulmus bulunmaktadir. Bir baska IJK ipi de (M,) iin eksenine tutturulmug
olup (My) in iizerinden gegtikten sonra bunun stiinde K noktasina bagianmistir,

— (M, - M;) makara sisteminin ortak O ekseni
m . iizerinde diisey yoniinde etkiyen bir P kuvveti veril-

E I ae g mn - . . .
W:' A / diginde, biitiin bu diizenin dengede olabilmesi igin

makaralarin yarigaplar arasinda bulunmasi gereken
bagintiy1 tesis ediniz.

i VL9, Sekil : VI.14 deki gibi sabit bir diisey diiz-
lemde sirasiyla R, ve R, yangaplarini haiz egmer-
kezli (T)) ve (T,) tekerlekleri ortak sibit O mer-
kezleri etrafinda serbestce ddnebilmektedirler.
{R; — R,) gaplt bir T tekerlegi de kaymadan (7))
ve (T,) tizerinde yuvarlanmaktadir; (T} nin C mer-
kezi sibit degildir. (T) tekerleginin kiitlesi m oldu-
guna gore OC dogrusu diseyle belirli bir ¢ agist
yapacak sekilde bir denge gergeklestirmek iizere
(T,) ve (T,) tekerleklerine acaba ne gibi K, ve K,
L4 kuvvet ¢ifti uygulamak gereklidir,
Sekil - V13,

VI1.10. Dik bir diizlemde, L uzunlugunu ve M Kkiit-
{esini haiz Ozdes doért cubuktan olusan mafsallt
bir O4AA’B paralelkenarinin O tepesi sdbit bulun-
maktadir. R yarigaph ve m kiitleli dairesel bir disk
de AB ve A’B ¢ubuklarina siirtinmesiz bir sekilde
dayanmaktadir. Sistemin denge sartin: tesis ediniz.

Lo V1.11. L uzunlugundaki bir ipin uglarindan biri O

orijininde olup digerinde bulunan bir maddesel
nokta da

szz+y2

Sekil : VLI14. paraboloidinin yiizeyinde kalmak zorundadir. Bu
takdirde bu maddesel noktanin baglara uygun sa-
nal dtelenmelerini hesaplayiiz.

VI.12. m kiitleli bir nokta bir K kuvvetinin etkisi alinda x* +3* + 22 — R? =0
kiire yiizeyine bagl: olarak hareket etmektedir. z ler ekseninin yukart dogru yd-
neltilmis oldugunu gbéz Oniinde bulundurarak ve siirtiinmenin mevciid olma-
digom kabul ederek bu noktanin denge durumunu tesbit ediniz.

V113, (¢, y) dik diizleminde bulunan bir (E) egrisi boyunca, m kiitleli bir ¥
yiiziigii siirtiinmesiz kaymaktadir. Kiitlesiz ve uzamasiz bir ip bu yiiziglin i¢inden
gecmektedir. Bu ipin bir ucu O orijinine raptedilmis olup diier ucuna da m, kiitle-
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sini haiz bir 4 maddesel noktasr asilmig bulunmaktadir. Sistemin denge durumu-

nu tdyin ediniz. (Sekil : V91.16}

VL.14. m kiitleli bir tanecigin korunumlu bir kuv-
vet alaninda hareket etmesi halinde LAGRANGE
fonksiyonu araciligiyla silindirik koordinatlarda ifé-
de edilen hareket denklemlerini bulunuz.

VI.15. m kittleli bir tanecigin korunumlu bir kuv-
vet alaninda hareket etmesi hilinde LAGRANGE
fonksiyonu aracihiftyla kiiresel koordinatlarda ifi-
de edilen hareket denklemlerini bulunuz.

VIL.16. Kiitlesi ihmdl edilebilen & uzunlugundaki bir
0A gubuguy O noktasindan gecen bir (A) ekseni
etrafinda sabit bir w agisal hiziyla dénmekiedir. Bu
gubugun A4 ucunda m Kkiitleli ve bir maddi nokta
gibi teldkki edilebilen bir top bulunmaktadir. 0 ile, B
{A) ve gubuk arasindaki a¢i gosterildiginde 0 ile

w arasindaki bagintiys tesis ediniz. Sekil : VLIS.

VL17. Buhar makinelerinde bulunan WATT ayar- ©4
layicisi gdz Oniine ahindifinda bunun ¢ubukiarinin
ucundaki toplanin ayirlayicinin ekseni etrafindaki
w agisal hizlar: ile gubuklarin eksenle yapmakta ol-
duklar1 @ acis1 arasindaki bagintsys tesis ediniz. ’

(E)

VI.18. Durumu ¢, ve g, genellestiriimis koordinat- o L4 °
larina bagh olan bir sistemin kinetik enerjisi ve &
potansiyel enegjisi Sekil : V16,

| . .
T = a3 (g -+ ‘122) @+ 49
U N
g% + ¢°
ile verilmektedir. Bu takdirde ve 4, B, C ve D ile dort sibiti gostererek siste-
min genellestirilmis koordinatlan arasinda
Aq?* + Bg? + 2Cq, qy = D?

seklinde bir bagint1 bulundugunu gésteriniz.

VI.19. Durumu & adet genellestirilmis koordinat aracihfiyla beliclenebilen bir
sistemin kinetik enerjisi
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K 5

re 23S ua gé 2 (4 é;zg

voge==] ja=]

ile veriimektedir. Eger sistemin méruz kaldifn kuvvetler

k

Z wi(gr)

seklinde bir potansiyelden tiiriiyorsa ve bu ifadelerdeki u, , v; ve w, fonksiyonlar
da yalmzca ¢; ye bagh keyfi fonksiyonlarsa hareket denklemlerinin k adet ilk in-
tegrale (vAni hareket sibitine) sihip olduklarin: gdsteriniz.

V1.20. Potansiyel enerjisi, ifide olundugu kartezyen koordinatiarin k-ninci dere-
ceden homogen bir fonksiyonu olan bir mekanik sistem goz Sniine alimyor.

1) Hareket denklemlerinin, geometrik agidan, benzer yoriingeler verdiklerini
gdsteriniz.

2) M(t) ve M'(t') ile bu benzer ydriingelerden ikisinin miitekaabil iki nokta- .
sim gostererek, ve I'/l de s6z konusu iki ydriingenin lineer boyutlarinin orant ol-
mak iizere, M(r) ve M'(!') niin miitekaabil yoriinge par¢alarim katetmeleri igin
gecen zamanlarin
k

tr _ l: . 3
‘(s

V1.21. Bir sistem igin kinetik enerji ile potansiyel enerjisinin
2T = 342+ 3¢+ §2— 24,4,
W= —3q+ 247+ 201 ¢

formiilleriyle verildigi tesbit edilmigtir.

oraninda oldufunu gosteriniz.

Oyle bir koordinat déniisimii bulunuz ki bu formiillerdeki terimlerde artik

farkli koordinatlarin ¢arpimu bulunmasin; yani bagka bir deyimle, T ve U nun
ifadelerim kdsegenlegtiriniz.

VIL.22. $ekil: VI.17 deki makaralar sistemi igin LAGRANGE fonksiyonunu ve
hareket denklemlerini tesis ediniz.

VL.23. a) VL. BOLUMiin 3. paragrafinda 1. 6rnekteki problemde maddi nok-

tanin w = \/ 2g/a ya esit bir agisal hiza sdhip olmast hilinde z = / diizle-
minde yatay bir daire gizecegini gisteriniz.
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b) Eger tinecik bu dairesel yoriingeden hafifce uzaklasacak olursa, {1/x) / 2g/a
frekansiyla bir takim salinimlara maruz kalacagint gdsteriniz,

VE24. Sekil: VI.18 deki sistemin LAGRANGE fonksiyonunu tesbit ediniz,

IENREFNRIRNERERAi

AR

Sekil : VL17. Sekil - VI1.18.
VI.25. m kiitleli bir yiiziik parametrik denklemleri
x = a(§ —sin 0)
y == a(l + cos d)

ile verilen sikloit seklindeki bir tel {izerinde ve kendi agirhfimin etkisi altinda siir-
tiinmesiz olarak kaymaktadir.

Hareket denklemini LAGRANGE fonksiyonundan hareketle bulup,
cos (0/2) = u olmak iizere, bunun

2
sekline indirgenebilecegini ve dolaysiyla yiiziigiin o
2r\/4ajg peryoduyla salinumlar yapacagim gosteri- N
niz. 8 S
VI.26. a yaricaph ve m Kkiitleli bir kiire & yaricaph A Qf‘;
bir kiire iizerinde kaymadan yuvarlanmaktadir. Bi- . A
rinci kiirenin ikinciyi nerede terkedecegini bulupuz. G N

(Sekil : VL19)

O' C‘ . ¥
VL27. Dikdértgensel homogen bir levha siirtiinme- ©

siz olarak yatay bir diizlemde her bir kdsesine ben- \
zer gekilde tutturulmus dort 6zdes yayin etkisi altin-
da siikiinette bulunmaktadir. Levhanin bu, denge

durumu civarindaki muhtemel kiigiik titregimlerini Sekil : VI.19,
imeeleyiniz;
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V1.28. m kiitleli bir tdnecik, r* = x? + )* olmak iizere U = ®(r, z) potansi-
yelinden tiireyen bir kuvvet alaninda bulunmaktadir.

Eger g®/az titrevi r == a ve z = b i¢in sifirlastyorsa, bu takdirde r = a,
z = b nin bir ytriinge oldugunu gosteriniz. Bu ydriinge lizerindeki hareketin

dengeli olabilmesi igin @{(r, =) fonksiyonunun gerceklemesi gereken sartlar neler-
dir; tesbit ediniz.

VL29, m kiitlesini ve r yanicapimi haiz ve sirasiyla A, ve 4, merkezli iki homogen
ve Ozdes T, ve T, diskleri olarak alinabilen iki tekerlek yatay bir P diizlemiyle
temas etmektedirler, Bunlar, aralarinda, kiitlesi ithmal edilebilen ve kendilerini
aralarindaki 4,4, = 2/>2r uzaklif: sabit kalacak sekilde dikey tutabilen bir
¥ diizlemiyle birbirlerine bagli bulunmaktadirlar. Boylece tammlanmis olan me-
kanik sistemin hareketi, Ox ve Oy eksenleri P diizleminde bulunan bir O(x, y, 2)
dik kartezyen referans sisteminde incelenmektedir.

Sistemin pesinen 7 parametreye bagh oldufu gériilmektedir. n; ve n, ile T} ve
T, nin eksenleri {izerindeki birim vektorleri, 4, C, ve 4,C, ile de T ve T, iize-
rinde tesbit edilmis iki yarigap: géstermek {izere bu parametreler sunlardir: A4, 4,

Sekil : V120,

nin ortast olan G noktasimn x ve y koordinatlari; = (Ox, A\A;)) agisi;
¥ = (0x. 1), §p=(0x,m), ¢ =(02AC) ve @, =(0z AC,) aglan.

1) Her iki tekerlegin P diizleni iizerinde siirtiinmesiz kaydiklanim varsaya-
rak sistemin hareketini belirleyiniz.

2) Bir de her iki tekerlegin P diizlemi iizerinde kaymadan yuvarlandiklariny

varsayarak, X, ¥, ¢, ve ¢, genellestirilmis hizlarim diger parametreler ile bun-
lartn titrevleri cinsinden ifade ediniz.

3) Bu sartlar altinda (yini kaymasiz yuvarlanma hali icgin) hareketin dife-
ransiyel denklemlerini tesis ediniz.
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VL.30. m kiitleli bir tinecik / uzunlugundaki ince ve i¢i bos bir gubugun iginde
siirtiinmesiz hareket etmektedir. Cubugun, ortasindan gecen bir eksen etrafinda
ve yatay bir dizlemde sdbit bir w agisal hiziyla dénmesi hilinde LAGRANGE
denklemlerini kullanarak tanecigin hareketini inceleyiniz.

VI.31. m kiitleli ve e yitklii bir tdnecik v lmziyla bir E elekirik ve B magnetik ala-
minda hareket etmektedir. Uzerine etkiven kuvvet K = e(E + v x B) ile veril-
mistir. Bir @ skaler potansiyeli ve bir de A vektdr potansiyeli cinsinden bu alan-
lar; E=—v® — 9A/3r ve B = v A bagintulanyla ifide edilebilmektedirler.
Bu takdirde boyle bir tinecik i¢in LAGRANGE fonksiyonunun

I

L= —-:i—rm'2 +e(A.¥V)—e®

seklinde oldugunu goésteriniz.

VL32, Sekil: VI.21 deki gibi 6zdes ii¢ yay ile dikey iki duvar arasinda bulunan
k m

k m A E

> 4 —

- i -
P pep——"

Sekil : VL.21

aynt m kiitlelt tki topun titresimlerini inceleyiniz.

VL33. Bir taraftan kiigiik salimimlar yapmakta iken diger taraftan da ipi, zamanin
fonksiyonu olarak yavas yavas kisalmakta olan bir sarkacin hareketini inceleyi-
niz.

V1.34. Birbirlerine 2 uzunlugunda ve kitlesi ihméal edilebilen bir gubukla bagh
iki m kiitlesi biri x-ekseni, digeri ise dik y-ekseni iizerinde kalmak sartiyla sddece
agirhikiarinin etkisi altinda hareket etmektedirler. Sistemin hareket denklemlerini
ve bag kuvvetlerini bulunuz.

VI35, m kiitleli bir nokta, afirhifinin etkisi altinda. diisey bir diizlemdeki bir pa-
rabol boyunca hareket etmektedir. Hareketin denklemlerini kurunuz.

V1.36. m kiitleli bir nokta diisey bir diizlemde sabit bir agisal hizla donen bir dog-
ru tizerinde kendi agirhfimin etkisi altinda hareket etmektedir. Hareketinin denk-
lemlerini ve bag kuvvetlerinin momentlerini yazimz.

VI37. L=1L(q,,.... 9, .-, 4,) seklinde ¢ ye bagh olmayan bir LAGRANGE
fonksiyonu; @ = g, ,..., g,; 1) seklinde siirekli bir fonksiyon verild:ginde, ¢
sonsuz kiigiik bir parametre olmak {izere koordinatlarin
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3G; = €fi{qy » Gy 5-» Qs G1s G215 G 3 1)
seklinde sonsuz kiigiik bir doniigiimil L nin

L 4

seklinde bir déniistimini dogurursa bu takdirde
] 2
F = s@bit =- _,Z'f'. ﬂg@ Q

i hareketin bir sibiti oldufunu gdsteriniz.




VIL BOLUM

MEKANIGIN
VARYASYON
ILKELERINE GIRIS

(VIL1) HAMILTON VARYASYON ILKESI

Her biri bir ¢ parametresinin g; = g;(t) gibi fonksiyonu olan ve i = 1,2, ....,n
olmak tizere n adet fonksiyonun, bunlarin f ye gére birinci tiirevleri olan ¢, == §(f)
lerin ve kezd ¢ nin fonksiyonu olan

=71 qi(t), 4.0%1) =f(q, (1), q,(t), §, ) ..., 4, (t) 5 1) (VILLI)

nint =, den f=1t, ye kadar integralini, yini

4= [1@®,4.0;0d (VIL.1.2)

ifadesini gdz &niine alalim. Acaba (VII.1.1) ile ifade edilen f fonksiyonunun g;(z)
ve 44t) fonksiyonlarina baglhligt ne tiirlii olmahdir ki (VIL1.2) ile ifide edilen A4
integrali bir ekstremum (genellikle minimum) degeri haiz olsun?

Bu, A4 integralinin §4 varyasyonunu
84 =0 (VILL1.3)
kilacak g; = g:(r) fonksiyonlanimi tiyin etme problemine denktir.

Bu problemi ¢dzmek lizere, € serbest degisen sonsuz kiigiik bir parametre ve
o; = a;(f) fonksiyonlan da )¢, t,[ agik arahginda keyfi fakat

a;(t)) = ait,) =0 (VIL.1.4)
sartlarim gergekleyen bir takim fonksiyonlar olmak iizere
Q40) = qi{t) + e ailt) (VIL1.5)

ile temsil edilen tek parametreli bir egri ailesini g6z 6niine alalim. A4 v1 ekstremumn

kilan g; = gi(t) fonksiyonlart bu epri ailesinin € = O degerine tekaabiil eden ele~
manlandir.

199
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Simdi de £ a bagh
a© = [1(0. (). @ity i e

fonksiyonunu goz dniine alip bunu e a gdre tiretelim. Bundan sonra bir de g—0
igin limitini hesaplarsak

rl *
]imdA(E} = imf (af 40, - 9/ dQ, + a_f aQ, SRR e 7 dQ)
=0 dg ==+0 aQ1 de aQn de an de ao de
=i ¥ af af L ar - af
Eh_,n(;l (8Q| aQ Ql o, o, + . +aQnU) «ft
(.. af L 8. af .
e j (aql ‘11 !_ aqﬂ " I a‘?l | + "’{" aq” ) df

-/ Z (3&7 i+_y’ﬂf)%dtﬁ:o

\‘v__

olmaiidir. Bu son ifidede parantez igindeki ikinci terime kismi integrasyon uy-
gulanir ve integrasyon sinirlan igin gegerli olan (VII.1.4) sartlart da g6z oniinde
tutulacak olursa

dA(e_)__ d af _
a4 = j§.~1(3‘l' dr afh) ’%"’“0

olur. Bu integralin sifir olmasi igin integrantimin sifir olmast yeterlidir. Halbuki
integranti tegkil eden toplamin sifir olabilmesi i¢in, a, = ,(¢) lerin gdz éniine ah-
nan aralikta tamamen keyfi fonksiyonlar olmast dolayisiyla, / indisinin her bir
deferi i¢in a; lerin katsayilar: olan parantezlerin 6zdes olarak sifir olmalari, yani

f fonksiyonunun
218y o
dt \ 94, g (VII.1.6)

G=1.2,..m)

sekiindeki bir diferansiyel denklem sistemini gergeklemesi gerekir.
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Bu denklem sisteminin ise
L=L(g.4i:)=T—U

ile tammlanan LAGRANGE fonksiyonunun gergekledigi (V1.6.16) denklem sis-
temiyle tipatip aynt oldugu gérilmektedir. Buna gdre, ve (VI.8.8.) 1 de gdz Oniin-
de tutarak, L LAGRANGE fonksiyonunun, o gibi sabit bir ¢arpan ve 2=£(g, ;1)
gibi bir fonksiyonun zamana gdre tiirevinin toplamsal vaklasikligiyla (VH.1.3)
varyasyon problemindeki integrantla 6zdes, yani

dag
| = IIL"FW

alinabilecegi ve dolayisiyla da L LAGRANGE fonksiyonuyla tasvir olunan bir
mekanik sistemin, timiivle,

SS:SfL(q,,q,;:)dr =0 (VILL7)
i

seklinde bir varyasyon ilkesi araciifiyla belirlenebilecegi anlasimaktadur.

L=L(g,,q:,t) holonom bir sisteme tekaabiil eden LAGRANGE fonksiyo-
nu, t, ve t, de sistemin evriminde farkl iki an olduklarinda, sistemin gercek durumu

iy
§= f (g, . 4.; 1) dt (VILL.8)
#

belirli integralinin degerini stasyoner, véni
fa
SS:SfL(q;,q, ) dt =0
i
kilan konfigiirasyon aractligiyla belirlenir. (VIL.1.8) ile tanimlanan § bityiikliigiine
*aksiyon” adi verilir.

HAMILTON (1805-1865) ilkesi diye bilinen bu ilke, nokta mekaniginin ¢ok
genis kapsamit global teoremlerinden biri olup sonradan biitiin siirekli alan teo-
rilerinin de gikis noktas: olarak alinmagtir.

HAMILTON varyasyon ilkesine dogrudan dogruya D’ALEMBERT ilkesin-

den hareket ederek de erigmek miimkiindiir. Bunun igin (V1.5.4) ifidesini yeni-
den g6z Oniine alalim:

N

d -

§W =Y 11{{ — o v,)} .8, = 0. (VIL5.4)
r==]

86z konusu N adet maddi noktadan olusan mekanik sistemdeki or; sanal Stelen-

melerimn = ¢ ve t = 1, gibi Snceden verilmis iki an igin sifir olduklarint var-

sayalim ;
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8t = 8r(t) = 0 (i=12,..,N) (VIL.1.9)

Bunun anlam. sistemin durumunun ¢ = f, ve ¢ = f, igin verilmis ve bu simirlarda
.da sanal Stelenmelere miisaade edilmemis olmasidir.

Simdi (V1.5.4) iin her iki yamm da dt ile carpip ¢ = t, den 7 = ¢, ye kadar
integre edelim :

I-. «f‘i N
"l ‘,: r=|

"Kuvvetlerin bir potansiyelden tiireméleri hilinde 'bu ifidenin sag yanimn ik te-
‘Timi

fZK, Sr,d:_—fwd: ——andr (VIL1.11)

fy 1=t

seklinde yazilabilir. Burada U potansiyelinin, gene, 'lizlara yini 4, lere bagh ol-
‘madifin kabul edilmistir. (VII.1.10) un ikinci terimi igin kismi integrasyon yon-
“temiyle

I8}

E [m,xv,.'dr] +metvf (br) dr

=1

2 / —(m, v,). 8ridt = —

%

yazihr. Bu ifadenin sagindaki ilk terim, (VIL1.9) a goére 8ri(z,) = dr.(r,) ol-
imasi hasebiyle, sifirdir. Bu itibarla

2

_i /4 {m, v,). 8r,.dr MZ fm‘ W, (ﬁl'r)

=1 f FET

N 5 N 5
:-_E m.v,.&viéfrzzfm,“S(v,.'v,)c?t

1=l FE O

—eaj E (ﬂm, )dr——Sj T dt (VILL12)

«Slur. (VIL.1.11) ve (VIL.1.12) aracilifayla (VII.1.9) ifadesi
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jTSWdtmﬂaj’Udr—kadermeLdzzo
bulunur ki l L 1

I:
5 med: (VIL1.13),
I

vazederek bu

55 =0 (VIL1.14})

demek olur ki bu da ziten gdstermek istedifimiz seydir.

(VIL.2) HAMILTON ILKESININ GEOMETRIK ANLAMI

N adet maddi noktadan olusan ve n adet de serbestlik derecesini haiz olan:
mekanik bir sistemin, bilesenler: siraswyla: g,(r), ¢x(#) ..., g,(t) olan bir 1 = 1(¢)
vektOrii aracihifiyla n-boyutlu bir kartezyen hiperuzaydaki bir noktayla temsil
edildigini ve bu hiperuzaya da konfigirasyon uzayr denildigini bilmekteyiz. ¢ za-
man parametresi degigsince her biri zamanin fonksiyonu ve 1(t) yervektoriiniin
bilesenleri olan g; = g;(t) genellestirilmis koordinatlan da degiseceginden géz
dnitne alinan sistemin durumunu temsil eden

n

nm'r_(!)mz aft) e, (ef-ekzzslk)

1=t

yervektoril de, ve dolayisiyla, konfigilirasyon uzayinda buna tekaabiil eden nok--
ta da degisecektir. Konfigiirasyon uzayinda bdylece olusan tek parametreli egri-
ye sistemin evrim yolu ad: verilir. Ancak su husitsa dzellikie dikkat etmek gere-
kir ki, genellestirilmis koordinatlar nasil zorunlu olarak konum koordinatlan
degilseler, bu hiperunzaymn da fiziksel olaylara gercekten de yataklik eden gergek iig
boyutlu uzayla bir 6zdesligi ve hattd siki bir iliskisi bulunmas: gerekmez. Bu iti-
barla sistemin konfigiirasyon uzayindaki evrim yolunun da, sistemin herhangi
bir noktasimin ic boyutlu gergek fiziksel uzayda haiz olacagi yérimgesine benze-
mesi i¢in hi¢ bir zorunluluk yoktur. Sistemin konfigiirasyon uzayindaki evrim
yolunun belirli bir ¢ &nina tekaabiil eden bir noktas:, sidece, biitin mekanik sis-
temin o belirli # Amindaki durumunu temsil eder.

Bu itibarla HAMILTON ilkesindeki integralin (aksivon integralinin, veyd
kisaca aksiyonun) minimum olmast demek konfigiirasyon uzayinda ¢ = ¢, ve
t=t, > t, anlan arasinda sistemin evriminin (yani ¢, den ¢, ye kadarki degis--
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mesinin) .S nin varyasyonunu sifir kilacak (tek parametreli) evrim yolu iizerinde
vukuu bulmast demektir.

Simdi, gene, n adet serbestlik derecesini haiz holonom bir sistemin LAGRAN-
GE fonksiyonu

L=L(g.q:;1) (VIL2.1)

ile verilmis olsun. Bu takdirde konfigiirasyon uzayinda

Q= Ji(qt > Gy 20 s G 2
: (VIF.2:2)

Qn :fn(ql ) ‘fz LEERS | qn) 5
seklinde; sonlu, tek degerli, siirekli ve jakobyenleri sifirdan farkll olacak sekilde
tureti'ebilen f; fonksiyonlan aracihfiyla yeni bir genellestirilmis koordinatlar ta-
kim: tammlarsak aslinda konfigiirsayon uzayim kendi tizerine tasvir eden bir nok-

ta déniigiimii tammiamis oluruz. Boyle bir doniisiimde genellestiriimis koordinat-
larin diferansiyelleri birbirlerine

n af,
dQ = Y - dq
ot 0q;

seklinde lineer olarak bagh olurlar. Bdyle tamimlanan bir nokta doniigitmiiniin
tersi de gene aym &zellikleri haiz bir noktasal déniigiimdiir. Bunu da

= h(Q,,0r,.-., 2,)

4y = Q1,0 1oy 0

ve

- ah;
dn.= Y, S5d0;

j=t

ile gosterelim. Bu da gene n-boyutlu konfigiirasyon uzaymi kendi iizerine tasvir
eden bire-bir bir doniigiimdiir. Bdyle bir déniisimde LAGRANGE fonksiyonu da

L=L(g,49,;0) den L=1L(Q,,0,:0

ye déniisiir, Her ne kadar L, sekil bakimindan L den oldukga farkl olabilir ise de
L min deferi L ninkinin aymsidir. Bu itibarla da

fy
s= [ Lig, 45 0) dt
i

ve kez bunun doniismiisii olan
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[R]
§=fz(QisQi;f)df

aksiyonlannin degerlenn de aymt kahr. Yeni koordinatlarda 85 =0 varyasyon
problemini ¢6zen denklemiler ister istemez gene

dt aQ; (VI1.2.3)

(i=1,2..,n

sekiinde olup, (V1.6.16) ile karylastinidiklarinda, sistemin hareket denklemle-

rinin (VIL2.2) gibi bir noktasal doniisiimde sekillerini korumus olduklar gériil-
mektedir.

LAGRANGE denklemlerinin keyfi bir noktasal donusiime nazaran bu in-
varyant kalma 6zellikleri g6z Oniine alinan problemin mahiyeti bakimindan en

uygun koordinat takiminin kullanilabilmesini miimkiin kilan ¢ok dnemli bir dzel-
liktir.

(VIL.3) KONFIGURASYON UZAYININ GEOMETRISI

Konfigiirasyon uzaymmn geometrisini anlamak ve Ozellikle analitik mekanik
ile geometri (ve Ozellikle RIEMANNsal geometri) arasindaki iligkiyi ortaya ko-
yabilmek amaciyla nce N adet maddi noktadan olusmus bir mekanik sistemin

T=3 mv} (VIL3.1)

ile verilen kinetik enerjisinin ifadesini géz Oniine alalim. 3N boyutlu bir dik kartez-
yen koordinat sisteminin tammiadif1 bir hiperuzay igin, ve koordinatlan da x,,
Xy ,..., Xyn diye isimlendirerek, kinetik enerji

N
1 dx; dx;
T=- §=_“ V= Z = (VIL3.2)
seklinde de vazilabilir. Simdi
Ef = \(/;7; Xy

vazederek bir degigken doniigiimii yaparsak bu, gz Oniine almis oldugamuz hi-
peruzayl kendi iizerine tasvir eden bir noktasal déniigiimdiir; fakat bu takdirde

dtg, dt ds \?
= 2 "BT"JF”z(E) (VIL3.3)
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yazilabilir. ds? ile, 3N boyutlu {;} koordinat sisteminde birbirlerine sonsuz yakin
iki nokta arasindaki uzakhk gosterilmektedir. Buna gdre

ds? = 2T dr?

(VIL3.4)
olur. Bu ifide sistemin haiz oldugu toplam T kinetik enerjisi ile, sistemin hil ve

durumunun tasvirinin dayandigi 3N boyutlu hiperuzayin ds yay elemani arasin-
daki sik: bag: gostermek bakimindan ilgi gekicidir,

Eger bu 3N boyutlu {x;} dik kartezyen koordinatiari

Xy =m(q .4, ..., )
Xy =M (41,4 00 ) (VIL3.5)

Xan = Myn {4y 4255 4,)

’

seklinde bir doniigiimle egrisel koordinatlara dénustiiriiliirlerse, bu 3N boyutiu
uzayin geometrisinin OK LiTsel kalmasina ragmen, ds? yay elemam karesi artik

IN IN
ds? =) ¥, a; dg; dg, (VIL3.6)
i=1 k=1

gibi daha genel bir gekle biiriiniir. Fakat ters doniigiim yapildiginda, bu hiperu-
zaym haiz oldugu OKLITsel karakter dolayisiyla, g;, —> §;; olur.

Simdi koordinatlan arasinda, verilmis bir takim bagmitlar bulunan bir me-
kanik sistem gdz Oniine alalim. Bu takdirde boyle bir problemi iki sekilde in-
celemek miimkiindiir :

1) Birinci sikta gene bir 3N boyutlu konfigiirasyon uzayi géz Sniine alumr.
Ancak, sistemimizi temsil eden konfigiirasyon uzay: noktas: artik bu 3N boyutlu
uzayin herhangi bir noktas: degil fakat koordinatlar arasinda var olduklar: kabu}
edilen

D (x) x5, Xyn) =0 ]

(PZ (’rl ) X2 aruny _)C}N] e 0
-

(VIL3T)y
tilm (X)X 0s X3n) =0

seklindeki m adet bagmn temsil ettiklers m adet 34—1 boyutiu hiperyiizeyin tanim-
ladiklar: #n = 3N—m boyutiu bir alt-uzayin noktasidir; sistemimizi temsil eden
nokta, sistemun biitiin evrimi boyunca bu #n = 3N-—m boyutlu hiperyiizey lizerinde
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kalmak zorundadir. Bu alt-uzay: karakterize eden » sayis1 aynt zamanda sistemi-
mizin serbestlik derecesidir de. Iste bu n<<3N boyutlu alt-uzay artik genellikie
bir OKLiTsel uzay degil, fakat bir RIEMANNsal uzaydir.

2) Ikinci gikta, sistemi olusturan noktalarin koordinatlar q, , g,....q, diye n
adet parametre aracilifiyla
"Yl = b], (ql " q2 srrd q")

‘\.‘2 — bz (ql 1 qz rreey QH) {Vil 3 8)

Xan = ban(gy 5 G300+ G)

seklinde ifade edilebilirler. Bu # parametre, bu takdirde, » boyutlu bir uzayin eg-
risel koordinatlan olurlar. Béyle bir uzayin ds® yay elemani karesi (VI1.3.8) deki
denklemlerin her iki yanlarmnin diferansiyellerini teskil ettikten sonra bu ifide-
leri (VIL1.3.2) ye yerlestirmekle elde edilir. Bu takdirde, ve

Zixe = &uldy > G252 4) (VIL3.9)
olmak uzere,
ds? = Y ¥ g dq; dq,, (VIL3.10)
je=f k=]

olur. Burada yay elemans (V11.3.9) dolayisiyla RIEMANNsaldir: ve n bovutlu
konfigiirasyon uzayi, belki sonsuz kigiik yerel bolgeler hari¢ olmak iizere, 3N bo-
yutlu konfigiirasyon uzayinm OKLITsel yapisimi muhafaza etmemektedir.

(VIL3.4) ve (VIL3.10) u g6z Oniine alir da buradan bir varyasyon problemi
vaz edersek, bu

sfas—8f ViTa—8 [ VAE=Tydr=0| (yns

seklinde ifide edilecektir.

ds? nin (VI1.3.10) anlaminda oldugu géz oniinde tutulacak ofursa bu ifade-
nin sol yani, # boyutlu RIEMANNSsal bir uzay olan konfigiirasyon uzayinda ¢,
ve 1, anlarina tekaabiil eden noktalar arasindan gecen en kisa efrinin yini bu
noktalar: birlestiren geodezik egrisinin tiyini probleminin ifddesidir. Bu itibarla,
ve (VIHL.3.10) un sag yant da gz Sniinde tutularak, bir mekanik sistemin bir U po-
tansiyelinin etkisi altindaki durumunun evriminin, sistemin dinamik tasvirine da-
yanak olan n boyutiu RIEMANNsal bir yapiyi haiz konfigiirasyon wzayinin
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bir geodezik efrisi boyunca gelisece§i anlagilmaktadir. Boylelikle bir dinamik prob-
leminin ¢6ziimii tamémen geometrik bir problem olan bir geodezik egrisini tiyin
etme problemine indirgenmis olmaktadir.

(VIL.4) FERMAT (1601-1665) ILKES|

Elektron optiginin ana problemi, korunumlu bir alanin etkisi altinda, bir A4
kaynai tarafindan yayinlanan elektronlarin bir B noktasma ayn: anda varabil-
meleri igin izlemeleri gereken ydriingelerin tiyini problemidir,

Boyle bir elektronun hareketini bir varyasyon ilkesi aracihiyla ifide etmek
istersek problem {VIL.1.7) varyasyon problemini gercekleyen r == r(s) yGriinge-
sini tesbit etmekten ibAret olacaktir.

m ile elektronun kiitlesint gostererek, dik kartezyen koordinatlarda prob-
lemin LAGRANGE fonksiyonu
A
Lx, ) = Y ; M2 — U(x) = T2 — U(x) (VILA.1)
i=1

ve elektronun korunan E toplam mekanik enerjisi de

3
E=T+U=Y % mi2 + Ux,) (VIL4.2)
i=1

olacaktir.
(VIL4.1) ve (VI1.4.2) den

Lix;, &) = Z. o G E (VI1.4.3)
yazilabilecegi kolaylikla g&riilir. Gergekten de
S AL - .

3
— Z ..%_. m.i“.z + Ux;) = L(JC; » 'i’i)

dir, Buna gdre siz konusu varyasyon ilkesi de (VIL1.7) ve (VI1.4.3) e binden

{2 3
mxaf[z
by =1

seklinde ifide olunabilecektir. Elektron, korunumlu bir alanda hareket ettigin-
den toplam mekanik enerjisi de [z, , ¢,] aralifinda sibittic. Bu itibarla bunun var-
yasyonu sifir olacafindan (Vil.4.4)

L

aL .
55 i E] dt =0 (VIL4.4)
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3

. ay - 3
ss=sf[2 o - ]drmal Y2 i =

i1
o/

seklinde yazilir. Burada dx; = X, dr degisken doniisiimilyle zaman parametresi
yok edilmis ve integrasyon stmirlari da ¢, dpina tekaabiil eden 4 uzay noktasiyla
1, dnina tekaabiil eden B uzay noktasina déniistiiriilmiis oldugundan, eger bir de-
gigken doniisiimit daha yapihir da s yay elemam ithal edilecek olursa (VI1.4.5) in
sag yanmindaki integralin integrant

3
2 m.i-,.) dx; = 0 (VIL.4.5)

i=1

3

3
. ff«\'i ds dx,
.Z, mX;dy, = ; M dr ds

3

. 2 .
= Z nts (%‘}) ds = msds (VIL.4.6)

i
seklinde yazilir; zird, hatirlanacag gibi, aranmilan r = r(s) ydriinge egrisinin T bi-
rim teget vektorii, tanimi geregi,

3 3
dr dx,- dx,- 2
T = —a;wi;l*g;e“ ve T.T == Z(?}—) =]

i=Ll
bagntilanimi gerceklemektedir.

S6z konusu integranta s yay elemaninin ithdliyle, yeni integrasyon simirlari
da A ve B ncktalarina tekaabiil eden s4 ve sz yay uzunfukian olur,

Ote yandan elektronun kinetik enerjisi igin
E—U=T-= —;—=~ m 52

yazilabileceginden

ms = \/ 2m [E — U(x(s))] (VIL4.7)
olur, Ve (VI1.4.6) ile (VII.4.7) nin 1518 altinda (VIL,4.5) varyasyon ilkesi de

Sﬂ'
85 =8 f \2m [E—UGe@)] ds = 0 (VIL4.8)
SA

sekline girer. Eger simdi r, keyfi segilmis bir s@bit yervektdrii olmak iizere
88 =\ E— Ulry) . 8t ve
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/E—U
n(r(s)) = V E?'D"(({;(;“D (VIL4.9)
vazedilirse (VIL4.R)
"Sp)
§t—8 f n(x(s)) ds = 0 (VIL4.10)
LEY

seklinde ifade edilebilir. (VIL4.9) ile tamimlanan n{r(s)) biiyiikliigiine krrma indisi
ve T ya da optik yol veyd eikonal ad1 verilir.

Kirma indisi # ile verilen bir ortamda yayilan elektronun izleyecegi optik
yolun minimum olmasi gerektigine isaret eden (VI1.4.10) varyasyon ilkesine FER-
MAT ilkesi denir.

FERMAT ilkesinin yalnizca elektron ya da herhangi bagka bir yiiklii 1ianecik
optifi icin degil fakat elektromagnetik dalgalarm geometrik optigi igin de gegerli
oldugu gosterilir (bk. XI. BOLUM).

(VH.5) GEOMETRIK OPTIK ILE NOKTA DIiNAMIGI ARASINDAKI
FORMEL BENZERLIK

Uzerine higbir kuvvetin etkimedigi m kiitleli bir maddi nokta gdz dniine ala-
Iim. Buna tekaabiil eden LAGRANGE fonksiyonu

. | 2_ 1 ds 1 ds
LMTM—U—«-—,Z"ml = 5mv = o P2
seklinde olup bu hal icin HAMILTON varyasyon ilkesi de
[£] B
SS":S/Ldr-anSfpds:O (VIL5.1)
I A

sekline girer. Bu sekliyle, bu varyasyon ilkesine MAUPERTUIS (1698 - 1759)
itkesi adq verilir.

Ote yandan optikte, #n kirma indisini haiz dispersif olmayan bir ortamda
yayllan 1s1fin bu ortamda haiz oldugu « hizi, A dalgaboyu, v frekansi ve 1518in
bostuktaki (n == 1) sdbit ¢ yayilma hizt arasinda

U= AV = ~c—
n
bagintilart bulundugundan bir 6nceki paragrafta sozii edilen FERMAT ilkesinin
ifadesi de, geometrik optik icin,
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B

B B
o s
andsu-aj Ed‘;‘:ﬂﬁstl = =0 (VIL5.2)
A A A

sekline biiriiniir.

Maddesel noktamin serbest hareketini veren (VIL.5.1) HAMILTON ilkesi
ile g1fin kirier bir ortamda yayilmasim diizenleyen (VII.5.2) FERMAT ilkesinin
formel bakimdan aym olduklar ve her iki ifidedeki integrantlann da sdbit bir
carpan farkiyla birbirlerine esit olacaklari besbellidir. Bu integratlarin boyutsal
analizi

[pPl=MLT?, {i%]::L"‘T

verdifiinden, & ile s6z konusu sdbit garpani gdstererek

_ K
7= 3

esitliginin yazilabilmesi i¢in & min boyutunun
[k} = ML2 T2

seklinde olmasi gerekecegi, yani k nin bir enerji boyutunu haiz olmast icibettigi
goriilmektedir.

Yayilan 8 karakterize eden fotonun enerjisi sabit olup E = /iv diir, Su
hdlde k = hv vazedilirse

h h
= 4 A= — VILS.
p= 3 veya (VILS5.3)

olur. Bu sonug, HAMILTON ve FERMAT ilkelerinin g1 aluinda, maddi bir
noktanin hareketinin, dalgaboyu A = #i/p ile verilmis bir dalganin hareketi gibi
telakki edilebilecegi gibi, bir dalgamn hareketinin de implusu p=Ah/A olan bir
maddi nokta gibi telakki olunabilecegini telkin etmektedir. Boylelikle dalga-madde
diialitesini aynt bir matematiksel sema icinde incelemek olanag dogmustur.

HAMILTON ve FERMAT ilkeleri arasindaki bu formel benzerlik 1924 de
LOUIS DE BROGLIE (dog. 1897) tarafindan kuvantum dalga mekaniginin te-
mellerinin vaz’ina yol agmustir (Bk. XI. BOLUM).
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ALISTIRMALAR VE PROBLEMLER

VIL.1. Dénei bir silindirin yiizeyinde herhangi iki nokta arasindaki en kisa yolun
bir helis iizerinde bulunacagim, yani baska bir deyimle s6z konusu yiizey iizerin-

deki geodezik eg@rilerinin helisler oldugunu, bir varyasyon problemi aracihfiyla
gosteriniz.

VIL.2. Bir ucu sibit bir yayin diger ucunda m kiitleli bir maddi nokta bulonmak-
tadir. BSylece olusturulmus olan sarkacin hareket denklemlerini HAMILTON
ilkesini dogrudan dogruya uygulayarak tesis ediniz.

VIL3. HAMILTON varyasyon ilkesini holonom olmayan sistemlere genelles-
tiriniz.



VIIL BOLUM

HAMILTON
FORMALIZMI

(VHL1) HAMILTON HAREKET DENKLEMLERI

(V1.6.16) ile verilmis olan LAGRANGE hareket denklemleri ¢, ler cinsin-
den ikinci mertebeden n adet diferansiyel denklemden olusan bir diferansiyel
denklem sistemi meydana getirmektedirler. Boyle bir sistemi 2n degisken cinsin-
den fakat birinci mertebeden 2n adet diferansiyel denklemden olusan bir sisteme
indirgemek her zaman miimkiindiir. Bu islemi gerceklestirebilmek {izere, Snce,
kanonik impuls diye isimlendirecegimiz ve

al
== e, i =1, 2., L1.
iy (i 2,1 (VHL1.1)

bagintistyla tammlayacaimiz yeni bir degisken ithil edelim. LAGRANGE hare-
ket denklemlerinden dp,/dt = p; nin de

JL

=, (i=1,2,...n VIIL1.2
%= ( ) ( )

ile tanymlanacag derhal goriitiir. (VIIL.1.1, ve 2) denklemleri 2» denklemden olu-

san ve p; ve p; lere gbre ¢oziimlenmis bulunan bir denklem sistemi meydana
getirmektedirler. Bu denklem sisteminin sag yanlari hild ¢;, ¢, ve  nin fonksi-
yonlandirlar. Amacimz, s6z konusu diferansiyel denklem sistemini o tiirlit ddniis-

tirmektir ki sol yanlar yalmzca ;;,- ve g, lere gbre ¢dziimlenmis, ve sag yanlar da
yalmzca p, , ¢; ve t nin fonksiyonu olmus olsunlar. Boylece, sidece birinci mer-
tebeden kismi tiirevli 2n adet diferansiyel denklemden olusan ve ¢dziimii de, bun-
dan dolayi, (V1.6.16) LAGRANGE hareket denklemlerinin ¢éziimiine nisbetle
muhakkak ki ¢ok daha basit olacak olan bir denklem sistemi elde edilmis
olacaktir.

213
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Bu programi gergeklestirebilmek fizere énce L = L (g,, ¢,, 1) LAGRANGE
fonksiyonunun tam diferansiyelini teskil edelim :

de————d'}—E d +Z——dq

L L L )___" . L
=2 dt+z 59, +“’(Z 5 ) q’d(aéf)

f=m ]

Buradan, sagdaki tam diferansiyeli sola gegirmek ve (VIIL.1.1 ve 2) bagintilarim
da goz Oniinde tutmak siiretiyle

o AL ~ oL AL aL
R R T LI
- — _.._d:_z dq, + z g, dp, (VIIL1.3)
i=1 =l

bulunur. Bu ifidenin sol yam bir tam diferansiyeldir; ve bu A gibi bir fonksiyo-
nun tam diferansiyeli olarak teldkki olunabiliv. ifidenin sag yam ise bu tam di-
feransiyelin acgik ifidesini vermektedir. Buradan gorildiigi gibi sag yanda yal-
mazca p;, q; ve t degiskenleri tam diferansiyelin ifidesine katkida bulunmakta-
dirlar. O hilde (VII1.1.3) ile tanimianmis olan # fonksiyonu yalnizca p,, g; ve ¢
degiskenlerinin bir fonksiyonudur. Bu sonucun ve (VIIL1.1) ile (VII1.3) iin 1581
altinda

H=H(p,q;t)= Zaq‘fi;wL—'Zp.q;——L (VIH.1.4)

1={ 1=l

oldugu anlasilmis olur.

Simdi H = H(p,, q, ; t) nin tam diferansiyelini teskil edelim :

dH = ———~dr + Z 95 + Z ——dp, (VIILL5)

olur. (VIII.1.3) ile (VIII.1.5) in mukayesesinden de, derhil,

gl  dL aH . aHd 8L

at r  ap, —4ove Bq, Bq,

— 5, (VIILLE)

olacaf sonucu gikar. Béylece
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T ep T Y 04, (VIILL.7)
(i=1,2,...m

sistemi sol yanlar1 sAdece g; veyd p, nin zamana gére birinci mertebeden tiirevini;
sag yanlari ise sidece p;, g, ve  ye bagh bir fonksiyonu ihtivi eden 2n adet di-
feransiyel denklemden olusan bir sistem meydana getirir ki bu da tesis etmege ca-
lagtigimiz sistemdir.

(VIILL7) denklemlerine HAMILTON denklemleri veyd kanonik hareket
denklemleri ad1 verilir. p; ve ¢, bagimsiz degiskenlerine birbirlerine eslenik kano-
nik impuls ve kanonik koordinat denir,

(VIIL.2) HAMILTON DENKLEMLERININ BiR VARYASYON ILKESINDEN
TURETILMESI

HAMILTON denklemlerini bir varyasyon ilkesinden hareketle de elde etmek
mitmkiindiir, Once (VHI.1.4) tanim bagintisindan keza

M
Lg;,di30) = 3, p,di— H(p;, 4,3 ) (VIIL2.1)

i=al

yazilabilecegine dikkati cekelim. Bundan sonra arik HAMILTON varyasyon ilkesi

asmstd::sf{ip,.c;,——H}dz-:o (VITL.2.2)

fa==2l

seklinde ifdde edilebilir. $imdi bu varyasyon problemini ¢ézen H = H(p,, g, ; 1)
fonksiyonunu tayin etmek igin & serbest defisen sonsuz kiigiik bir parametre ve
a; = u;t) ile B; = B,(r) fonksiyonlar1 da Jr,, r,{ acik arahginda keyfi degerler
alan fakat

at) = a,(,) =0 )

Bi(t,) = B(t) = 0 (VII1.2.3)
(F==1,2,..n)
sartlarim gercekleyen fonksiyonlar olsuniar. Bu takdirde
P(1) = pft) + eaft)
Odt) == ¢,(1) + ePilr)

ile temsil edilen tek parametreli egri ailelerini gbz 6niine alalim.
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fa "

S = f {ZP,-‘?-—wH}dr
f =t
integralini ekstremum kilan p, = p(t) ve g; = qt) fonksiyonlart bu egri aile-
lerinin & = 0 degerine tekaabiil eden elemanlaridir. Simdi

D P Q) = BP;, G5 1)

i—=1
olmak tizere

L
se) = [ B, 650 —HP, Q)
Iy
fonksiyonunu géz Sniine alip bunu g a gore tiiretelim. Bundan sonra € — 0 li-

mitini alip da bunu sifira esitlersek sonug (VII1.2.2) varyasyon ilkesinin ifidesi
olacaktir.

1y

A (3 : { (OB dP 9B dQ, L faH dP; | 3H dQ; (4
| - ) : _ (34 dP;
m m / (2 (BPJ de aQJ dE) ng(an de BQ; dE)S

=l

Iz

i !'_fg f{}:; (Q; a?) + P; BJ(I)) Z( o o;{1) + gﬁj(t))% dt

J=

~j} (%mvﬁymn+zmmm 0 =0
J=1

j=l

Bu son ifidede ortadaki terim kismi integrasyonla ve (VIIL2.3) simr sartlan da
g6z 6niinde tutularak hesaplanirsa

/ ): niod—~{ 3 p b0 — [ 3 obwd

n i=1 n j=i

3 B

—~[ X apwa

4 iI=1

f

bulunur. Bu sonucun isigi altinda bir énceki fade

4 n

. OHN w5 BHN e g
f?Z(q; ap})aj(t) Z(ﬂ;“[‘" aq})BJ(f)gdf 0

" J==1 =l
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seklini alir. o; ve B;ler J#4,, #,[ agik aralifinda tamamen keyfi degerler alabil-
diklerinden bu ifddenin gergeklesebilmest ancak integranttaki parantezlerin Gzdes
ofarak sifir olmalartyla miimkiin olur ki bu da

g =27 5 9H
T aq;
(j=12,..,n)

yani HAMILTON hareket denklemlerini verir.

(VIIL3) HAMILTON FONKSIYONUNUN FIZIKSEL ANLAMI

Korunumlu bir sistem igin potansiyel enerjinin U == U(r) seklinde sidece
koordinatlarin fonksiyonu oldugunu Ill. Béliimde gormiistiik. Bu wtibarla ve ka-
nonik impulsun (VIIL.1.1} ile verilmis olan tanimint da goz dniinde tutarak

aL HT—Uy 8T
9L _ : . 9 1.3
b= 53, 29, a4, (VIIL3.1)

olur. Dik kartezyen koordinatlarda
i . 3
T == Z _“2“‘"‘ m,- "'.I'
dir. Genellestirilmis koordinatlar s8z konusu oldugunda

xj ) xl(q, ¥ t) ve —\'." == _— ‘?i + —t (Vf”.}.?.)
!

yazilabileceginden kinetik enerjinin ifidesi de
1 ax; o0x;\ .
235 4n 3] on
Ax; dx; ax,
+ ; ! + = m
2(Zm ) (5]
= ZZ @ 49, + ijqj +c
J Kk i

ye indirgenir. Eger (VII1.3.2) déniisiim formiilleri ¢ ye bagh degillerse T kinetik
enerjisinin ifadesi de yalmzca
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T=Y7Y aydsd (VIIL3.3)
ik

seklinde ¢ lann kuvadratik bir fonksiyonu olur.

Bilindigi gibi EULER'in homogen fonksiyonlar hakkindaki teoremi, efer
£ ile n-ninci mertebeden homogen bir fonksiyonu gosterirsek,

By =

oldugunu bildirir, Bunu 2. dereceden homogen bir ifide olan (VIII.3.3) e uygular-
sak, (VIIL.3.1) 1 dikkate alarak,

th 50 Z pid; = 2T (VHIL3.4)

olacak demektir. (VIIL.1.4) ile verilen HAMILTON fonksiyonu ifadesine (VIIL
3.4) it vazederck

H= Y p4—L=2T—T+U=T+U=E (VIIL3.5)

bulunur; vani korunumlu sistemler s6z konusu oldugunda ve sistemin T kinetik
enerjisinin de zamandan bagimsiz ve § larin kuvadratik biv fonksiyonu olmasi hé-
linde sistemin HAMILTON fonksiyonu sistemin toplam mekanik enerjisine dzdeg
olur,

Simdi tekrar H ile L arasindaki bagintilara dénelim. (VI1L.1.4) e gére

H=Y 22 ¢, —1L (VIIL.3.6)

dir. Buradan ve 3L/3¢; = p;, ve HAMILTON hareket denklemlerine gére de
¢, = 0H/9p; oldugunu da hesaba katarak kezd

L=Y22 o H (VIIL3.7)

yazilabilir.
Eger bir sistem icin LAGRANGE fonksiyonu kendiliginden

n

9L

B0, g, = L (VIIL3.8)

bagintisini gergekliyorsa (V III.3.6) ya gére H =0 olur ve bdyle bir sistemi HAMIL-
TON formalizmi gergevesi iginde incelemek de tabiidir ki artik miimkiin olmaz.
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(VHL3.8) bagintisi, EULER’in homogen fonksiyonlar hakkindaki teoremine
binden, bir sistemin HAMILTON formalizmi ¢ergevesi iginde incelenebilmesinin
L EAGRANGE fonksiyonunun ¢, ler cinsinden birinci mertebeden homogen
bir fonksiyon olmast hilinde imkénsiz olduguna isdret etmektedir.

Benzer bir muhakeme, (VIII.3.7) bagintisindan hareketle de yapilir; ve ne-
ticede H HAMILTON fonksiyonunun p, ler cinsinden birinci mertebeden homo-
gen bir fonksiyon olmasi hilinde sistemin LAGRANGE formalizmi gergevesi
icinde incelenemeyecedi anlasilir.

Simdi HAMILTON formalizmi aracihfiyla dinamik problemlerinin nasi
¢Ozlildiiklerine dair bir drnek verecegiz.

ORNEK : — Kiiresel bir sarkacin hareket denklemlerini HAMILTON for-
malizmi ¢ercevesi iginde tesis ediniz.

X5

=]

-.‘{- e
N
&

)
Sekil : VIIL.1 — Kiiresel sarka¢; Of — Of == |,

[, S,

x Belirli bir (E) egrisi iizerinde hareket eden m kiitleli bir maddi nokramin
T kinetik enerjisi, s ile (E) nin yay parametresi gosterildiginde,

. 1 ds \?

dir. Halbuki | yarigaph bir kiire iizerine ¢izilmis bir egrinin yay elemant
ds? = 2(d0? + sin*d do?)

oldugundan béyle bir kiire tizerinde kalmaya mahkiim ve yalnizea Arzin gravi-
tasyon kuvvetine tdbi bir maddi noktamn kinetik enerjisi

T = -é— mi? (02 + sin’ ¢?)

ve-potansiyel enerjisi de
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U = mg (OI' — 00") = mgl (1 — cos B)

olur. Buna gére sistemmin LAGRANGE fonksiyonu

L=L®.0,¢ = _;, mi? (82 4 sin® §2) — mgl (1 — cos 0)

olacagmndan kanonik impulsiar olarak

aL L R P
= — =m0 = = i
Po af mi?
9L . Po
Pe =6 = misin®y > ¢ = mi? sin@
ve sistemin HAMILTON jonksiyonu olarak da
H=H(p,.p,. 0.9 =pb+p,o—L
_ P P 1 (P} pgisin’d
mi¢  mPsiny 2 mi*  misin®

+ mgl {1 —cos )

1 2 Py {(1 — cos 0
= 3| Pt -+ mgl (1 — cos 0}

sin?9
bulunur. Buna gore kiiresel sarkacin kanonik hareket denklemleri

oH _ p, 9H  cosb

(A) b= ap, mi * (B) o= — a9  mlfsin’@ Py~ mgl sind
. 9H _ p, . oH
© o= ap. mPsin*0’ (D) Py = do 0

olur. Eger HAMILTON fonksiyonunda koordinatlardan biri bulunmuyorsa bu
takdirde buna eslenik kanonik impulsun da sdbit olacagt (yani korunacagr) anla-
sumaktadir. Bu ozelligi haiz koordinatlara devri koordinatlar denir. (A) yt zama-
na gore tireterek elde edilecek olan p, min degeri (B) ye yerlegtirilirse kiiresel
sarkacin hareket denklemi olarak

- 1 cos 0 .
0= —3 [m!z Y Pt — mglsin 9]

bulunur. (D) den p, = sabit bulunmus oldugundan (C) denklemi de 0 = sabit’e
tekaabiil eden yatay diizlem igin gegerli olan alanlar kuralint verir. i
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ALISTIRMALAR VE PROBLEMLER

VHL1. U = U(r, 8, ¢) potansiyelinden tiireyen bir kuvvet alaninda hareket eden
m kiitleli bir tinecigin HAMILTON hareket denklemierini (r, 8, @) kiiresel ko-
ordinatlarinda ifade ediniz.

VIL.2. o agisiyla belirlenmis egik bir diizlem iizerindeki m kiitleli bir tinecigin
siirtiinmesiz hareketinin HAMILTON denklemlerini gikarinz.

VIIL3. Ug boyutlu anizotropik bir harmonik osilatériin HAMILTON hareket
denklemlerint yazimz.

VIL4. iki cisim problemini HAMILTON formalizmine gére inceleyiniz.

VHLS. a) Bir eksen etrafinda dizgiin bir donme hareketi yapan m kiitleli bir ta-
neciin p impulsunu ve buna tekaabiil eden LAGRANGE fonksiyonuna daya-
narak da E toplam mekanik enerjisini hesaplayimz.

b) Tanecigin H HAMILTON fonksiyonunun ifidesini tesis ediniz.



IX. BOLUM

DONUSUMLER TEORISI
VE INVARYANS OZELLIKLERI

(IX.1) KANONIK DONUSUMLER

Herhangi bir mekanik sistem igin ve i = 1,2,...,n olmak izere

. oH . oH
H o ; { . . [ ’ i TR e Ix.l.]
Hp,q,30) . Po=—gm . b=, (IX.L1)
HAMILTON fonksiyonu ve hareket denklemleri verilmis olsun. Bu takdirde,
(IX.1.1) hareket denklemlerinin seklen invaryant kalmalarr sarti altinda

Pk:Pk(P;!qt;t)’ Qk:Qk(pfv‘L;t}

IX.1.2
k=12..1 ( )

seklindeki sdrekli bir koordinat doniisiimiine karnonik doniigiim adi verilir. Bu
takdirde (IX.1.1) denklemierinin de & = 1,2,...,n olmak iizere

dH 5 _ 3H (1X.1.3)

H=H(P,, Q1) , szw'é"é';’ Qk:—é"}";;

seklinde olmalari gereklidir. Buradaki déniismiis # HAMILTON fonksiyonu,
(IX.1.2) nin ters déniisiimii olan

Po=pPr, Q1) s 4 =q(l, ;1) (IX.1.4)
ifadelerinin H ya yerlestirilmesiyle, yani
H=H(p,,q;:)=Hp (P08, q(Pr.Qx;1);t)

— H(P,, @, ; 1) (IX.1.5)
olarak elde edilmis bulunmaktadir.

222
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Besbellidir ki herhangi bir (1X.1.2) déniisiimii muttaka (IX.1.3) kanonik denk-
lemlerini vermez. Simdi amacimiz, sonunda ({IX.1.3) denklemlerinin elde edile-
bilmesi i¢in (1X.1.2) déniisiimlerinin ne gibi 6zelliklere sahip olmalan gerektigini
tesbit etmektir.

(VIIL2) paragrafindan, HAMILTON denklemlerinin

SSZSdethf{ipicj'f__H}dt:O (1X.1.6)
=1

gibi bir varyasyon itkesinden elde edilebileceklerini bilmekteyiz. (1X.1.2) gibi bir
doniisiim sonucu gene HAMILTON denklemlerinin elde edilmesi icin miitekaabil
varyasyon ilkesinin de

afz'd’tamf{iﬂé;——ﬁ}dtzﬂ (1X.1.7)
i=1

seklinde olmast gereklidir. Nitekim (IX.1.7} den hareketle (VII1.2) paragrafin-
daki ydntem uygulanacak olursa sonunda (IX.1.3) kanonik denklemleri elde
edilir.

Ancak (V1.8) paragrafindan biliyoruz ki (I1X.1.6) ve (I1X.1.7} varyasyon ilke-~
leri, eger integrantlar: birbirlerinden, en ¢ok koordinatlarin ve zamanm bir fonk-
siyonu olan £ gibi bir fonksiyonun tam diferansiyeli kadar fark ederlerse
esdegerdirler. Su hilde, kanonik bir doniisiim sdéz konusu oldugunda,

Y p.dg;— Hdt =Y P,dQ,— Hdt -+ dQ (IX.1.8)
i=l

=1

olmalidir. Her kanonik donligum bdyle bir  fonksiyonu araciifiyla karakte-
rize edilir. Bu fonksiyona séz konusu kanonik dontisimiin dogurgan fornksiyonu
adi verilir.

(IX.1.8) sart1 yeniden diizenlenecek olursa

dQ = ) p;dg; — ), P;dQ, + (H— H) dt (1X.1.9)

f=l1 f=1

ifidesinden £ nuin sddece ¢, , Q; ve t degiskenlerine bagh yini = g, , O, ;1)
seklinde oldugu sonucu ¢ikar. Buna gére, kezd

ATy an as
dQ — ) ( ” dg; + 0 dQ,-) + 5 dt (IX.1.10)

yazilabileceginden (1X.1.9) ve (IX.1.10) un karglastirlmasindan
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a2 o2 an
M= g, Pf-—"—aQ‘ s H = H'{“‘-E;-* (IX.1.1D)

oldugu bulunur. Belirli bir 2 = (Mg, , O, ; 1) fonksiyonu igin (IX.1.11) bagintilan
eski (p,, ¢;) degiskenleriyle vemi (P, )) degiskenleri arasindaki iliskileri temsil
etmekte ve yeni HAMILTON fonksiyonunun da ifidesini vermektedirler.

Ancak HAMILTON denklemlerini invaryant birakan yegine kanonik do-

niigim Q = (g, ., O, ;1) dogurgan fonksiyonuyla karakterize edilen doniisiim
degildir. (I1X.1.9) da dQ yerine, meseld,

do = d(@ + 2 P.Q,)

i==x]

de alinabilir. @ fonksiyonunun da (1X.1.6) ve (1X.1.7) varyasyon ilkelerinin &z-
des olmalar: igin gerekli olan sartr gercekledigi besbellidir. Buna gére (I1X.1.9)

o =d(Q+ 3 P Q)= T pida— J, PidQ; + ZPde

i=} i=l i=f f==|

+ 2 QdP + (H— Hydt
i=l1

sekline girer ve buradan da

db = Y p;dg+ 3 Q;dP, + (H— H)dt (IX.1.12)

i=l =1

oldugu ortaya ¢ikar. Bu ise @ dogurgan fonksiyonunun & = ®(P,,q; ;1) sek-
linde oldugunu goéstermektedir. Buna gbre kez

AP o)
dd = 2 (—d + 5P dP) + e dt ([X.1.13)
izl

yazilabileceginden (1X.1.12) ve (IX.1.13) iin karsilagtirilmasindan

ad e - 3P
‘p‘—_a}"f“ Q;, = 3P, H = H+-—§T (IX.1.14)

oldugu bulunur.
Simdi dogurgan fonksiyon olarak

d¥ = d(ﬂ—z Pf‘-}'i)
fo=]

alacak olursak benzer hesaplardan sonra ¥ = ¥(p,, O, ; 1) oldugu ve kezi
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a¥ av - ¥
i — i e H o= H e IX.1.1
Ql api 3 P] an' + ar ( 5)

oldugu bulunur.

Ve nihayet dogurgan fonksiyon olarak

de md(ﬂ—i!’;‘h + i P,-Q,-)

i==] i=1

alacak olursak @ == ®(p,, P, ;t) oldugu ve kezd

38 .88  gog. 98
G ==, Q=gp s H=H+ (IX.1.16)

oldugu bulunur.

Boylece (IX.1.6) ve (1X.1.7) varyasyon ilkelerinin &zdestigini temin eden
miinkiin biitiin kanonik ddénisiimlerin dogurgan fonksiyonlari elde edilmis ol-
maktadir.

Aynica (IX.1.11), (IX.1.14, 15 ve 16) bagintilarindan hareketle de

ap :____aPk , 3Pi:3Qk
00, dq, ap, aq;
] (IX.1.17)
¢ _ 3P, 9;: _ 3
an aP: 3Pk ap,

bagintilar: da tesbit edilir. Bu bagmtilar bir doniisiimiin kanonik olup olmadigi-
nin kriterleridir.

Gordiigimiz gibi biitiin (IX.1.17) bagmbtlarimim varhg tek bir dogurgan
fonksiyonun varligina baglanmaktadir. Ashinda

Q= Qgi, Qi 1)
®=BF,q;0=0+ Y PO
i=1
X F IX.1.18
¥ =¥(p,, 0= 2 — Y b4, Ux.1.1%)

fmat

® = O(pi, Piit) = 0~ Y (pras— Pi 0)

i=1
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fonksiyonlarindan birisini bu dogurgan fonksiyon olarak almak miimkiindiir;
zird geri kalan diger ii¢li birbirlerinden bagimsiz olmadiklarindan (IX.1.18) ba-
gintilart aracilifiyla hemen insd edilebilirler.

UYGULAMA :

Kanonik bir diniisiim, efer yeni degiskenler cinsinden ifide edilen
H = H(P, , 0,) HAMILTON fonksiyonuna daha basit bir sekil veriyorsa ilgi
cekicidir ; ¢iinkii bu takdirde kanonik denklemlerin integrasyonu da basitlesmis

olur. Kanonik bir doniisim H yi yalmzca P, lann fonksiyonu kilsa, yini bdyle-
ce biitiin @, lar devri koordinatlar olsalar, kanonik denklemler

aH , aH
"“‘é"’ﬁ; ¥ Pk“*“"""'""_""'”‘—o

Qk - an
sekline indirgenmis olurjard: ki buradan derhél

elde editirdi. Boylece H = H(w,) seklinde olacagindan 3H/3P, = 3H/da, da
O, nin fonksiyonu olamaz ; olsa olsa B, gibi bir sabite esit olur. Buna gére~de

Or = Bk (t— 1)

yazlabilir. 7y burada bir integrasyon sébitidir.

Simdi basit bir misdl olmak iizere harmonik osildtdrii ele alalim :

_ 1 _k
oldugundan
aL B(Tm U) ol . r
. = 2 = T = L
P=34 =" a4 ag ™ ¥© 2m

bulunur. Buna gére harmonik osilatériin HAMILTON fonksiyonu

2

k
H=H(p, q)= pd — L——z;n”“f*-i— q (A)

olur. §Simdi Gyle bir kanonik doéniisiim arayalim ki bu H y1 yalnizca P ye bagh
basit bir gekle indirgesin ; ve meseld B bir sibiti gdstermek fizere

H(p, g) = H(P) = pP (B)

olsun. Kanonik denklemlier de, boylece,
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e —

olurlar; buradan
P = sabit ve Q=B{—1t)

bulunur, 7 gene bir integrasyon sabitidir. (A) ve (B) den

p= \/2m(BPm~%- q’) = plq, P)

bulunur ki bu da bize ® = ®(q, £} seklinde bir dogurgan fonksiyon segmemizi
telkin eder. Su hélde (IX.1.14) ¢ gbre

L

% o
=

Q= 3P ©

olacak demektir. p = p(g, P) oldugu géz 6niinde tutularak ilk denkiem

q g

® - f wa, e + 50 = | \/ 2m (BPW-—’;— q’z) dg’ +f(P) (D)
¢

L

seklinde integre edilir. Ancak, bizim igin bu genel kanonik déniigiim degil de bizi
(B) ifidesine sevkedebilecek herhangi bir kanonik doniigiim dahi yeterli oldugun-
dan rahatlikla f(P) = 0 alinabilir. Bu sart altinda (D) yi (C) nin ikinci denklemine
yerlestirerek

q
_ ferg.P) .,
Q - aP dq - Q(q! P)

0

bulunur ki bdylece elde edilmis olan

P:P(Q,P) ve QIQ(‘LP)

ifadeleri aranan kanonik doniisiimiin ne sekilde olmasi gerektigine isaret ederler.

(IX.2) HAMILTON - JACOBI DENKLEMI
Simdi (VIIL.2.2) varyasyon ilkesinin dayanagi olan

r ¥ "
Sm! L dt ~:0f {é P q.-—H} dt (X.2.1)

i

aksiyonunu géz Gniine alalim. Burada kolaylik olsun diye integralin alt limiti sifir
alinnus ofup bu, zaman ekseninin uygun bir kaydinlmasina tekaabiil eden ve ge-
nelligi bozmayan bir husustur. S yi ¢ ye gore tiireterek



228 ¥ DONLUSUMLER, TEORISL

. N

N (1X.22)
ve buradan da

dS = p, dg, + ... + p,dq,— H dt (1X.2.3)

olmasi gerektigi tesbit ediimis olur. Bu son bagint1 S aksiyonunun

S =S80 G4y t) (1X.2.4)

seklinde yalmzca ¢, koordinatlaryla ¢ zamammin bir fonksiyonu oldugunu gds-
termektedir. Ote yandan (1X.2.4) den tam diferansiyel olarak

38 as 3s
— .92 dg, + 2= 2.
ds i dgqy + ...+ 50, 0+ 5 dt (IX.2.5)

yazilabildiginden (IX.2.3) ve (IX.2.5) in karsilastinimasindan

as gy 85 |
at © aq, i (IX.2.6)
G=12,..1)

oldugu tesbit edilmis olur,

H= H(p;,q4 ;t) seklinde oldugundan (IX.2.6) denklemlerinin ilki digerle-
ri arachfiyla agikca yazilacak olursa

as as as l (IX.2.7)
H . N PRSOU I - =0 -

bagintist elde edilmis olur. Bu kismi tiirevli diferansiyel denkleme HAMILTON-
JACOBI (1804-1851) diferansiyel denklemi adi verilir.

Korunumlu ve kinetik enerjisi de zamana bagh olmayan bir sisteme tekaabiil
eden aksiyon, L=T—U=T—(E—T) = 2T — E yazlabildiginden

I3 13
S@i;)= [ Lar = [ 2rde —Eq (iX2.8)
0 ]

dir. (VIIL3.4) ¢ gbre
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ron

Sig) = [ ¥ pida,— [ 2Tar (1X.2.9)
[t}

0 ==l

vazedilirse her iki tarafin da 6nce zamana goére tiirevini ve sonra da tam diferan-
siyelini tegkil ederek S; in gergekten de ¢ yi agikga ihtiva etmedigi goriilebilir. Bu
son iki bagint: arasmdaki iligkinin

S(g: ;1) = So(q;) — Et (1X.2.10)

seklinde oldugu gézikmektedir. Eger (1X.2.10) baginus: (IX.2.7) ye yerlestirilir-
se, korunumlu ve zamana bagh olmayan bir sistemin HAMILTON-JACOBI
denklemi olarak

35, 95
g8 9% o E (1X.2.11)
( aq! aqn ql Q,n )

ifidesi elde edilmis olur.

Gegerken suna da igdret edelim ki (IX.2.9) aksiyonu MAUPERTUIS aksi-
yonu adint alir. Buna tekaabill eden varyasyon ilkesine de MAUPERTUISnin
en kiiciik aksiyon ilkesi denildigini (VIL.5) den bilmekteyiz.

S == S(g;, t) fonksiyonuna HAMILTON un asal fonksiyonu ve S, = Sy(q,)
fonksiyonuna da HAMILTON un karakteristik fonksiyonu da denir,

Simdi dyle bir kanonik ddniigiim arayahm ki # déniismis HAMILTON
fonksiyonu 6zdes olarak sifir olsun, Bu takdirde hareket denklemleri

o]

d
d

=0, @2 _, (1X.2.12)

P = — P

|

i

olacagindan bu déniisim dénilsmiis koordinatlart da impulslar: da hep sibitlerden
ibdret kilacaktir, Aynca bu kanonik doniisiimiin dogurgan fonksiyonu meseld
F ise H ile H arasindaki bagint1 da

ﬁmﬂ+%§ﬂo (1X.2.13)

olacaktir. Eger F dogurgan fonksiyonu eski g¢; koordinatlarnimn, yeni P; impuls-
larinin ve ¢ zamanimn fonksiyonu olarak, yani F = F(q;, P, ;1) seklinde segi-
lirse (IX.1.14) e gore
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aF

Pi = 5

0q;

olacagindan bu ifadeleri {IX.2.13) ¢ yerlegtirmekle

__ aF aF ), 8F
H“H('é;}‘,“""’ 5o 0 ,...,q,,,:)+ =0 (X214

bulunur ki bunun (IX.2.7) ile karsilagtirnimas1 déniismiis HAMILTON fonksi-
yonunun &zdes olarak sifir olmasimi saglayan kanonik doniisiimiin dogurgan
fonksiyonunun F= 8§ = S(q;,¢t) HAMILTON'un asal fonksiyonu oldugunu
gostermektedir. Su halde gene (1X.1.14) dolayisiyla

as as
v =92 1X.2.15
P P e @ ( )

ve
S= Sy, Gy Pireas Puit) (IX.2.16)

oldugu anlasiimis olur.

(IX.3) POISSON PARANTEZLERI

f=f(pi,qi;t) seklinde koordinatlarin, impulslarin ve zamann sitrekli tii-
retilebilen bir fonksiyonu géz oniine ahndiginda bunun zamana gére tam tiirevi

df _ af af . af .
%zmﬁ'%“z(mqi"i"m‘pi)

veya HAMILTON hareket denklemleri dolayisiyla

&3, Z(af LA aH) (Ix.3.1)

ar ot g, 8m  om oqi

olur. Burada

z oH af aH af
ap: dq dqr dps

) ~ [H,f] (1X.32)

ifadesine H ve f biiyiikliikleri icin POISSON parantezi denir. Buna gére (1X.3.1)

a  af
& = ar t .S (IX.3.3)

gekline girer.
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Bir sistemin hareketi esndsinda dinamik degiskenlerin, degerleri degismeyen
fonksiyvonlarina hareket sdbitleri denildigi bilinmektedir. (IX.3.3) ifadesi, bize, f
nin bir hareket sdbiti (df/dt = 0) olmasi sartinin

_%{, FIH. f1=0 (IX.3.4)

seklinde ifade edilebilecegini ve, hele, efier f zamana agikga bagh degilse
[H, f] = 0, {1X.3.5)

yani t yi agikga thtiva etmeyen bir f biyiikliigiiniin bir sistemin hareket sabiti ola-
bilmesi igin bunun, sistemin HAMILTON fonksiyonuna gére POISSON paran-
tezinin sifir olmasi gerektigini gostermektedir. (1X.3.5) de sirasiyla /' = ¢, ve f=p;
alinacak olursa, kolaylikla,

di={H.,q] ve p,:{H,p,]l (IX.3.6)

oldugu tesbit edilir.

Ayrica, gene, siirekli ve slirekli tiiretilebilir olmak sartlarn altinda
f=1(pi,q ;t) ve g =glp,, q. ;1) fonksiyonlan icin de POISSON parantezi

_ 8f 9g  df dg
Urel= 2 ( dpi3q,  dq, ap.) (37

seklinde tantmlanir. Bu tamima gore

2 a1 = [—%% , g] n [ , %ﬁ—] (IX.3.8)
L le h11 + (& [ /11 + (s [f,g)] = O (1X.3.9)

oldugu da gosterilir. Bu son bagintiya JACOB/ dzdegligi denir.
Ayrica
3
£ gl =—Il&r]
{pf ] pk] =0

[q:5 q] = 0
i, 1l =38,

(IX.3.10)

bagintilar da kolaylikla tesis edilir.
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(IX.4) POISSON PARANTEZLERININ KANONIK DONUSUMLERE GORE
INVARYANS OZELLIKLERI

Simdi, gene,
qi = q‘(Pk 1 Qk) » Pi == PE(P;‘ ) Qk) (IX4.I)
seklinde bir kanonik dénisimde HAMILTON fonksiyonu
H(p:, a3 1) = H(piPy, Q) qilPy . Q) s 1) = H(P,, Oy 1 1) (IX42)

ve kanonik denklemler de

p=—22 5 b __9H
‘ dq * 00 _
o (IX.4.3)
. oH - aH
= api = = )
olacagina isAret ettikten sonra ters déniigiim i¢in de
Qx = Qulpirq) P, = P(pi.q) (1X.4.4)
ve kezi
..?L;:{_ 0 — a0y . aQy . )
aP, Q"*z;“(ap: Pt 2,
_. > (IX.4.5)
aH P, . . 3P, . )
T e P, =
an k Z' (apl P '{" aqi ‘I;

yazilacagina dikkati gekelim. Buna gére

g, BH _ (8H aH aP; oH aH qﬁg,-) Z(SH aP; aﬁ aQ,-)
Tap oH aF; ap,  gH 8Q; dp; ~\aP; ap, aQ; ap
5 OH (aﬁ L oH ag,;)
' Er aP; dq: 30, 9q;

olacaktir. Bu ifadeleri (IX.4.5) e yerlestirirsek

ZZ (aP,) (an 9P 80, aP;)

g1 8 pi op; 0gi

+ZZ( )(an 30; 30, aQ,-)

dg; 0 pi op: a4qi
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aq; ap; ap; 9q

22 (G) (6 s

3q; Opi api dq;

_8H 5 oH \ (0P, 3P, ap,-ap,‘)
30, ¢~ z,:zj:(ap)(

bulunur. Bu son iki bagintinin sag yanlarinin sol yanlarina esit olabilmeleri igin
mutlaka

Oy

Il

‘ B 90, 9P 30, BPf)
(P, Q] = 2!: ( aqi api dpi aq:

w1 [30, 30, 30, 30))
[0, Q] = Z( e Bq;) —0 {  (axa4e

_ OP, 9P, 3P, 9P; )
[Py Pl = Z( dg: ap;  9p: 8q; 0

olmas: gereklidir. Su halde yeni kanonik degiskenler igin de, eskileri igin de POIS-
SON parantezlerinin degerlerinin korundugu, gerek (IX.3.7) den gerekse (1X.4.6)
dan gorillmektedir.

Simdi gene (IX.4.4) seklindeki kanonik bir doniisiimde f ve g gibi iki fonksi-
yonun

F(pisqi) = fpd Py, Q). qi(Py, @) = F(Py, @))

(IX.4.7)
2(pi,q) = 8(pi(Py, Q) , Py, Q) = G(Py , Q)

seklinde doniismiis olacaklarina dikkat edelim. Buna gére ve (IX.3.6) tamm ba-
gintisina gore

_ of dg df aog
[ﬁg]*Z(api 0q; aq: BPE)

_2222(3}"81’ aF BQ,) (aG 8Pk+aGBQk)
an 8}1; an aP; aPk aqi an 34!

(aF aP; | aF aQ,) (aG ar,  aG BQk)?
§

aP, 3a, " 30; 9q:) \ 3P, ap, T 30, opi

olur. Parantezieri agip terimleri diizenler, ve (1X.4.6) y1 da g&z Oniinde tu-
tarsak
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OF 3G (3P, 3P, 3P; BP,
Lf. gl = ZZZ} FIZ apk(ap; aq, dq; 3Pi)+

+ oF oG (380 9@, 80, 30, 4+
an an BP: 34; 3‘]; 3P: -

, OF 3G (aP; 30, _ ap BQ;..») N

P, 3Qk api 09: dqi op.

n af 4G { 3Q; aP, 90, AP,
0Q; 0P, \ dpi o a9, dpi

: F aG F aF
Tzzkjg S P P+ 5 10,00 +

aF dG dF 090G
+ (aPJ N a,,j){P,,leg

_ 9F 3G _ F 3G\
;g aP; 30, 9g,ap )k
_ «[8F 3G 9F 3G
g‘ aP, 30, 0. 3P,

= [F. G] (IX.4.8)

buluner ki bu da kanonik bir déniisiimde POISSON parantezlerinin degerlerinin
korundugunu gosterir; ve dolayisiyla da hareket sibitlerinin de kanonik dénii-

siimlerde korunduklarimn ispatim teskil eder.
(IX.5) SONSUZ KUCUK KANONIK DﬁNﬂSUMLER
Efer i = 1,...,n olmak fizere
¥ _—"—fr(xl ERERY xu)

seklinde siirekli bir koordinat déniisiimil verilirse, & koordinatlardan bagimsiz
bir parametre olmak iizere

Vo= i€ Xy s X) (IX.5.1)

seklindeki doniisumler demetinin

_an
dy, = < de (1X.5.2)

diferansiyeline sonsuz kiigitk bir doniigiim denir.



sONSUz EDCTK xANONIE DONUSUMLER 2% 235

g parametresinin de luk sonsuz kilgiik bir artigi igin ); de dy, kadar artarsa
bu,

afde; yy .- V)
de

iy . Y=

olmaya, yini 3f;/0g un ifadesinde x, ..., x, yerine ¢ un verilen deferine teka-
abiil eden y, ...., y, vazetmek siiretiyle
}’f + dvi = yl' + £. dgi(.y! Tty }',,)

olmasina da esdegerdir.

Simdi tam diferansiyeli

" " " ad z a@
49 X, prda,+ 3, Qb = 3, g+ ¥ 5

o i==1
ile belirlenen ® = ®(F,;, q,) seklinde skleronom bir kanonik doniisiim verilmis
olsun. Buna gore

P 32

=92 o 1X.5.3
Ly @~ o5 ( )
olacakuir. Eger @ dogurgant

® =Y 4 Pi+e. Flgi, P) (IX.5.4)

i=ml
seklinde secilirse, son iki formiilden, £ = 0 1n 6zdes doniisiime tekaabiil ettifi
ve g0 igin de

ar oF
= P; -+ -—de, i= g + o de (IX.5.5
p +3 " Qi =g+ ar ( )
seklinde sonsuz kiiciik bir kanonik doniigibmiin s6z konusu oldugu goriiliir.
(I1X.5.5) den

aF aF
, — !:d-::.——-m—d Pl'm l.zd,:—:..._—

de {IX.5.6}

yazilabilir. Bu ifadeleri eger

:tf-a*}idfq dp;=——~§i{-—dt

dt
q BP; aq: R

kanonik denklemleriyle mukayese edersek bu kanonik denklemleri, # HAMILTON
fonksivonunun sonsuz kii¢itk bir kanonik déniisiimiin dogurgam oldugu tek bir ¢
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parametresine bagh dzel bir (skleronom !} kanonik donisiim olarak yorumla-
mak milmkiin olur.

Simdi G = G{p; , g,) diye bir fonksiyon verildiginde bunun sonsuz kiigiik bir
kanonik doniisiimde nasil degisecefiini yani dG diferansiyelini arastiralim; (1X.5.6)
bagintitarint da géz Oniinde tutarak

" [ 8G aG
dG = El (—5&; dg; + ‘é;; dP.)

[ aF 8G aF G
= de :§=:; (317;' 3 99 B

) = [F.G]. de AX.5.7)

butunur, Ozellikle G = H alimirsa dogurgant F olan sonsuz kiiciik bir kanonik
déniisiim igin

dH == [F, H]de (1X.5.8)

olacafn goriulir. H HAMILTON fonksiyonunun dH degisiminin béyle bir dénii-
suimde sifir olmasi yini H nmin degerinin géz 6niine alinan sonsuz kiigiitk kanonik
doniigiimde invaryant kalmasi i¢in {F, H] = 0 olmasi yami, (IX.3) paragrafindan
bildigimize g&re, F nin bir hareket sdbiti olmasi gereklidir.

(IX.6) KANONIK DENKLEMLERIN BAZI SIMETRI VE INVARYANS
OZELLIKLERI

Fiziksel sistemlerin ve 6zellikle mekanik sistemlerin matematiksel incelenmesi,
keyfi olarak se¢ilmis de olsalar, bir koordinat sisteminin ve bir de zaman 6lgegi-
nin giz oniinde bulundurulmasim ve olaylarnin bunlara izife edilmelerini zorunfu
kilar. Bir koordinat sisteminde gerek orijin gerekse koordinat eksenleri uzayin
diger noktalarindan belirgin bir gekilde ayr: tutulmug goriiniirler. Aynica, kulla-
nitan zaman &lgegdinin orijini de biitiin dnlarin kendisine izife edildigi Gzel bir
duruma sahiptir.

Copgu kere, incelenen mekanik probleminin méahiyeti gerek koordinat siste-
minin se¢imini gerekse zaman baglangicinin segimini dikte eder. Fakat dyle hitler
vardir ki sistemi tasvir eden matematik ifadeler baz1 koordinat déniisiimlerine
veyA zaman Slgegine bagh olmaksizin gegerli olmaya, sekillerini korumaya devam
edebilirler; meseld, NEWTON’un hareket kaan@nunun, birbirlerine gore diizgiin
dogrusal hareket yapan eylemsizlik sistemlerinde korundugu gibi.

Mekanik bir sistemi tasvir eden hareket denklemlerinin koordinat sistemine
de, zaman Slcegine de, koordinat eksenlerine de ve eylemsizlik sistemlerine (yini
birbirlerine nazaran dizgiin dofirusal hareket yapan sistemiere) de bagh olma-
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malar1 ydni biitiin bu déniisiimlere nazaran seklen invaryant kalmalart hélinde
g6z Oniline alinan sisteme kapali sistem ad: verilir.

Kapal: mekanik sistemleri tasvir eden denklemierin bu tiir déniisiimlerde
kovaryant olduklan séylenir.

Fiziksel bir sistemin belirli bir ddnisiim grubuna gore haiz oldugu invaryans
Gzelliklerine, o sistemi tasvir eden matematik semanin simerri ozellikleri adt veri-
lir,

Simdi N adet maddi noktadan olusan bir sistemi dik kartezyen koordinatlara
izife edelim. Buna gore sistemin g, genellestirilmis koordinatlar1 3N tdne ola-
caktir, k= 1,2,..., N, noktalan numaralayan indis; ve p = I, 2,3 de kartez-
yen bilesenleri gosteren indis olmak iizere g; == x4, vazedelim. Eger sonsuz
kiigtik bir kanonik déniisiimiin dogurgan fonksiyonu olarak sistemin

N N
Foa=Po= 3 my %= pua

k=i k=]

ile tanimlanan toplam impulsun p-niincii bilesenini segersek, (IX.5.5) ¢ gbre
dpy=dpy, = 0 ve dgi = dxy, = &,de

bulunur. Bu, géz éniine alinan déniisiimiin, sistemin biitiin noktalarinin . dogrul-
tusunda sonsuz kiigiik bir Stelenmsye tabi tutulmalarina deldlet eden bir sonsuz
kiiciik oteleme déniisiimii oldufunu gostermektedir.

Eger # HAMILTON fonksiyonu p dogrultusunda bir dteleme dSniigiimiine
gére invaryant ise bu takdirde H nin bu déniisiimdeki degisimi sifir olacak, yini
(IX.5.8) e gbre

dH = [P, ,H].de =0
veyd [P, , H] == 0 olacaktir. Halbuki (IX.3.4) genel formiiliine gore bu
dP

d; = [P,,H} =0 —» P, = a, = sdbit

demektir. Su haide : eger bir sistemin HAMILTON fonksiyonu bir dteleme do-
niigiimiinde invaryant kalyorsa sistemin toplam impulsunun Steleme dogrultusun-
daki bileseni korunur.

Simdi de N maddi noktadan olusan ayni sistemin toplam dénme impulsunu
g6z Oniine alahm :
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N -
L= Z(m‘r, X r,)

o]

t.v = 1,2, 3 olmak ve dik kartezyen eksenlere deldlet etmek tzere L nin
bilesenleri

N
Luv = Z (Pm Xy = Pry xr{;)

pam=]

olur. Simdi, i ve v sibit olmak {izere,

F= L,

vazedelim. Buna gore (IX.5.6) ya gére

dg, = (8,, X, — 6y, x1) de
dpl = (83\\4 plg T 8).:.: plv) dE

bulunur. Bu, gz Oniine alinan doéniisiimiin, sistemin biitiin noktalarimin (p,v)
diizleminde sonsuz kiigiik bir de agis1 kadar bir dénmeye tabi tutulmalarina deld-
let eden bir sonsuz kiiciik ddnme doniigiimii oldugunu goéstermektedir. Eger H
HAMILTON fonksiyonu (p,v) diizlemindeki dénmelere gére invaryant ise H nin
bu déniisiimdeki degisimi sifir olacak, yani (IX.5.8) e gére

dH = [L,,,Hlde =0
veyd {L,, . H] = 0 olacaktir. Halbuki bu (1X.3.4) genel formiiiline gdére

Pt (Lo, HY = 0> Ly, = B, = sdbi

demektir. Su hilde : eger bir sistemin HAMILTON fonksiyonu bir donme donii-
stimiinde invaryant kalyorsa sistemin toplam impulsunun donme ekseni dogrultu-
sundaki bileseni korunur.

Kapali bir sisteriin HAMILTON fonksiyonunun sihip olabilecegi simetri
dzelliklerinden bbylece birkagini gdrmiis bulunmaktayiz. Bu simetri ozellikleri-
nin sonuglart olarak ortaya ¢ikan korunum kaanunlar: ise fizikte bu anlamdaki
simetri Ozelliklerinin nasil her zaman korunum kaanunlarina yol ag¢tiklarinin
belirgin Ornekleridir. Burada verilmis olan misaller bir fizik teorisindeki (Gzellik-
le bir alan teorisindeki) simetri 6zelliklerini ve dolayisiyla da korunum kaanunla-
rim tesbit etmek iizere kullanilan, alman matematikg¢isi Bn. EMMY NOETHER®
in (1882-1935) adiyla amlan ve V1. Béliimde gérmiis oldugumuz gok onemli ve
genel teoremin 6zel halleridir.
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(IX.7) FAZ UZAYI VE LIOUVILLE TEQOREMI
n adet serbestlik derecesini haiz bir sistemi karakterize eden bir
L = L((h LEERS q,” q"] serey q.n : t)

LAGRANGE fonksiyonu verildiginde sistemin halinin konfigiirasyon uzayt deni-
len # boyutlu Skiitsel bir hiperuzayda

n

JOEI IO e.e;=58; (i=1,..n (IX.7.1)

e

bagintilaniyla belirlenen bir nokta ile gdsterilecegini ifade etmistik.

Ayrica, 2. dereceden diferansiyel denklemler olan # adet LAGRANGE ha-
reket denklemini 1. dereceden diferansiyel denklemler aracilifiyla temsil edile-
bilen hareket denkiemlerine indirgemek iizere ithal edilen p; kanonik impuls de-
giskenleriyle

Ho Hpy oo P @15 003 1)

gibi, 7 zaman degiskeni hari¢, 2n bagimsiz degiskenle ifide edilebilen ve géz dniine
alinan sistemi karakterize eden bir fonksiyon insd etmek ve bunun araciligiyla da
2n adet birinci dereceden diferansiyel denklemden olusan HAMILTON hareket
denklemlerini bulmak miimkiin olmustu.

PLres s @i oo 4, diye 2n adet kanonik koordinata bagh HAMILTON
fonksiyonu ve

_eH . 9H
aq,‘ ] ! ap"

(i=12,..,n
HAMILTON hareket denklemleri aracilifiyla, goz 6niine alinan sistemi

Pi=

Py = Pl(r)’---'rpn = Pn(r) ’ fh = q](t) sy = q,,(t)
diye birbirlerinden bagimsiz 2r fonksiyonla tasvir etmek miimkiin olmaktaydi.

Simdi 2r boyutlu 6yle bir &klitsel hiperuzay tammlayalhim ki bunun bir nok-
tasi, (i,j = 1, 2,...,n) olmak iizere

EW) =), [p(D e+ af)el, o e =8y | (X712
f==]

bagintilariyla belirlenmis olsun.
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n serbestlik derecesini haiz bir sistemin hili, LAGRANGE formalizmi ¢er-
cevesi icinde nasil ki n boyutlu konfigiirasyon uzaymin n(t) yervektorii (1X.7.1)
ile verilmis bir noktasiyla temsil edilebiliyorsa HAMILTON formalizmi gergevesi
iginde de, 2n boyutlu faz uzaymin, E(¢) yervektSrii (IX.7.2} ile verilmig olan bir
noktasiyla temsil edilecektir. r parametresi degistikge sistemin evrimi de (IX.
7.2) yervektdriiniin resmedecegi tek parametreli egri aracihiftyle yansiyacaktir.

Faz uzayimin, ¢ = ¢, Aminda aymi bir E toplam mekanik enerjisine tekaabiil
eden biitiin noktalan

HE; t)=E (1X.7.3)
bagintisiyla belirlenen 2n—1 boyutlu hiperylizey lizerinde bulunurlar.

3 boyutlu uzaydakine benzer sekilde, faz uzaymndaki gradyent operatdrii de

“ d 0
.. = = o e I IX.7.4
grade . = v(3). ,Z:,( PR aq.-) (%79

bagmntisiyla tanumlamr. Buna gore
" _

aH aH
= o b 1X.7.5
V(E)H ;I(e ap‘+e+ dqi) ( }

ifadesi (IX.7.3) hiperyiizeyinin gradyentini gésterir. Eger HAMILTON fonksi-
yonu sistemin toplam E mekanik enerjisini temsil etmek igin gerekli sartlar ger-
gekliyorsa enerji korunumu gegerli olur ve sistemin halini gdsteren (az uzay1 nok-
tas: da, evrimi siiresince, aynt bir enerji yiizeyi lizerinde kalir.

(IX.7.2) yi zamana gore tiiretip kanonik denklemleri de g6z Sniinde tutarak

d§ 5. . . - dH dH

I —~21(Piet 4+ gie,.;) —Z:l *"*F(};' e; - a7 €t i
olur, Bu ifidenin sag yani yalnizca p; ve g, lerin yani E nin ve f nin bir fonk-
siyonudur. Su halde

dg§

— =VE.n (IX.7.6)
vazedilirse bu, E(f) noktasinin faz uzayindaki hareketinin diferansiyel denklemi
olur. Belitli bir §(0) baslangic noktast verilmis oldugunda bundan sonraki biitiin
¢t >0 dnlar igin § = E(r) hal vektorii (IX.7.6) denklemi araciligiyla tek bir sekilde
tesbit edilir.

Simdi gene belirli bir ¢ dnindaki hillerin faz uzayinin birer noktast olan bir¢ok
sistemn g6z Oniine alalim, ve
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pdQ =0(q) -1, s Pys-- Py i 1) A8y ... dg, dp, ... dp,

ile de, t Amndaki koordinat ve impulslar faz uwzaymmn ¢, ile g, + dg,,..., g, ile
4, + dq,,p, ile p; + dp, ..., p, ile p, + dp, noktalarimn belirledikleri arahiklar
arasinda kalan

dQ == dy, ... dg, dp, ... dp,

hacim elemam icine tesadiif eden sistemleri temsil eden faz uzay: noktalarnin sa-
yisim gosterelim. Bu tiirlii tammladifimz g besbelli ki bir yogunluk fonksiyonu-
dur.

Goz 6niine aldigimiz sistemlerin her birinin faz uzaymndaki evrimi dolayisiy-
la, mekanik sistemleri temsil eden noktalarin p yogunlugunun da zamanin bir
fonksiyonu olarak degisecegi beklenir. Simdi hesaplarin anlamim iyice kavraya-
bilmek ve sezgimizi derinlestirmek {izere 2n boyutlu bu faz uzayimn 2 boyutlu bir
(pi, qi) alt-uzaymi gdz Sniine alalim.

prtdy

141

Sekil : IX.1 — Faz wzayr, ve LIQUVILLE
teoreminin gikardmas: hakkinda.

Sonsuz kii¢itk bir ¢ zaman aralifinda mekanik sistemleri temsil eden faz
noktalarimn sayisinda vukuu bulan degisme

g-‘:— dt dQ (IX.1.7)

dan ibéaret olup bu, dt zamam i¢inde df2 hacim elemamna giren ve ¢ikan faz nok-
talaninin sayisindaki degismeden ileri gelmektedir. Simdi dikkatimizi, Sekil: IX.1
aracilifiyla, d(t hacim elemammn g, = sdbit ve q, + dg, = sdbit yizlerine gevi-
rirsek df zamani zarfinda dQ ya q; = sdbit yiziinden giren faz noktalarinin sayist,
yani dt sticesince g; = sdbit diizlemini kateden faz noktas1 akim
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p(ql EEREEE ] q,. ,P1 ety pn 3£) . (é; dt) > (dQI b dqf—l dqi+l b dqn dpl - dpn)

ifadesiyle ve g, -+dg, = sdbit diizlemini kateden faz noktalarinin sayis da p4; car-
piminin g; de degil de g; - dg; i¢in degerlendirilmesi gerektifi de géz Oniinde
tutularak benzer bir ifadeyle verilir. pg; nin ¢; + dg; diizlemindeki deperi

a(p4,)
09;

an+ dl

oldugundan g, = sdbit ve q; + dg, = sabit yizlerinden df} ya girmis olan net
faz noktas1 sayisi

d(pq,
g didq, ...dgi_ydqus, ... dq,dp, ---dl?,,—‘[ g, + ;pq )dQ.]dfd%

__ 0y
- dg_y dgiyy ... dq,dp, ... dp, = (;q ) drdg, ...dg,_; dg;dq,., ...

odq, dp ... dp, = —2C9) 4 4y
ey
olur.
Buna binfen faz uzayinin d{2 elemanter hacmina girmis olan ve her biri bir
mekanik sistemi temsil eden faz noktalanimun toplam net sayisi, dQ2 ya miimkiin

biitiin yiizlerden giren net faz noktalarinin sayisina yani d{l daki faz noktalarinin
sayisinda vaki olan ve (IX.7.7) ile verilen ifddeye esit olacaktir:

ap o Aed)  w A )
a—tdtdnx%—zﬁ—wzmgdtdﬂ,

i=1 94: )
veyid
dp §ap e . 94,  dby
o8 __yoe ., 08 92 IX.7.8
a7 aqiq +ap’_p + (aq‘+ap‘)% { )

olur. Fakat kanonik denklemler dolayisiyla
ag; . 9ap; _ PH  P*H
dqi Ay 8q;8p;  Opidqi
oldugundan (1X.7.8) ifidesinden

do _ 3o _
= o T, el=0 (IX.7.9)

bagintis elde edilir. Buna gore, faz uzaymdaki noktralarin yvogunlugu zaman iginde



ALISTIRMALAR VE PROBLEMLER ¥ 243

sébit kalmaktadir. Faz uzaymmin ¢ok nemli topolojik bir 6zelliini ifade eden bu
sonug LIOUVILLE (1809-1882) teoremi diye bilinmektedir. LIOQUVILLE teore-
mi 6zellikle istatistiksel mekanikte merkezi bir rol oynar.

ALISTIRMALAR VE PROBLEMLER

IX1. @ =p, P = g doniisimiiniin kanonik oldugunu gdsteriniz,
I1X.2. Q == gtgp, P ==In(sinp) doénisimiiniin kanonik oldugunu gosteriniz.

IX.3. a ve B nin hangi degerleri igin Q = g* cos Bp, P = ¢~ sin Bp dOniisiimii-
nin kanonik bir doniisiimii temsil edecegini tesbit ediniz ; ve bu hdle tekaabiil
eden dogurgan fonksiyonu bulunuz.

IX4 2 =Ng,0: ve ©® = N p, P, fonksiyonlarinin koordinat ve impuislann
i i
degis tokuy edilmelerini saglayan ve ¥ = —\ 0, p; fonksiyonunun da, 6z-

des déniisiime tekaabiil eden dogurgan fonksiyonlar olduklarini gosteriniz.

I1X.5. Eger p ve g kanonik degiskenlerse

P=2( 4+ gcosp)y/ gsinp
Q=1In(l + \/?cosp)

doniisimiiyle belirlenen P ve @ nun da kanonik degiskenler olduklarnim gdsteriniz,

2
1X.6. (g, Q; 1) = —; muw{t)gicotg Q ve Q(q,Q ;1) = %— mm[q mi—gl} cotg Q

dogurgan fonksiyonlarinin tamimiadiklart kanonik doniisiimleri tiyin ediniz.

IX.7. ®(q, p) = q°e* dogurgan fonksiyonunun tammladifs kanonik doniisiimiin
aymsint doguran ¥ = ¥ (p, Q) dogurgan fonksiyonunu tiyin ediniz.

IX.8. 2 boyutlu faz uzayindaki bir donme déniigiimiiniin tek serbestlik dereceli
bir sistem igin kanonik bir doniigiim olusturdugunu gdsteriniz.

I1X.9, mecosX—i——ﬂLsinl , y=Ycosh -~ L sin A
M it

py=—mw Ysink 4+ P, cosh,p, = —mw Xsinkh + P, cosh
déniisiimiiniin kanonik bir d&niisiim oldugunu gdsteriniz.

IX.10. 8a, 8B, dt ve 8o sonsuz kiigiik parametreler olmak iizere dofurgan
fonksiyonlari
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®(r,P) = (r.P) + (5a. P)
OrP)=(@.P)+ 5B .(r x P)}
®(q, P; t) = qP + H{g, P; 1) é<
@ (r, P) = (r. P} + (** + P?) da
olan kanonik déniisiimlerin fiziksel anlamlarm agiklayimz.

IX.11. Giines etrafinda dolanan m kiitleli bir gezegen i¢cin HAMILTON-JACOBI
denklemini yaziniz.

1X.12. m kiitleli bir noktamin U(r) =— K cos 0/r* seklinde bir potansiyelden
tiireyen bir kuvvet alaminda bulundugunu varsayarak buna tekaabil eden HA-
MILTON-JACOBI denklemini kurunuz.

1X.13. Diizgiin bir ¢ekim alaninda serbest diigiise terkedilmis olan m kiitleli bir
maddi nokta icin HAMILTON-JACOBI denklemini ¢&ziiniiz.

IX.14. Bir sistemin kanonik degiskenlerinin bir f Animndaki f{p:(t), g:r)) seklindeki
her hangi fonksiyonun ¢ = 0 &mindaki p;(0) ve ¢,(0) degerleri cinsinden
t I
f(pi(t)ﬂ qi(t)) mj{; + lﬁ! [H() :f;')] 'Jf'" 2! [Ho s [HG :fl:'}]} + e

== LD f(p (D), g/0))

seklinde ifide olunabilecegini gdsteriniz. Burada fy = f(p£0), q.(0)) ve
H, = H(p:(0), ¢;(0)) vazedilmigtir.

IX.15. § ile 2n boyutlu faz uzayinda keyfi bir iki boyutlu yiizeyi gdstermek fizere
Jl=ff Zd%dpi
5 i

integralinin biitiin kanonik koordinatlarda aynit degeri haiz olmas: igin

2_8_(‘?1' 3 -5 _ Zma_(gk . Pk)

) A )

olmas1 gerektigini gosteriniz.

1X.16. N adet maddi noktadan olugan bir kanonik sistemin hareketi dik kartezyen
koordinatlara izafe ediliyor. Eger her bir noktanin yer vektorii r; — r, + (8v) ¢ gibi
bir sonsuz kiigiik dontisiime tabi tutulursa ve bdyle bir déniisiimde de sistemin
H = H(pi,r ; t) HAMILTON fonksiyonu invaryant kalirsa bunun, sistemin kiit-
le merkezinin hizinin korunduguna dellet edecegini gésteriniz.

IX.17. S{x, P} = f \V 2m [E — U(x)] dx
0
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dogurgan fonksiyonundan yararlanarak ve n =20, = 1, & 2,... olmak lizere,

na<.\‘<(n+—§*)a icin U(x)=20
(n+~%~)a<x<(n+})a icin U(x)=VF

seklindeki peryodik bir potansiyelde hareket eden bir tinecik icin, E=V olmast
ve S(x, P) deki E nin de

P= 4 \/2m[E— U(x)] dx
J

denkleminden P nin fonksiyonu olarak elde edilmesi hilinde, bir kanonik donii-
silm tammlayiniz.



X. BOLUM

HAMILTON-JACOBI
DIFERANSIYEL
DENKLEMININ

INTEGRASYONU

(X.1) HAMILTON-JACOBi DENKLEMINIiN GENEL COZUM YONTEMI

Gegen baliimiin 2. paragrafinda gerek LAGRANGE gerekse HAMILTON
hareket denklemlerinin bir varyasyon ilkesinden hareketle elde edilmelerinin da-
yanagi olan aksiyvon integralinden hareketle bu integralin kanonik koordinatlara
ve zamana gore kismi tiirevleri ve HAMILTON fonksiyonu arasinda gok dnemli
bir fonksiyonel iliskinin varhgm gésterdikti. Bu, kismi tiirevli HAMILTON-JA-
COBI diferansiyel denklemi idi. Aksiyon integralinin a¢ik¢a zamana bagli olup
oimamasina gore bu, (1X.2.7) ve (I1X.2.11) sekillerine biriinmekteydi. Fakat,
ayrica, bu tiirlii karakterize edilen S(g; ; r) ve Sy(g,) aksiyonlar arasinda da (IX.
2.10) bagintis1 mevcuddu,

Bundan bagka da zamana baglh HAMILTON-JACOBI denkleminin mahi-
yetini belirgin kidmak i¢in de dogurgami S = S(g,, P,; t) seklinde bir fonksiyon
olan bir konik dénisiimiin HAMILTON fonksiyonunun doniismiisiinii dzdes
olarak sifir kildigioi; dolaymisiyla ddniigmiis kanonik denklemler bakimindan
hem koordinatlarin ve hem de impulslarin devri degiskenlere indirgenmis olduk-
larin; ve hepsinden dnemlisi, doniismiis ve Szdes olarak sifir olan HAMILTON
fonksivonunun agik ifadesinin zamana bagit HAMILTON-JACOBI kismi tiirevli
diferansiyel denkleminden baska bir sey olmadifint da gdstermistik.

Simdi problemi aksi yonden ele alacak olursak, demektir ki, eger gz onii-
ne alinan sistemin HAMILTON fonksiyonu p; , ¢; ve ¢ nin
HZH(p[,q;;t) (X‘Ii)

seklinde genel bir fonksiyonu ise problemi miimkiin oldugu kadar basite indi-
gemek ve hareket denklemlerinin integrasyonunu had derecede kolaylagtirmak

icin dyle bir kanonik donisiim uygulamalyiz ki doniigmiis # HAMILTON fonk-
siyonu 6zdes olarak sifir olsun.

246
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H=0 (X.1.2)

Bu takdirde yeni kanonik denklemler de

; ad alf
P = = 0 == == O X.1.3
I an 3 Q aP; = ( )
olacaklar ve bunlann integrasyonu, derhil,
Q= Bi = sdbit 2
P, = v, = sdbit (X.1.4)
(i=12,.,n) S

sonucunu verecektir. Yukarida sdylemis oldugumuz ve (IX.2) de de gdstermis
oldugumuz vechile doniismiis HAMILTON fonksiyonunun (X.1.2) ye binfien
dzdes olarak sifir olmasini saglayan kanonik déniigiimiin dogurgam

S=5(q, P (X.1.5)

aksiyonundan baska bir sey degildir ve bu dogfurgan

_ as as
2= g =0 X.1.6
H*H(aq‘,m,r)+at ( )

HAMILTON-JACOBI kismi tiirevli diferansiyel denklemini gergekler.

Su hilde, mesele, (X.1.3) seklindeki basit bigimli kAnonik denklemler elde
ederek bu hareket denklemlerinin kolayhikia integre edilebilmelerini temin et-
mek ig¢in her seyden Once (X.1.2) ydni (X.1.6) yi miimkiin kilan § dogurgan
fonksiyonunu tiyin etmektir.

(X.1.6) denklemi »n adet g, ve 1 adet de ¢ bagimsiz degiskenlerine bagl
olmak hasebiyle # + 1 degiskenli birinci mertebeden kismi tiirevh bir diferan-
siyel denklem gd&riiniimiindedir. Buna gore denklemin genel bir ¢éziimii
Gy, &y 5eens &,y diye 74+ 1 adet bafimsiz integrasyon sabiti ihtivd edecektir,
Ancak, (X.1.6) denklemi S nin kendisini degil de titrevlerini ihtivd etmektedir,
Buna gore efer S bu denklemi gercekleyen bir ¢oziim ise, o bir sibit olmak
tizere, S +a mn da gene bu denklemi gergekleyecek bir ¢éziim olacagi asi-
kérdir, zird béyle bir toplamsal sdbitin § nin kismi tiirevlerinin deferini de-
gistirecek hi¢ bir etkisi olamaz, Doéniisiim formiilleri bakimindan da bu her-
hangi bir degisiklige sebeb olmaz, ¢iinkii déniisim formiilleri de hep S nin
kismi tiirevlerivle ifide edilmislerdir. Su hilde bu toplamsal o sdbiti, gerek do-
nigiim formiilleri gerekse (X.1.6) denklemi bakimindan hig bir dnemi olmamast
hasebiyle, sifir alinabilir. Buna gére (IX.1.6) min genel ¢oziimii, a,, i =a = 0
vazederek,
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S =Sy s Gps Ly 5eees &y 5 1) X.L.7)

seklinde olacaktir; ve buradaki » adet integrasyon sdbitinden higbiri, artik, top-
lamsal sabit degildir.

(X.1.6) yi gergekleyen S dogurgan fonksiyonunun (1X.2.16) ile verilen ifa-
desini (X.1.7) ile kargilastinrsak, (X.1.3) kanonik denklemlerinin integrasyonunun
verdigi sabit impulslarin (X,1.6) nin genel ¢6ziimiindeki integrasyon sibitlerinin

Po=v(o,..,a,) (X.1.8)
seklindeki bagimsiz fonksiyonlari olarak ve meseleyi daha basitlestirmek igin haita
Po=xv=u (X.1.9)
seklinde dahi segilebilecekleri anlasthr.
Bundan sonra (1X.2.15) den ve (X.1.4) den

_ 3S(€I;,Gr;f)
i a9

! (X.1.10)
_p_ 05, et)
Q=0 = .

yazilir. 1 == ty ant igin bu 2n denklem n adet a; sébiti ile # adet B, sdbitinin p,(0)
ve g,(0) baslangig degerleri cinsinden tayin edilebilmelerini temin eder. Bundan
sonra (X.1.10) denklemlerinin ikinci talimi g; lere gore ¢ézillerek, koordinatiar,

q; = q; (%, B 5 1) (X.1.11)

seklinde basglangic degerleri ve zamamn fonksiyonu olarak tdyin edilmis olurlar
ki bu da géz 6niine almmig olan spesifik dinamik probleminin nihai ¢6ziimiini
teskil eder.

(X.2) HAMILTON-JACOBIi TEORISININ BiR UYGULAMASI OLARAK
HARMONIK OSILATOR

Tek boyutlu bir harmonik osilatériin HAMILTON fonksiyonu, m ile kiitle-
sini ve k ile de yay sabitini géstermek siiretivie,
2 2
_ Pk
H= i 5 (X.2.1)
dir. HAMILTON-JACOBI kismi tfirevli diferansiyel denklemi p=35/dg vazedip
bunu (X.2.1) e yerlestirmek ve yeni HAMILTON fonksiyonunun sifira esit oldu-
gunu ifide etmekle elde edilir.
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1 (aS\* | k as _
3;(-5‘1—) + 5 g = (X.2.2)

Denklemin ¢ ye olan baglihigi sidece son terimde ortaya ¢iktifi igin ilk iki terimin
sidece g ya bagli gbriinmesi, a ile bir integrasyon sibitini géstererek, (X.2.2) nin
bir ¢éziimiiniin

S(g, a, 1} = Si(q,a) —at (X.2.3)

seklinde yazilabilecegini telkin etmektedir. (X.2.3) iin (X.2.2) ye yerlestiriimesi
sonucu Sy(g, &) fonksiyonunun gergeklemesi gereken diferansiyel denklemin

L (85, ket _
— ( aq) +5=a (X.2.4)

seklinde oldugu teshit edilmis olur. (X.2.4) derhal integre edilebilir, ve

oo [\

yani

S@, ;1) = \/mk f %wz dg — at (X.2.5)

bulunur. Ote yandan (X.1.10) a binden
as \/}}T dq
= — == — ——— s — f
ﬁ aa k [-VZQ 2

olur. Bu integrasyon yapilirsa, kolayhkla,

m 3
4+B=— - are cos\/-j;q

olur. $imdi w == \/E/—n; vazedip buradan g yu ¢ozerek

q= \/27? cos w (t + B) (X.2.6)

nihii ¢oziimi elde edilmis olur. Gegen paragrafta izah edilmis oldugu bigimde bu
meseleyi tamamlamak igin o ve § min baglangig sartlanyla iligkilerinin gésterilmesi
gereklidir, Bunun icin mesela ¢ = 0 da osilat&riin siikfinette oldugunu y&ni p, == 0
oldugunu fakat denge durumundan da g, kadar 6tede bulundugunu varsayalim.
Buna gore (X.2.5) den
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ey = (95Y kg,
Gwpomp(ﬂ)—(-é-é—)':o—\hm \/m—-— 3

bulunur ki buradan da

2 2
0 — -k-g-"— - ’—’%"-—qol (X.2.7)

olduu yini & nin sistemin baslangigtaki toplam mekanik enerjisi oidugu gdriiliir.
Kuvvetin korunumlu bir kuvvet olmasi hasebiyle (X.2.7), su hilde, sistemin ko-
runan toplam mekanik enerjisinin deferi olacakur,

(X.3) HAMILTON-JACOBI DENKLEMI ICIN DEGISKENLERE AYRISIM
YONTEMI

HAMILTON-JACOBI diferansiyel denklemi, ¢6ziimii her zaman kolaylikla
elde edilebilen bir denklem degildir. Céziimii elde etmede araci olan yontemler~
den, ¢ogu hallerde en iyi isleyeni, degiskenlere ayrisim yéntemidir. Bu yontem HA-
MILTON asal fonksiyonunun

S= X S@) + Sp1 () (X.3.1)

i=l1

seklinde oldugunu varsayarak HAMILTON - JACOBI diferansiyel denkleminin
daha basit ve kolay integre edilebilir denklemlere aynsabilip ayrigamiyacagim
arastirmaktan ibdrettir. Ancak, 56z konusu denklem her zaman ayrisabilen bir
denklem olmadig gibi aynsabilicligi hakkinda da basit kriterler maalesef yoktur.
Birgok problem igin, bu arada mesela ii¢ cisim problemi igin de, HAMILTON-
JACOBI denklemini degiskenlere ayristirmak olanag voktur. Bunun disinda atom
fiziginin pekgok problemi igin bu denklem ayristimlabilmektedir, Ayrica vektérel
mekanik veyA LAGRANGE formalizmi aracilifiyla kesin analitik ¢oziimleri ya-
zilabilen problemlere tekaabiil edlen HAMILTON-JACOBI diferansiyel denkle-
minin aynstirilabildigi de bilinmekedir. Bundan baska sdz konusu diferansiyel
denklemin ayrisabilir olup olmamasi keyfiyeti ok kere de kullanilan genellestiril-
mis koordinatlar sistemine baglidir. Mesela iizerine merkezil bir kuvvet etkiyen tek
cisim probleminde eger koordinat sistemi olarak dik kartezyen koordinatlar segi-
lirse denklem ayristirrlamaz; halbuki aym problem igin kutupsal koordinatlar se-
¢ildiginde denklemin ayrisabilir oldugu kolaylikla tahkik edilebilir. Pekgok prob-
lem igin de, denklemin aynsabilir kilinabildifi birden fazla farkli koordinat sis-
temi olabilir.

Simdi s6z konusu degiskenlere ayngum yontemini somut bir misile uygula-
yarak nasil sonuca varildigimin ayrintilan hakkinda bir fikir edinelim.

Bunun igin U = — K/r seklindeki bir potansiyelden tiireyen merkezii bir
bir kuvvet alaninda bulunan m kiitleli noktasal bir cismin hareketini inceleyece-
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giz. Eger K = GmM alimirsa bu problem, m kiitleli bir gezegenin M kiitleli Giine-
sin etrifindaki (KEPLER) hareketinin incelenmesi demek olur. G, evrensel ¢e-
kim sabitidir,

Bdyle bir sistemin HAMILTON fonksiyonu, kutupsal koordinatlarda,
2
He=— (p} + E‘;—) _ X (X.3.2)

dir. HAMILTON-JACOBI teorisine goére p, = 3S/0r,p, = 35/3¢ oldugun-
dan HAMILTON-JACOBI denklemi

IRYERNS I [95\? as
olur. Bu denklem igin degiskenlere ayrigim yonteminin isleyip islemedigini gdrmek
lizere

S = S,0r) + 8§ (9) + S0 (X.3.4)

vazedelim, (X.3.4) iin (X.3.3) e yerlestirilmesi sonucu

1 ( [dS, 1 1dS, z_fm_gﬁl
2m §(dr) + {dcp) ro dt (X.3.5)

olur. Halbuki bu ifidenin sol yani yalmizca r ve @ ye ve sag yanit da yalmzca ¢
ye bagh oldugu goritldiigiinden sol tarafl f{r, @), sag taraf1 da g(¢) ile géstererek,
ilk bakista,

J(r.p) = g(t) (X.3.6)

yazmak hakh bir davranis olabilirdi. Oysa ki, efer gergekten de (X.3.5) in sol
vanit r ve ¢ nin agik bir fonksiyonu ve sag yani da ¢ nin bir fonksiyonu olsayd:
(X.3.6) ifadesi r, @, r degiskenlerinin bagimsiz degiskenler olmayip aralarinda
fonksiyonel bir bagintimin var olduguna deldlet edecekti. Fakat ne var ki r, @ ve
¢t tamimen bafimsiz degiskenlerdir. Bu celiskinin ortadan kalkmasi ancak ve
ancak (X.3.5) in, yAni (X.3.6) min her iki yaruninda ayni bir a, sibitine egit ol-
mastyla mimkindiir. Bu takdirde degiskenler arasinda fonksiyonel bir bagint
olamiyacagi besbellidir. Su halde (X.3.5)

dS
P

1 (/dS,\* 1 (dS)\*} K _
5;;3(7) +?‘(‘3§) (T

r (X.3.7)
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seklinde iki denkleme ayrigmis olur. Bunlardan birincisi derhil integre edilir ve
bir integrasyon sabitinden sarfi nazar edilirse sonug

S, () = — ayt (X.3.8)
dir. fkinci denklem ise yeniden diizenlendigi takdirde

2 2
24 2ma, + 22K --(‘ij}) gf: (%) (X.3.9)

seklinde yazilir, Bunun sol yammn yalnizca r ye ve saf yaminin da yalmzea ¢ ye
bagh oldugu gorillmektedir. Yukandaki muhakemeyi burada da tekrarlayabili-
riz ve neticede her iki yanin da aym bir a2 sdbitine esit olmasi gerektigi bulunur,
Bu ise bize

as, _
i
2mK  (dS )
_L i s ] = 2
ome + 25 () { -
denklemlerini verir. Birincisinden hemen
SAp) = a0 (X.3.10)
bulunur. fkinci denklemden ise
2
S,(r) mmf\/ 2, +12_”EL{_9‘;_1§_ dr (X.3.11)

elde edilir. Buna gbre

S(r: ¢&al!a2;t)ﬂfv 2-‘}-%{1“1‘“‘@—"9“1“(1’?'”*‘“1(?““2: (X312)

olur. §imdi, sirasiyla, a, ve «, yi P, ve P, ile dzdeslersek (X.1.10) a giire

BS 2

a5 2mK a2
Q"’_aaz 2“&12[\/ (e R dr — 1

olur. , ve B, yeni sibitler olmak iizere bu ifadelerden

f L == ¢ —B, (X:3.13)
2mK a.
F= \/ Znuxz — — -I—:i—'
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m dr =1+ 8, (X.3.14)
\/ 2ma2 + gﬁ!gm—@lM

bagintilan bulunur. (X.3.13) ifidesindeki integral r=1/u degisken doniigimii
aracihfiyla kolaylikla hesaplanabilir ve neticede yoriinge denklemi olarak

a,?
mK

cos (fp +*~ﬂ——8l)

(X.3.15)

r(e) = :
1—y/14+2

bulunur, (X.3.14) denklemine gelince, o da integre edildiinde r(¢) yani 1sinsal
uzakligi zamamn fonksiyonu olarak verir.

ALISTIRMALAR VE PROBLEMLER

X.1. Degiskenlere aynsim yontemini uygulayarak bir harmonik osilatérin ha-
reket kaantinunu HAMILTON-JACOBI teorisine gdre tesis ediniz.

X.2. m kiitleli bir tdnecik kiiresel koordinatlar cinsinden U = -~ Kcos 8/r?
seklindeki bir potansiyelden tiireyen bir kuvvetin etkisi altinda hareket etmek-
tedir. Problemi HAMILTON-JACOBI teorisi gercevesi iginde inceleyiniz.

X.3. U = mg z sekiindeki bir potansiyelden tiireyen homogen c¢ekim kuvvetinin
etkisindeki bir tinecigin hareketinin HAMILTON-JACOBI denklemini dik kar-
tezyen koordinatlarda ayrishinp ¢o6ziiniiz.

X4, U= % m (k2 x? -+ ky? y* + k,2 z%) ile karakterize edilen anizotropik bir

osilatériin HAMILTON-JACOBI denklemini dik koordinatlarda ayrigtirin,

2
X.5. U= —% + Ez seklindeki bir potansiyel fonksiyonunun etkisi altinda zu-

hiir eden STARK olayimin HAMILTON-JACOBI denklemini

x = \/uv cos®
Y= \/Esin@
- )

seklinde parabolik koordinat sisteminde degigkenlere ayrigtirimz.



254 % HAMILTON-JACOB! DENKLEMI

X.6. Dar bir magnetik mercek, bilesenleri
A@w%—H(z), A=A, =0

ile verilen bir vektorel potansiyel aracihifiyla tanimlanmis olup burada H(z) mag-
netik alan siddeti |z| < a arahigi igin sifirdan farklidir, z eksenine paralel hareket
eden dar bir elektron hiizmesi (0, 0, zy) noktasindan ¢ikarak mercege varmaktadir.

|2y |3 a ve z;>> a varsayarak huzmenin mercegi katettikten sonra fokuslandigi
(0, 0, z,) noktasim tesbit ediniz.

(fpucu : HAMILTON-JACOBI denklemini S(r, @, z: 1) vi

S(r, @, z;1) = [— Et + @p, + f(2)] + rdi(z) + é* rra(z) - ...

seklinde r-nin kuvvetleri cinsinden seriye agarak cdziiniiz.



XI. BOLUM

HAMILTON-JACOBI
TEORISINE GORE
DALGA DENKLEMI

(XL1) AKSIYON DALGALARI
(VIL.1.8) ve (1X.2,10) a gOre aksiyonun

= — Et -+ Sﬁmedt (XI.1.1)

sekillerinde ifide edilebildigini gdérmiistiik.

Simdi hareketini dik bir kartezyen referans sistemine izife edecegimiz sabit
E toplam enerjili bir maddi nokta g6z Gniine alalim. Bu takdirde (1X.2.6) ya gére
_8s _2% _8S_3% _aS_as,

P T BT oy T ey P e e KD

veyd vektorel olarak

p=grad § = grad §,

(XL1.3)
= 7.8 = ¥.5

yazabiliriz.

Bu son bagint1 bize gerek S = sdbit gerekse S, = sdbit yiizeylerinin maddi
noktanin mimkiin yériingelerine dik olan iki ayrr yizey ailesi teskil ettiklerini
gostermektedir. Bu iki yiizey ailesi arasindaki dinamik iliskiyi anlayabilmek icin
S,=0.5,=FE, §=2FE,.,8 =mE, ih.. ylzeylerini géz Oniine alalm.
Bunlar U¢ boyutlu uzayda belirlenmis iizerilerinde Sy in degeri sdbit olan ve hepsi
de z zamandan bagimsiz ve uzaydaki konumlar1 degismeyen yiizeylerdir.

t = 0 &ni igin biitiin § == sdbit yiizeyleri biitiin S, = sdbit yiizeyleriyle ¢aki-
git. £=1am igin S = 0 yiizeyi 5, = E yiizeyi ile, § = E yiizeyi S, == 2E yiizeyi
ile...., § = mE ylizeyi Sy =(m + DE yiizeyi ile... ilh...cakisir. + = 2 dmt icin ise
§ =0 yuzeyi 5, = 2F ylizeyi ile, § = E ylizeyi §,=3F yiizeyi ile,..., § = mE

255
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yiizeyi S, =(m -+ 2)E yiizeyi ile..., ilh... cakisir; ve bu bdylece devim eder gider.
Boylece § == sdbit yiizeylerinin zamana bagl: evriminin bu yiizeylerin, S3 = 0 yii-
zeyinden baghyarak, pespese ve ¢akisa cakisa uzayda sdbit ve degismez olarzk
tammlanmus olan S, = E, S, = 2E,..., Sy =mE, S, = (m + 1)E, S, = (m+2)}£
coeyenny ... yiizeylerinden gegmeleriyle olusacagi anlasiimaktadir. Boyle bir ev-
rime fizikte “dalgasal yayilma” adi verilir. Buna pére biz de § aksiyonunun uzayda
dalgasal bi¢imde yayilmakta oldugunu ifide edebilir ve bu aksiyon dalgalarinin
u==u(x, y, z, £) yayllma hizint arastirabiliriz.

Sabit bir § degerine tekaabiil eden bir aksiyon dalgas: yuzeyi (dalga cephesi)
igin, ve

u=ulx, p,z,t)==Xe + e+ Ze (X1.1.4)
olmak iizere,
dS 98  as . a5 . a5,
PR TR P AP TR Pad
yani
g?S_ + u.grad S = 0 (XL.1.5}

olur, (XI.1.4} ile tammlanmis olan u vektdrii § aksivon dalgasimin yayilma hizidir,

(XL1.1) den

ar = F (XL.1.6)

oldugu besbellidir. Ayrica gene aym tamm bagintisindan

153 {2 £
grad § == fgradL dt = fgrad Tdt —] grad U dt
f H L

Iy 12
=——fgradUdr=fm{rdt=:mv:p (XL1.7)
3

h

bulunur, Burada T kinetik enerjisinin koordinatlara agikga bagh olmamasinin
grad T = 0 sonucunu verdifi keyfiyetinden yararlamilmis bulunulmaktadir.

Buna gére (X1.1.6) ve (X1.1.7) yi (XI.1.5) siireklilik denklemine yerlestirirseh

E=mu.v (XL1.8)
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sonucu ¢ikar. Gerek maddi noktanin v hizi, gerekse § aksiyon dalgasimin u ya-
yilma hiz1 dalga cephesine dik olduklarindan (XI.1.8) igin

E=muv=pu

de yazilabilir.

Noktamn momentumu p == \/2m T = V2m (E — U) oldugundan S aksi~
yon dalgasinin yayilma hizinin da

=t E (XL.1.9)
P \2m(E—U)
ile verilecegi anlagilmig olur.
Diger taraftan
H+gTSm0 (XL 1.10}

HAMILTON-JACOBI denklemini ve (X1.1.7) yi g6z &niine alacak olursak
H =T+ Um—g—z——FU:—l—[gradS]?—‘le (XL1.1D)
2m 2m

yazilabilmesi dolayisiyla (XI.1.10)

1 g 35
Ef”—‘[gradS] 4+ U 4~ 5}*—0

olur. Bu son denklemden, (XI.1.6) ve (XL.1.9) géz oniinde tutularak

|grad S = 2m(E—-—-U)=—l:i~E2

ifadesi gikartibir. Bu ifddenin sag yamindaki E? igin de gene (XI.1.6) dan yararla-
nilirsa, sonunda, HAMILTON dalga denklemi denilen ve § aksiyon dalgasinin
yayilma kaanfinunu veren

1 [3aSV?
b R Bl
| grad S |* = — (81‘) (X1.1.12)

denklemi elde edilmis olur. Bu denkiem maddi bir noktanin aksiyon dalgasinin
yayllma denklemi olmakla beraber, bilinen diger dalga yayilma denklemlierinden
farkh bir goriiniim arzetmektedir. Bir aksiyon dalgasimn yayilim: ile 4di mana-
daki bir dalganin, meseld bir elektromagntik dalganin, yayilimi arasinda ne viis'-
atte bir benzerlik olabilecegini bir sonraki paragrafta inceleyeceyiz.
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(XL2) OPTIK BENZERLIK
Bir elektromagnetik dalganin olusumuna sebep olan E elektrik alanimin

’E  9E | JE
R —
VE=aataat g

1
=7 a7 (X1.2.1)
seklindeki bir dalga denklemine uygun olarak boslukia u = ¢ = 299774 km/san
hiziyla ve kiriima indisi # olan bir ortamda da

¢
U =~

n

hiziyla yayildig: bilinmektedir.

Optikte, cogu kere, elektromagnetik dalgalar yerine buniarin sabit fazl yiizey-
lerine dik olan wsinlart gdz Sniine alarak bir yaklasim yapilir. Buna geometrik op-
tik yaklagim adi verilir. Eger elektromagnetik dalgalann faxzn: @ ile gésterir-
sek; A dalga uzunlugu, v dalgasal hareketin frekansi ve s de 1g1n iizerinde segilen
apsis olmak iizere

0060~ 00035 25{ o) < 2L —) = e[ 1)
(X1.2.2)

dir. Eger 1sinlarin huzmesi ¢ok iraksak degilse ve kirtima indisi de ¢ok az degigi-
yorsa

E = ae? (X1.2.3)

seklinde bir ifade (XI.2.1) in yaklagik bir ¢6ziiminit olugturur. (X1.2.3) i (X1.2.1)
e yerlegtirirsek ® fazi i¢in

a*d 8’@ S a®
§6x2 Pt o (( ( ) +(az)§
LA A il
o lcz ar T 2\ o )
veyi kisacasi

ig®—|grad @ = E—-—-———-z(aq)) (X1.2.4)

bagintisi bulunur.
Ancak, (X1.2.2) den
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aq’ 3%
HF = 2ny ve = =1{ (X1.2.5)

dir. Bundan baska da gene (XI1.2.2) tamim bagintisindan

grad @ = —grad( §) = 2—’;\1 n f— + —s(grad n) (X1.2.6)

bulunur. Béylece

V'O = divgrad @ = gz?vz (ns) == 272" [w(%) +2= . yn + s(vﬂn)]

s 27:" [ dw( )+ 2~— grad n -} s div grad » ] (XL2.7)

bulunur, Eger » kirilma indisi ¢ok az degisken ise ve de 1gin demeti ¢ok az rak-
sak ise (X1.2.7) nin sag yanindaki her bir terim sifir alinabilir ve bu sonucun 15181
altinda da (X1.2.4) den

N AT

2
= - (a_qi) (X1.2.8)

af

ifidesinin gegerli olacag anlasilir.

(X1.2.8) ifadesi formel olarak (X1,1.12) ifddesinin aynidir. Bu kldsik mekanik
ile geomerrik optik arasinda miikemmel bir yap1 benzerlifinin var oldufuna isd-
ret eden bir sonugtur,

Eger geometrik optigin
gradn ~ 0 ve div(—z—)m 0

varsayimlar gerceklesmezse, bu takdirde 1s18in kirmim olaylari ortaya gikar. Bu-
na ragmen (X1.2.3) vazt yapilip da bu (XI[.2.1} dalga denklemine yerlestirilirse
@ fazi icin artik (X1.2.8) ifidesine erigilemeyecegi ve mekanik ile aradaki ben-
zerligin bozulmug olacag besbellidir.

Simdi meseleye daha genis bir acidan bakacak olursak geometrik optik ile
klasik teorik mekanik arasindaki formel benzerlifin ¢lemanlarini daha da belirgin
kilabiliriz.

(XL.1.1) ve (X1.2.2) ile verilen aksiyon ve faz arasindaki yapisal benzerlik

S: SQ—Et

XL2.9)
P = 2—:‘—’ §— 2TV (
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ile ortaya konulmustur. Ayrica aksiyonun ve, geometrik optik yaklasiminda, fa-

zin gergekledikleri
2 3
e F = (57)

W\ ot
(X1.2.10)
1 fad\2
.
|grad @2 = - (“"ar)

denklemleri de bu yapisal benzerlii kuvvetlendirmektedirler. Tabiidir ki gerek
(X1.2.9) gerekse (X1.2.10) , fiziksel fonksiyonlari ve boyutlart farkls seyler olan S
aksiyonu ile @ fazimin birbirlerine esit olduklarint icermez, belki birbirleriyle
orantih olduklarmi igerir. Ancak, boyut bakimindan aksiyonun boyutunun: [S]
=ML*T™' olmasina karsilik faz boyutsuz bir biyiikliktiic. Su hilde: [h] =
=ML*T™" gibi bir aksiyonun boyutunu haiz bir sibit olmak iizere, mesela,

o=""5 (X1.2.11)

olabilir.

Mekanik ile geometrik optik arasindaki yapisal benzerligin tam olabilmesi
igin nasil ki geometrik optikte fazin gergekledigi (X1.2.8) bagintis1 bir dalga denk-
leminden hareketle elde edilmis ise aym sekilde mekanigin dalga teorisinde de &y-
le bir ¥ bilyiiklitgiiniin olmast gereklidir ki bu da

2
v = 1% (X1.2.12)

uz at2
seklinde bir dalga denklemini gergeklesin.
Nasil (XI.2.3) vazin1 yaptiysak simdi de (XI.2.11) in 1 altinda

2nd Ini

by ey (So — En
V—g" — e (X1.2.13)
vazini yapaltm. Ayrica da S 1
h
=_—In¥ X12.14
S 2ni I ( )

diye bir ¥ fonksiyonu cinsinden ifide edelim. Buna gore (X1.2.12) denkiemi

4n* E?
i\ 1 S
v 2t

sekline girer. Diger tarafian » hizimin (XI1.1.9) ile verilmiy olan ifadesini géz Oniin-
de tutacak olursak
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2
ST E— )Y =0 (X1.2.15)

2
v+ 5

denklemi elde edilir. SCHRODINGER (1887-1961) denklemi ad1 verilen bu denk-
lem TEORIK FiZiK DERSLERI dizimizin 3. cildi olan KLASIK KUVANTUM
MEKANIGI cildinde gérecegimiz gibi kuvantum dalga mekaniginin niivesini ve
(X1.2.12) ild (X1.2.15) e kadar olan formiiller de klasik teorik mekanigin bir ge-
nellestiriimesi olan bu dalga mekaniginin temelini olugturmaktadiriar. Bu denk-
lemin, sonradan deneylerin de gergekledikleri gibi, atom fiziginin meselelerini
dogru bir bigimde ¢dzmek ve 6ngdrmek gibi fevkaldde avantajlan varsa da esas
mahiyeti bizce maalesef bilinmeyen ve yorumu da gesitli ekollerin olugmasina
yol agmis olan bir ¥ dalga fonksiyonunu ortaya koymak gibi bir mahzaru vardir.

Yukarida s6z konusu ettigimiz kitabimizda, ¥ dalga fonksiyonunun ger-
cek mahiyetini bilmesek bile onun Slgiilebilir fiziksel bityiikliklerle olan iligkile-
rinin nasil tesbit edilebilecegini ve bu bilgi aracihfiyla 6zellikle atomsal sistemleri
ve bunlarin sahne olduklart olaylart nasidl 6ngériip yorumlayabilecefimizi ele
alacafz
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