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TAKDIM

Bu notlar Prof. John David Jackson’in Illinois Universitesinde ver-
mig oldugu yilksek seviyedeki Kuvantum Mekanigi dersinin ilk senesi icin
tamamlayict bir mahiyet arzetmekte olup Kuvantum Mekanigindeki ma-
tematik metotlarin vahdetini kisaca tebariiz ettirmek gayesini glitmekte-
dirler,

Lineer operatorler, ézdegerler, ozfonksiyonlar, dik fonksiyonlara aci-
hmlar, lineer vektor uzaylar: ilh... haklkinda kolay anlasilabilir bilgi ve-
ren bu kitaptan, sidece Kuvantum Teorisi okuyanlar degil fakat genel-
likle biitiin teorik fizik ve miihendislik, ve hattd matematik talebeleri de
istifide saglayabileceklerdir.

Bu kitalin Niikleer Mithendislik talebelerine saglayacag: faydalara
gelince :

Reaktérler Teorisinin temel problemi olan «gogaltkan ortamlarin
kritik boyutlarmin fdyini», esas itibariyle, lineer bir diferansiyel operatt-
riin en kiiciik 6zdegerinin tidyini problemine denktir. Diger taraftan, bil-
hassa kritik olmayan ortamlardaki ¢ ndtron akisimn tesbiti cok kere ¢
nin uygun bir dik fonksiyon serisine acibmiyla miimkiin olmakta ve bun-
dan bagka cogaltkan ortamlarin pertiirbasyon teorisi de ek matrisler ve
bunlar véisitasiyla tiyin olunan «énem fonksigonlari»® ile siki sikiya il-
gili bulunmaktadir. Bu itibarla niikleer miihendis namzetleri bu notlardan,
ihtiyaclar: olan matematik bakimindan kendilerini bir hayli techiz edecek
hilgileri elde edebileceklerdir. iste bu gayeye hizmet i¢indir ki bu kitap da,
tagidigr isme ragmen, Istanbul Teknik Universitesi Niikleer Enerji Ens-
titiisii Yaymnlan arasinda negredilmig bulunmaktadir.

Ceviren

(*) Bk. Ahmed Yiiksel Ozemre: Nétronlarin Difiizyon Teorisi, Cild: 1 ve 23 {st
Tek. Univ. Niikleer Enerii Enstitiisi Yay, Genel Yayiunlar No: 1 ve 3, (1963}
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1
GIRIS

Bu notlarin amaci kuvantum mekanigi matematiginin esaslarim, fi-
ziki tatbikatta hatilari bertaraf edecek kadar kafi bir matematik kesin-
likle 6ne sermektir,

Kuvantum teorisinin muhtelif kisimlarinda, ilk bakigta oldukca fark-
1 ve birbirleriyle bagintis:1 yokmug gibi gériinen matematik metotlar kul-
lanmak faydahdir. Béylece potansiyel duvarlari veyi hidrojen atomuyia,
ugragirken 4di koordinat uzaymdaki a4di veyi kismi tiirevli diferansiyel
denklemler teknigi kullanmilmakta, halbuki meseld harmonik osilatdr gibi
bir problem icin miicerret lineer operatér metodu zarif bir ¢oziime imkan
vermektedir. Bu kitabin baglica giyeleri biitiin metotlarin temelindeki bir-
ligi gistermek ve bunlarin herbirine, kuvantum rﬁékaniginin fiziki hir
bahis olarak bundan sonraki incelenmesinde, herbir probleme, taraftarli-
gmu yapmaksizin ve yeni matematik izahlara ihtiyag kalmaksizin en iyi
metodu tatbik edebilecek gekilde, kifi derecede iinsiyet peyda ettirmektir.

Kuvantum teorisi, baginda, biri Schrédinger’in (diferansiyel denklem-
lere dayanan) dalga mekanigi, digeri de Heisenberg’in matris mekanigi
olmak iizere farkli iki matematik teknikle inkigadf etmistir. Bu her iki
tarzin egdegerliligi ¢ok gecmeden ispatlanmig ve matematik metotlar,
Heisenberg ile Schridinger’in kullandiklar: tekniklerin miicerret bir vek-
tor uzayindaki lineer operatdrler formalizminin &zel temsilleri oldugunu
gosteren Dirac tarafindan genellegtirilmisgtir.

Siireksizlik kavrami kuvantum teorisinde merkezi bir rol oynar. Fi-
ziki olarak Olgiilebilen (ve «gdéz/enebilir» denilen) biiyiikliiklerin ¢ok kere
sidece, (meseld 131k kaynaklarinin hazirlanig, inhiraf ettirici miknatis-
larin teferruath projesi, v.s. gibi) dig gartlara bagh olmayan muayyen
bazi degerler aldiklari tesbit olunmustur. Bu siireksiz goézlenebilirlere
onemli miséller (Ritz kombinasyon prensibi ve Rydberg formiiliinde,
Franck-Hertz deneyinde oldugu gibi) enerji ve (Stern-Gerlach deneyinde
cldugu gibi de) acisal momenttir. Matematik lisaninda bir gzlenebilir bu-
yiikliigiin siireksiz, miisait degerlerine 6ézdegerler (bazan karakteristik
veyd has degerler) adi verilir. Fizikei cok kere verilmig fiziki bir sistem
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i¢in Ozdegerleri kegfetmek ve bunlarin biribirleri arasindaki bagintilar:
bulmakla ilgilenir. Fiziki sistemin nygun bir matematik tasvirine sahip
olmasi hélinde «dzdeger problemi» ni ¢bzmegi arzular. Buna binien ma-
tematik Gzdeger problemi kuvantum mekaniginin énemli bir vechesidir.
Bu problem diferansiyel denklemler, matrisler veyé lineer vektOr uzaylar
cinsinden ifade olunabilir. Biz bu kitapta muhtelif teknikleri g0z Oniine
alip bunlar:n temel birligini aragtiracagiz. Stiphesiz ki kuvantum mekani-
ginin tiimii stireksiz ozdegerlerle ugrasmaz. Buna binien matematik mii-
nakaganin bir kismi dogrudan dogruya o6zdeger problemini ilgilendirme-
yecektir. Bundan bagka pertiirbasyon teorisi ile varyasyon metotlart gibi
bazi bahisler de bu notlarda goz 6niine alinmayacaklardir.

Referanslar

Bu notlarda sidece ¢mlak esaslar takdim olunacagindan Sgrenci daba tam inceleme-
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York, 1961.

A. Sommerfeld, «Partial Differential Equations», Academic Press, New York, 1949, Daha
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York. ]

B. O. Pierce and R.M. Foster, «A Short Table of Integrals», 4. baski, Ginn, Boston.
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Son olarak ‘3grencinin, adi diferansiyel denklemlerle, kismi tiirevii diferansiyel denk-
lemler igin deglskenlere ayrisim metoduyla, Fourier serilerinin elemanlaryla, matrislerin
basit dzellikleriyle, lic boyutlu vekitr kavramiyla, rotasyonlarla bir mikdar iinsiyeti oldu-
gunun kabul edilmis oldugunu da soyleyelim. Bundan bagka klisik mekanik bilgisinin de
Symon'un (K.R. Symon, Mechanics», 2. baski, Addison-Wesley, Reading, Mass., 1960) veyl
Slater ve Frank'in (J.C. Slater, N. H. Frank, «Mechanics» Me¢ Graw Hill, New York, 1947)
kitaplann seviyesinde oldugu da farzedilmis bulunmaktadir,
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KLASIK FIZIKTEKI
UZDEGER PROBLEMLERI

Ozdeger problemleri biitiin kuvantum mekanigine hilkmetmektedir-
ler; fakat bunlar klisik fizikte de iyice bilinmekte ve anlagilmaktaydilar.
Bu gibi problemler sonlu sayida serbestlik derecesini haiz mekanik sis-
temlerde (miinferit sistemlerde), veyahut da sonsuz sayida serbestlik de-
recesini haiz mekanik veyd elektromagnetik sistemlerde (siirekli sistem-
lerde) ortaya cikarlar. Biz burada, kullanmilan matematik metotlar: hatir-
latmak ve 6zdegerlerin nasil ortaya ciktiklarim gormek iizere kisaca bir-
ka¢ miséli inceleyecegiz.

2-1 TITRESEN TEL

Sabit bir p kiitle yogunlugunu ve T gerilimini haiz, »=0 ve »=a
noktalarinda tesbit edilmig bir tel, x eksenine dik olarak ole¢iilen u(x, t) ye
egit bir yer degistirme ile xy diizleminde hareket edebilmektedir. Telin
kiiciik titregimleri icin hareket denklemi

b %u
Tt~ P =0 ()

seklinde lineer, ikinci mertebeden kismi tiirevli bir diferansiyel denklem-

dir. Hiz boyutlarim haiz »=(T/p)': diye bir bityiikiiik thrif edersek bu
denkiem

e e @
seklinde yazilabilir. Degigkenlere ayrigim metodundan faydalanarak

u(x, t) =y(x) 2(1) (3)

seklinde bir ¢oziim kabul edelim; bu takdirde y(x) ile z(t) nin gu biribir-
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lerinden ayr1 4di diferansiyel denklemleri tahkik ettiklerini buluruz

d? ,
£ iy o

d?z 9 (4)
-C?f_z —!— (k‘v) z =0,

Buradaki &? ise heniiz tiyin edilmemis olan bir sdbittir. y(x) ile z(vt) nin,
¢Oziimii siniisler ve kosiniisler olan aym denklemi tahkik ettiklerini gér-
mekteyiz.

Buraya kadar bir ¢zdeger problemi bahis konusu edilmedi. Bu mese-
le ancak smir gartlarinin tatbik edilmesiyle ortaya c¢ikmaktadir, Bu simr
gsartlar1 goyle ifade olunurlar:

1. Uzay sinir sartlari: biitiin ¢ Ier igin
u(0, #) = ula, {)
2. Zaman simir gart1: 0==x=gq igin

u(x, 0) = F(x), (g—;’)tﬂ: G(x)

Once uzay simr gartinl gtz ontine alalim. y(x) igin ¢6zlim
y(x) =A sin kx+ B cos kx (5)

seklindedir. Birineci simr gartimi tahkik etmek icin y(0) =y(a) =0 olmasi
elzemdir. Buna binden B=0 olur, ve A =0 ise buna gore de ka=nn ola-
caktir. Dolayisiyla bilinmeyen k parametresinin

nt

kn = (n = 1: 21 3:" ) (6)

a
geklinde sayilabilir bir sonsuz dzdeger dizisini haiz oldugu bulunmus olur.

Buna biniden, smmir gartlarina uygun en genel ¢6ziim

o
u(x, ¢) =231n EE'E[A“ cos n:[;f 4 Ba sin —E%i] (7)

n=]1
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dir. Burada, baglangictaki diferansiyel denklemin lineerligine uygun ola-
rak lineer siiperpozisyonun ciri oldugunun kabul edilmig olmasma dikkat
ediniz. A, ve B, katsayllar1 t=0 daki zaman simir gartlan vasitasiyla ta-
yin edilirler. Bu, ileride (B6l. 3-1) de incelenecek olan Fourier serilerinin
tersinimine ait bir problem oldugundan burada bununla ugragmayacaglz.

Burada temel olan gey k parametresinin, uzay smur sartlarmmun bir
neticesi olarak ortaya ¢tk n minferit (diskret) tabiatidir. Bu miinferitli-
gin dogrudan dogruya bir neticesi telin titregim frekanslarinin siireksiz-

ligidir. Teme] frekans eger w=m v/a seklinde tarif olunursa titregimin mii-
sdit frekanslan da

Wn =T (TI--_—]., 2! 3:) (8)

seklindedirler. Bu frekanslara tekabiil eden mekanik [y=sin{w,x/v)] ha-
reketlerine salimmin rormal modlar: veyad 6z modlart adi verilir. Telin,
kiiciik genligi haiz keyfi bir hareketi (7) ye binden lineer siiperpozisyon-
la teskil edilebilir.

Problem: ¢ ve b kenar uzunluklarinl haiz dikdortgen geklinde, bitkii-
liip egilebilen, diiz bir =zarin kiicik salinimlar icin salimm dzdegerle-
rinin nasil ortaya ¢iktiklarini gdsteriniz. Yer degistirme i¢in en genel ¢6-
ziimii bulunuz ve, m ile n pozitif tamsayllar olmak iizere dzfrekanslarin

m nt (172
Dma = 710 (? +ﬁ)

geklinde yazilabilecegini gosteriniz.

2-2 TITRESEN DAIRESEL INCE ZAR

Dairesel bir zarn ozfrekanslari problemi, fazladan bir bagimsiz de-
gisken ihtiva etmesinden maada bir de, sinir gartlarma ek olarak bagka bir
fiziki sartin goz Oniinde tutulmasimi zoruniu kilar. Bu fiziki sart yer de-
gigtirmenin fekdegerliligidir. Bu sartin problemin ézdegerlerini, sinir gart-
lari kadar tiyin ettigini girecegiz.

u(x, y, t) ile yer degistirmeyi ve v ile de zarin bir hiz karakteristigini
gostererek elastik bir zarm kiigiik titregimleri

D%y Efu 1 %y

u_ Lo 9
bxﬁ qu z,2 btg 0 ( )
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kismi tiirevli diferansiyel denklemi ile tasvir olunurlar. Hicbir yer degis-
tirmenin vuk@ bulmadig: geklinde ifdde olunan sinir garti bir daire boyun-
ca tatbik edileceginden, (x.y) yerine (p, ) kutupsal koordinatlarmi kul-
lanmanm uygun oldugu &agikardir. Laplace operatdriiniin kutupsal koordi-
natlardaki ifddesini g6z Oniinde tutarak doniigmiis denklem

0% 1 o 1 2% 1 %
% e s tEwe T w0 (10)

gekline girer. Burada artik u ile w(p, ¢, t) gosterilmektedir.

u=R{p) ®(¢) 2(t) yazmak siiretiyle tekrar degigkenleri aywrirsak
R, @, z fonksiyonlarindan herbirinin

2 \
O+ (koiz = 0
dB
2+v’¢’“0 L (11)
4R |, 1 dR
p£+P dp+(k2—_)R 0

adi diferansiyel denklemlerini tahkik ettiklerini buluruz. Bu denklemler-
deki k? ile v? heniiz tiyin edilmemis olan ayrigim katsayilaridir. Eger k?>0
ise zamana baghlik, arzu edildigi vechile, salimimh olacaktir.

Bir 6zdeger problemi ortaya koyabilmek icin wu(p, ¢, t) ¢Oziimiinit si-
nir gartlarina ve/veya bagka sartlara tabi tutmak zorundayiz. Uzaya ait
sinir gartl, ¢ ve t den miistakil olarak w=0 igin p —« olmas: geklinde ifade
olunur. Buna gore

R (e} =0 (12)
olacaktir. Fakat difer ¢ uzay degiskeni (0= =2n) araliginda sinirli olup
dairesel bir zar icin simir sartlar1 bakimindan herhangi bir role sihip de-
gildir. Buna mukabil, u(p, ¢, t) nin o=a nmn icinde tek degerli oimas1 hak-
kindaki fizikl zorunluk, p ile bir tamsay1 gosterilmek iizere,

u(p, @, t) =ulp, o+2np, t) (13)

gartinl ortaya koyar. (11) deki @(y) igin ¢ézimiun
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D) = eTP? (14)

seklinde oldugu goriiliir. Buna binden (13) tekdegerlilik garti, m =0,
+1, +2,... olmak iizere

oldugunu gdsterir. Biylece problemin fiziki gartlarindan &tiirii v2 ayrigim

s@bitinin, tamsayilarin kareleri clan miinferit degerler almak zorunda kal-
digin1 gérmekteyiz.

Rady4il denkiemin de gtz Oniine alinmas: 6zdeger probleminin vazim

tamamlayacaktir. Eger x=kp diye boyutsuz bir degisken alacak olursak
(11) deki radyil denklem

§+if£§+(1m’_§)1§=o (16)

x dx

sekline girer. Burada (15) sart:1 da tatbik edilmigtir. (16) denklemi, Ek:
A da etraflica tetkik edilmis olan Bessel denklemidir. Fakat bunun agk
¢hziimiinii yazmadan Once bazi kalitatif miigahedelerde bulunacagiz. Za-
rn sumrimin teferruath gekli ne olursa olsun, problemin fiziki vechesi yer
degigtirmenin verilmig herhangi bir ytnde némiitendhi artmamasimi zo-
zunlu kilmaktadir. Esasinda, titresim yaptigi miiddetce zarin kvnlmig
yiizeyinde mevzii maksimum ve minimumlar da olacaktir. Matematik de-
yimiyle bu, meseld radyal bir ¢izgi boyunca, yer degistirme egrisinin eg-
riliginin yer degigtirmenin sifir oldugu c¢izgiye nazaran daima konveks
olamayacagina deldlet eder. Ozellikle, eger yer degistirme zarin herhangi
bir noktasinda sifirdan hareket ediyor ve bu nokta civarinda da pozitif
bir egrilige sahip bulunuyorsa [(1/«)(d~/ds’) >0], bu takdirde egrilik,
smirda sifira erismek iizere bu nokta ile sinir arasinda en az bir kere igé-
ret degistirmek zorundadir. Sekil: 2-1 bu elzem davramgsi kalitatif bir
tarzda gostermektedir. Uzay koordinati bakimindan sahmmh davranig
matematik bakimindan (9) dalga denkleminin hiperbolik bir diferansiyel
denklem olmasi keyfiyetiyle ortaya cikmaktadir.

Titregen tel icin sinils ve kosiniislerin salimm karakterleri kabul edil-
mig bulunuyordu. Fakat (16) denkleminin Ozellikleri bu kadar &sikar
olmayabilirler, Bagh degiskende,

y(x) =V x R(x)
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vazederek kiicilik bir degigiklik yapmak faydalidir. Buna binden y

d? 4

diferansiyel denklemini tahkik eder. Fiziki sebeplerden 6tiirli bunun x=0
da sifir olan ¢oziimlerini aramaktayiz. y(x) in kalitatif ozellikleri (17) den
kolaylikla goriiliir. Kiiciik x degerleri igin (1/4?) terimi hékim durumda

’ pozitit f | I b
u(S) eirilik-(—ll sInir u | Poz. I negatif | pOZ,|
> et | I
negati \
5w T N— S —» '
Sekil: 21

olup m =0 olmas: halinde de pozitif bir egrilik verir. (Filhakika x«1 icin
y~zxm+1/72 dir), Fakat x in biiyitkk degerleri igin (x»m), denklem
Yy ~8in(x4-o) ¢Oziimiinii haiz basit bir harmonik osilatér denklemi gibidir.
Buna binden Sekil: 2-2 de de gosterildigi gibi y(x) c¢bztimil, orijin civarmn-
da pozitif ve muayyen bir x~mi noktasinin Stesinde de negatif egriligi
haiz olacak sekilde goziikmek zorundadir. (12) simr sarti dsikdr olarak
x=kp daki k y1, y=0 oldugu yerde ka nin, x in degerlerinden birine esit
olacak gekilde secerek tahkik edilebilecektir.

T |

y m+ —

~Ssin(x +q)—

Sekil: 2.2

(16) min Bessel fonksiyonlar1 cinsinden ¢oziimit

R(p) =A Jn(kp) + BNulkp) (18)
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dur. Burada J_ ile N, , m-inci mertebeden Bessel ve Neumann fonksiyonla-

ridir (bk. Ek: A). N,, fonksiyonu p=0 da sonsuz oldugundan B katsayi-
sinin sifir olmas: mecbiridir. (12) sinir gart1 da

Jm(ka) =0

olmasini zorunlu kilar. x, ile Ek: A daki Cetvel: A-1 de cetvellenmis

bulunan J,(x) =0 denkleminin koklerini gistermek sfiretiyle, k ayrsim
sabiti su halde,

kmn::rmn/a- (19)
ile verilmig olan sidece miinferit degerler alabilmektedir. Azimiitdl degi-
gimle tayin edilen her m degeri icin n=1, 2, 3,... ye tek&biil eden sayilabi-

lir sonsuzlukta bir k deger dizisi vardir. Buna binden k nin miinferit dz-

degerlerinin hepsi birden iki kath sonsuz sayilabilir bir dizi meydana ge-
tirmektedirler.

Salinimin dzfrekanslari, (11) e binden

mmn:xmn('v/a) (20)

ile verilmiglerdir. Bu frekanslara tekabiil eden salimmin normél modlar:

R (p) @ (@) ~ I (2nn p/@) €OS(MO + &) (21)

dir, Sinir gartlar: tahkik eden tek degerli bir yer degistirme igin en genel
¢Oziim

ulp, @, ¢) -—-i ijm(xmp a) cos (mp + ay) X

m=0 n=1

X | Ams COS (Mgnt) + Bme sin (want)]  (22)

geklindedir. A,., B.. katsaylaryla o, faz ags1 Bolim 3-4 de gosterile-
cegi iizere, u(p, ¢, 0) =F(p, ) ve (du/0t),=o=G(p, ¢) baglangi¢c gartlariy-
la tlyin edileceklerdir.

Okuyucunun, dzdeferlerin tdyininde simr sartlanyla tek degerlilik
arasindaki farka haddinden fazla Onem verebilecegi endigesiyle, fiziki
problemdeki basit bir degigiklifin buniarin birini digerine tahvil edebile-
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cegine igiret edelim. Meseld, a yaricaph dairesel bir zar yerine p=a, ¢=0
ve @o<2r olmak iizere p=q, kenarlariyla sinirlanmig pasta dilimi geklin-
deki bir zan goz Oniine alalim. Bu takdirde biitiin kenarlardaki yer degis-
tirmenin sifir olmast sarti azimiitdl degisim i¢in (14) ¢dziimiiniin,
m=1, 2, 3,... degerlerini almak ve v=mn/¢@, olmak iizere

o (cp) =sin (th)

geklinde olmasim zarfiri kilar. Radyél fonksiyonlar, 6zfrekanslar, v.s. de
buna uygun olarak degigirler. Boylece her iki v ve k ayrigim sabitleri bu
hil icin simir gartlar1 tarafindan tayin edilmig olurlar. Tekdegerlilik gart:
burada acik olarak ige karigmamaktadir.

2-3 MEKANIK BIR SISTEMIN KUCUK TITRESIMLERI

Biraz daha farkl: matematik ihtivA eden bir 6zdeger problemine bir
misal olmak iizere, N adet serbestlik derecesini haiz mekanik bir sistemin
denge durumu civarinda yaptigi kiiglik titregimleri gbz oniine alacaghz.
Basgitlik olsun diye kuvvetin bir potansiyelden tiiredigini ve kinetik ener-
jinin de basit bir diyagonil kuadratik form oldugunu kabul edecegiz. Bu-
na gore, eger genellestirilmig koordinatlara ¢, (i=1, 2, 3,...) dersek kine-

tik enerji
T-1Va (23)
2 1
i

olur; burada biitiin serbestlik derecelerine tekabiil eden etkin kiitlelerin
bire egit olduklar1 kabul edilmis bulunmaktadir. (Farkl kiitleler veyd T
icin diyagonél olmayan bir form héllerini ihtivd eden daha genel prob-
lemler H. Goldstein: «Classical Mechanics», Addison Wesley, Reading,
Mass., 1960, Chapter 10 da veyahut da K. R. Symon: « Mechanics» 2, bas-

ki, Addison Wesley, Reading, Mass., 1960, sayfa: 477 ve sonrasinda bu-
lunabilir.)

Denge hili (biitiin j ler igin ¢,=0 héli) etrafindaki kiiciik titresimler
igin potansiyel enerji bir Taylor serisine agilabilir:

VeV, 4 —;,—Zku ¢ gt (24)

i,J
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Bu (24) ifaddesinde denge durumunun tirifine binden ¢ ler cinsinden line-
er terim bulunmamaktadir. Sabit k; katsayilar1 da (9°V/dq; dq;), ile ve-
rilmig olan etkin yay sibitleri olup reel bir simetrik matrisin elemanlar:
olarak da teldkki edilebilirler. (24) de sddece kuvadratik terimleri biraka-
cak olursak hareketin Lagrange (veyi Newton) denklemleri

N
pAuE Zk.,qi 0 (i=1,2..N) (25)

=1

olurlar. Bu (25) ile verilen N adet kuple, ikinei mertebeden, adi diferan-
siyel denklemden miitegsekkil denklem takimi, sistemin denge durumu ci-
varindaki [ (24) de daha yiiksek terimleri ihmél etmig oldugumuzdan] kii-
¢lik genlikli titregimlerini tasvir eder. Okuyucunun (25) ifidesindeki muh-
tasar notasyon dolayisiyle aklinin karigabilmesi hélini gbz oniinde tutarak
bu denklem takimini acik olarak da yaziyoruz:

(‘}'1 +kug)) +kige 1 - thngn =0

kgy gy + (f}-z + ks qs) - kongs + oo +hangn =0
: ( (26)

knigi+kn.ga+ ... + (gn + knngn) = 0.

(26) y1 yazarken tek bir koordinat ihtivA eden terimleri bir araya topla-
maya hususi olarak dikkat edilmig bulunmaktadir,

Ozfrekanslar: ve bunlara tekabiil eden normaél titregim modlarim tiyin
etmek icin, w sonradan tayin edilecek bir sfbit olmak lizere, bir w frekan-
sin1 haiz titregimlerin mevcut olduklarini kabul ediyoruz. Buna gore (25)
denklemleri, q ler ile artik titresimin genliklerini gdstermek iizere,

2l — by g =0 (27)
J

geklinde bir cebrik denkiem sistemine miincer olur. Lineer cebrik denklem-
ler teorisinden (27) homogen denklemler takiminin, ancak bunlarin katsa-
yilarinin determinanti sifirsa, yani:

lkij——mz 81j|=0 (28)
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ise, bir ¢ozitmil haiz oldugunu bilmekteyiz. (28) denklemine sekdiler veya
karakteristik denklem adi verilir. Bunun sol tarafi «? cinsinden N-ineci de-
receden reel katsayili bir polinomdur. Buna binden (28) in de (? icin N
adet kokil olacaktir. Bunlar problemin zdegerlerini tegkil ederler. k,=k,
ise koklerin hepsinin reel olduklarimi gostermek kabildir.

Problem: U¢ egit kiitle aym kuvvet katsayisim haiz dort yay visita-
giyle biribirlerine, agagidaki gekilde gosterilmekte oldugu gibi baglhdirlar.
Boyuna titregimlerinin 6zfrekanslarini ve her frekansa tekabiil eden ha-
reketin normal modunu bulunuz.

(28) in kdkleri olan dzfrekanslara bir ¢ indisi tekabiil ettirilebilir; ve
boylece

mz:wzx (G.:]-; 21-“) N) (29)

yazabiliriz. Eger biribirine egit iki $zfrekans yoksa sisteme soysuzlags-
mamis (veyd dejenere olmamis) denir; buna mukabil (28) in cok kath
kokleri varsa sistemin sogsuzlasmis (veyi dejenere olmug) oldugun-
dan ve soysuz modlara malikoldugundan bahsolunur. Basitligi saglamak
icin sistemin soysuzlasmis olmadigin farzediyoruz. Buna binden her wq
ozfrekansi igcin (27) cebrik denklemler takimi g, lerin izafi degerleri cin-
sinden bir ¢dziimii haiz olur. Bunlari ¢, ile gosterecegiz. Buradaki o in-
disi bunlarin o Gzdegerine tekabiil ettiklerine delllet etmektedir. g,4 gen-
liklerinin takimi bir ¢arpan yaklagiklhigiyla, v o frekansh titregimin nor-
mél modunu tamfmen tasvir eder. Eger mekanik sistemdeki her koordi-
nata (o sabit ve j=1, 2,..., N olmak iizere) g, ¢ ya egit bir yer degistirme
verilmigse her q,(t) koordinati s o 0zel frekans: ile titresim yapacaktir. N
norméil modun lineer siiperpozisyonu dolayisiyla kiiclik titresimlerin en
genel hareketi tusvir olunabilir. Buna binden

ai(t) = Yg1x [Ax cos (02£) 4 Ba sin (s 1)) (30)

olur. Miinferit j indisi siirekli x degigkenine ve o indisi de » indisine teka-
biil etmek iizere (30) ifddesi ile (7) ifidesi arasindaki benzerlige dikkat
edelim. Bu tekabiiliyet N — « a gittigi zaman teferruath bir gekilde t&-
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kibedilebilir. Herbiri m kiitlesini haiz, sibit aralikli ve biribirlerine agir-
hig1 olmayan yaylarla baglanmis N adet noktadan miitegekkil bir takimm
dikine titregimleri misili ve bunun titregen tele tekabiiliyeti teferruath
olarak J.C. Slater ile N. H. Frank'in «Mechanics» (Mc Graw Hill, New
York 1947 isimli kitaplarinda 151. ve bunu tikibeden sayfalarda ve, H. C.
Corben ile P. Stehle’in «Classical Mechanics» (2. baski, Wiley, New York,

1960) isimli kitaplarinda 124. ve 273. sayfalardan itibdren incelenmigtir.

Go6z onilne almig oldugumuz Ozdeger ve normil mod problemi matris
lisaminca da yazilabilir. Genellegtirilmig koordinatlarmn siitiinu tarafindan
tegkil olunan matrisi (ki buna bir siitiin vektOr veyd sidece bir vektor
de denir) Q(t) ile gosteriyoruz:

g1 (#)

4
Q) = q:z( ) (31)

gn (&)

Bundan sonra da elemanlan k;; kuvvet sibitlerine egit olan reel, simetrik
(kare) K matrisini tarif ediyoruz:

kit K1y ... kan
ko kog ... K

K=(kg)={ &+ " 0 (32)
kny kng oo kNN |

Boylece (25) hareket denklemi, KQ ifadesiyle Q nun K ile soldan garpil-

mast demek olan matris carpimiyla tegkil edilmig stitin vektdrii goster-
mek iizere,

Q+KQ=0 (33)

matris denkieminin j-inei satirn olur. « frekansh harmonik bir zamana
baghlik kabul edecek olursak (33) ifadesi

KQ=uQ (34)

sekline girer. Burada ? Q nun her elemamm c¢arpan bir say1 veyd w’
kere birim I matrisi olarak diisiiniilebilir.

we? Ozdegerleri ve Qg dzvektérleri igin (34) matris denklemini ¢6z-
me problemi, cebrik teferruat bakimindan, (25) ifddesinden hareketle
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(29) ifadesine vasil oluncaya kadar yapmig olduklarimizin tipatip aymni-
dir. Fakat matrislerin ve siitin vektorlerin kullamlmas lineer bir vektor
uzayr kavramim ithal ettikten sonra c¢ok daha iyi anlagilabilir bir hale
gelir. Biz de buna binden, her ne kadar Boliim 2-5 de problem tekrar &di
ii¢ boyutlu uzayda kargimiza cikacaksa da, bu dzdeger probleminin mat-
rislerle daha ileri miinakagasini B6liim 5-9 a birakiyoruz.

Ozfrzkanslari veren (28) sekiiler denkleminin elde edilmesini temin
eden merhaleleri dikkatle takibetmis olan okuyucu pekili: «Ne gibi fi-
ziki gartlar 6zdegerlerin mevcidiyetlerini zorunlu kildilar» diye sorabilir.
Titregen tel veyé zar icin bu, uzay smir gartlarinin bir neticesi olarak or-
taya ¢ikmaktadir: her an icin biitiin sinir {izerinde, sinir gartlarim ancak,
uzakhgin bir fonksiyonu olarak belirli bazi1 dikine yer degistirmeler ger-
¢ekleyebilir. Her ne kadar girift bir mekanik sistemin, farkl genlikleri
haiz olsa dahi nédiren biitiin kisimlarimin ayni frekansi haiz olarak tit-
regim yapabilmeleri hadsi olarak &sgikar goriiniiyorsa da durum, mekanik
bir sistemin kiiciik titregimleri icin daha az vazihtir. Filhakika, ilk bhir
tahminde, bunun miimkiin olamayacagl soylenebilir.

Sekil: 2-3

Analizimiz, sidece belirli bazi miinferit wqo (a=1, 2,..., N) frekans-
lar1 harig, sistemin keyfi bir frekansia siniis geklinde titregim yapamaya-
cagin gostermektedir. Bu miinferit degerler alma keyfiyetinin fiziki men-
gei bir «smr garti» na baglanabilir. Bunu vizih kilmak icin (26) denklem
sistemini goz Oniline alalim ve, N biiyiik oldugu takdirde, verilmis her
serbestlik derecesinin sddece kendi civarindaki birkag¢ koordinatla kuple
oldugunu tasarlayalim. Sekil: 2-3 de gosterildigi gibi yaylar vasitasiyla
biribirlerine bagh kiitleli noktalar takimu boyle bir sistem olacaktir. $u
hilde i ve j arasinda biiyilk niimerik farklar bulundugu takdirde k; yay
sibitleri sifir olacaklardir. Bu, (26) denklemlerinin ilk birkacinda bulu-
nan koordinatlarin son birkac denklemde ve son birkag denklemde bulu-
nan koordinatlarin da, miitekabilen, ilk birka¢c denklemde bulunmayaca-
gina delalettir. Sistemin uclarindan birindeki mevzi davrangi diger ucun-
daki mevzi davramigina bagh olmayacaktir. Bu, sonlu mertebeden bir di-
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feransiyel denklem tarafindan tasvir olunan siirekli bir sistemin benze-
ridir (diferansiyel denklemlere bagh fark denklemlerini hatirlaymz).
Eger gimdi ¢, ile gy hakkinda vazedilmis olan bir nevi gart diigiinecek
olursak [meseld, q,(t) =gn(t), veyd ¢,=gx=0], bu takdirde (26) denk-
lemlerinin bdtdniind aym anda tahkik edebilmenin ancak belirli bazi wq
frekanslariyla bunlara tekabiil eden q;, genlikleri i¢in miimkiin olabilecegi
agikardir. Bagka frekans veyi genlikler i¢cin bu denklemlerin biitiin taki-
mim degil, sddece bir alt takimin tahkik etmek miimkiin olabilir. [Eger,
meseld, uglardan birinden ige baglarsak bu takdirde diger uca agag1 yu-
kar1 vésil olabiliriz, fakat genel olarak son veya son birkac denklemi tah-
kik etmemiz miimkiin olmaz (yukaridaki miinferit yay hakkindaki miina-
kagaya bakiiz).]

Biitiin k;; ler sifirdan farkh olsalar bile dzdeger gartinin fiziki temeli
aynidir,

2-4 EKSENLERIN DONMESI VE DIiK (ORTOGONAL) DONUSUMLER

Eksenlerin ddnmesi fizikte 4gind bir problem olup sik sik, denklem-
leri basitlegtirmek veyid muayyen bir simetriyi dgikidr kilmak icin yapihr.
Probleme bazi kereler aktif ve pasif denilen iki goriig zdviyesinden baki-
labilir. Simdi bir diizlemde koordinatlar g6z Oniine alalim. P noktasi Se-

kil: 2-4 de gosterildigi gibi eksenler boyunca x,; ve x, bilegenlerini haiz x
X

2
EE———
L
s
o A%
L
|
--.x:l
Sekil: 24

koordinat vektoriiyle gosterilir. Eger eksenlerin bir « agis1 kadar dénme-
lerini gdz dniine alirsak ya (geklin sol tarafinda gdsterildigi gibi) eksenler
dondiigii halde P noktasmmun sabit kaldigini, veydhut da (geklin sag ta-

rafinda gosterildigi gibi) eksenlerin sabit kaldiklarimi fakat x vektoriiniin

veni bir #’ durumuna dondiigiinii farzedebiliriz. Her iki halde de isli x/
ve x; koordinatlar:
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x1 =x; COS & — Xy §in &
x3 = x; sin &'+ x, cosa (35)
ile verilirler.
(35) donme denklemleri matris denklemi sekline sokulabilirler. Bunu,
aktif olarak diigiinerek yani dénme operasyonunun :koordinat vektorii-

nii yeni bir :’ durumuna déndiirdiigii Sekil: 24 iin sagdaki kisminin isti-
lahlar cinsinden yapmamz daha basit goriinmektedir. Simdi

== ()

seklinde bir siitin vektor matrisi ve bir de

R¢==(c°sa — sin a) (36)

sin « cosa

geklinde kare donme matrisi tarif ediyoruz.

Buns, binden # —> #* geklindeki (35) dénme doniigiimii bir matris denk-
lemi olarak
x" = Rax (37)
geklinde yazilabilir,
Eksenlerin bir diizlemdeki doniigleri eksenlerin {i¢ (veya daha fazla)

boyuttaki genel doniiglerinin 6zel bir hilidir. Bu tiirlii uzakhklarn degig-
tirmeyen dénme ddniigiimlerine dik veyd orfogondl dénigimler denir.
— -

x vektdriinii 2’ ye doniigtiiren ii¢ boyutlu genel bir dénme

3
X = Zau X (38)
j=1

veyi daha agik olarak

xy = an X, a X3t as %,
Xy = ag X, ~+ age X3 + dgg Xy (39)
Xy = dg1X, -+ aga xa + agy X3

dik donilgiimiiyle tasvir olunur. Doniigiimiin katsayilan dogrultu kosiniis-
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i
leridir. Eger » ve 1’ vektorlerinin uzunluklar1 aym: kalacaklarsa a;; kat-
sayilari muayyen bir garti ve daha acikcas

24 o = S (40)
i

gartinl tahkik etmek zorundadirlar. Buna binfien de doniiglime dik donii-
siim adi verilir.

Problem: (40) bagintismim agikea hesaplayarak ispatlayiniz.

> >
*’ —» x geklindeki ters doniiglim, dénligiim katsayilan a;" olmak izere

Xy = Zau' xq’ (41)
j

geklinde yazihr. (38) i (41) e vazedersek
xy "—‘Z Zau' ajk Xi =Z(Z¢m’ dlk) Xie
ik k j

—
buluruz. Dik bir déniigiimiin ve sonra bunun tersinin tatbikiyle x vektdril
ilk durumuna avdet etmek mecburiyetinde olacagindan

Zaii' o = S (42)
i

olmas: ldzimdir. (42) ile (40) in mukayesesi ters doniiglimiin ilk dénfigii-
me

Oy’ =ty (43)

bagmtilartyla bagh oldugunu gostermektedir.

Dik doniigiimlerin cebri, matris notasyonu ile ifade olunabilir. A diye
reel bir kare matris térif edelim:

anp Qo dp
A=(oy)=| on @ axn (44)
Gy CGn O3



Klasik Fizikteki Ozdefer Problemleri 19

ve x ile ¥’ de siitlin vektérler olsunlar:

x x1’
x=1 x4 x == | xy (45)
X Xy

Buna binden (38) veyd (39) dik doniigiimileri
x = Ax (46)

_sekline girer. (41) ve (43) den, K ile (A-dalga diye okuyunuz) A nn
transpozesini [eger A= (q;) ise A= (a;) diye tarif olunur] g8sterirsek,
ters doniigiim de

x=Ax’ (4T)

yazihir. (46) ile (47) den, I ile birim matrisi gostermek stiretiyle

-

AA=I ve AA=I (48)

matris denklemlerini cikartiriz. Bu ifideler (40) in matris geklindeki eg-
degerleridir. Bir A matriginin (sag veya sol) tersi olan A-!

AA-1 =] veya A-1A =]

ile tirif olundugundan dik matrisler icin ters matrisin transpoze matrise
egit oldugunu gérmiis bulunuyoruz:

L

A-1=A, (49)

Dik bir matrisin dnemli bir 6zelligi bunun determinantimin degeridir.
1ki matrisin carpimimin determinantinin, herbirinin determinantimin ¢ar-
pimlaring egit oldugu kolayca gdsterilebilir. Buna gore, (48) den

[A|X|A]=1

oldugu bulunur. Fakat bir determinantin degeri, bunun satirlariyla sii-
tlnlar: miibadele edildigi vakit degigmez. Buna binden
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olur. Eger fiziki problem dénmeler ihtivd ediyorsa pozitif igireti secmek
» . s . " a " —+ +
norméldir. Negatif igiretin secilmesi (x — —x) geklinde bir tersinim (in-

versiyon) yaptiktan sonra bir dénme yapmay: inticeder.

2-5 EULER TEOREMI VE $ZDEGER PROBLEMLERI OLARAK
ESAS EKSENLERE DONUSUMLER

Bliim 2-4 de dzdeger problemlerinin bahsi gecmedi. Liizumlu mate-
matigi geligtirdikten sonra artik bunu, matrislerin zdegerleri problemine
miincer olan iki fiziki ddnme misélini incelemekle teldfi edecegiz.

Euler teoremi, bir noktas: sabit olan bir kat1 cismin genel yer degig-
tirmesinin muayyen bir eksen etrafinda bir dénme oldugunu ifide eder.
Genel bir dik A doniiglimii istildhiyle bu, agikdr olarak, muayyen bir A
igin dbniiglim tarafindan degigime méiruz birakilmayan ve bir R vektorii
(vey& bir R siitin vektorii) ile belirlenmig belirli bir istikdmetin mevefid
oldugunu ifade etmektedir. Buna binfien matris gekliyle Euler teoremi

AR=R (51)

olacak gekilde bir R siitlin vektoriiniin bulunabilecegini ifide etmektedir.

(51) denklemi, B ile verilmig bir kare matrisi, X ile bir siitiin vektdri
ve ) ile de tayin edilecek bir sabiti gostermek iizere,

BX=2X (562)

geklinde ifide olunan matrislerin Gzdeger probleminin ©zel bir halidir.
(562) nin tahkik edilebildigi ) degerlerine 6zdegerler ve bunlara tekabiil
eden X vektdrlerine de dzvektdrler adi verilir. (52) denklemi (34) ile aym
gekli haiz olup ¢bziim metodu da aymdir. Bununla Bélim 5-9 da tefeiru-
ath bir gekilde meggiil olacagz.

Burada Euler teoreminin, biitiin 6zdegerleri birim biiyiikliigi haiz
olmak {izere, en az bir reel dzdegere maélik dik bir matris olmak hase-
biyle A mn §zelliklerinden gikanldigina igiret etmek kifayet eder. (Bk.
H. Goldstein, <«Classical Mechanics», Addison-Wesley, Reading, Mass.,
1950, sayfa: 118-123),

Fizikte her ne kadar vektérler (meseld koordinatlar, momentler, kuv-
vetler, elektrik alanlari) onemliyse de dik doniigiimlerde biitiin biiyiik-
liikkler (38) vektdr doniigiim kaidesine uygun olarak degigmezler. Bir adim
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daha girift d6ngiim Ozelliklerine sahip bundan sonraki fiziki biiyiikliikler
tansbrlerdir (daha dogrusu ikinci mertebeden tansorler, ziri vektorler
birinci mertebeden tansdrlerdir). Meseld atilet momenti tansdri, basing
tansorii, Maxwell gerilim tansdrii v.s. gibi. Eger T ile ikinci mertebe-
den bir tansdrii gosterirsek dik doniigiimlerin kaidesi

Ty = E Z are aj T (53)
k1

geklinde iféde olunur. Eger bir tansériin T;; elemanlariyla bir T kare mat-
risi ingd olunursa, A dik matrisinin (44) tarifi ve matris carpimi kaide-
lerine gore (53) ifadesi matris notasyonuyla

= ATA=ATA-! (54)

geklinde yazilir. (54) doniiglimiine denzerlik donidsimid ve T’ ile T wmat-
rislerine de benzer matrisler denir. (Bunlar, farkl iki koordinat sistemin-
de ifade edilmig aym bir fiziki nesne olabileceklerinden, fiziki nokta-i na-
zardan, muhakkak ki benzer geylerdir).

Atalet momenti tansoriiniin esas eksenlere doniigiimii bir matris oz-
deger problemi olarak ifdde edilebilir. Birim matrisle karigtinlmamasi
icin atilet momenti tansoriinii det oldugu tizere I ile degil de T ile gbs-
terecegiz. Problem, T; ler verildiginde doniigmiig T,/ tansérii diyagonil
olacak gekilde bir eksenler doniigiimii vey& dik bir A doniigiimii bulmak
ve kezd T’ niin diyagonél elemantarm tayin etmektir.

Once (53) den hareket ederek problemi a¢ik olarak. milnakaga ede-
lim. T nin diyagonil elemanlar1 (i=1, 2, 3 olmak {izere) }; olsunlar. Bu-
na binfen bazi ); ler igin

A By = Z Z ay ap Txi (55)
k1

olacak gekilde a; elemanlarmi arayahm. Bunu cebrik lineer bir denklem

takimma donfigtiirmek i¢in her iki tarafi a;, ile carpip i iizerinden top-
lam yapalim. Bundan sonra (40) diklik bagintilarmn tatbiki bizi

ll djm = ZTml aj]
I
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veyd, yeniden diizenleyerek
Z(Tml - 1I 6ml) d[]' =0 (56)
I

bagintilarina vasil eder. (56) y1 yazarken A ile A nin matris elemanian
arasindaki (43) bagintisimi kullandik. j nin her degeri icin (m=1, 2, 3 ol-
mak iizere) aym anda ii¢ denklem vardir.

(56) denklemi (27) veyd (34) lineer denklem sistemlerinin geklinde
olup 4y elemanlarmdaki ikinci indis olan j de ); Szdegerinden kindyedir.
Sekiiler

|Tm _l Smil =0 (57)

denklemi (), A, As) Ozdegerlerini verir ve her bir dzdeger icin de buna
tekabiil eden Szvektdriin bilegenleri olarak tidyin olunan bir a;; elemanla-
rindan miitegekkil siitiin vardir. Boylece dik A matrisinin siitlinlarinin
problemin 6zvektorleri veya bunlarla orantihi ifddeler olduklarmi grmek-
teyiz.

Problem: ¢ ile li¢ koordinat ekseni boyunca birim vektorleri gdste-
rerek (56) nin Gzvektorleri vektdr notasyonu ile

—> > - >
Ry =ai &1+ as5 8 + a3 &

geklinde yazilabilirler. Bu vekttrlerin atdlet mometi problemindeki
—>
fiziki anlamlar: nedir? Soysuzlagma yoksa bu ii¢ R, vektorii hakkinda

ne soylenebilir?

Esas eksenlere irci problemi matris notasyonuyla ¢ok kisa olarak
ifade edilebilir. I ile birim matrisi gostermek slretiyle T'=2AI vazedelim.
Buna goére (54) den

ATA =)\ (58)

olur. Yani problem, T yi diyagonaliestiren bir benzerlik doniiglimiinii bulma
problemi hiline gelmektedir. Her iki tarafi da soldan A ile ¢arparsak (48) i
de goz oniinde tutarak

TA=)3A (59)

elde ederiz. (59) un matris elemanlarini ayr1 ayri alarak (56) daki fig
denklemlik ii¢ sistemi buluruz ve biylece de gene standart cebrik probleme
donmiig oluruz.



3
DIK FONKSIYONLAR VE

SERIVE ACILIMLAR

Titregen tel probiemini incelerken titregimin genligini, herbiri ile uzay
ve zaman koordinatlar: arasinda verilmig bir fonksiyonel bagint1 bulunan
terimlerin lineer bir toplami olarak gtz oOniine almak zorunda kalmigtik.
Iste bu, bir veya daha fazla degigkenli keyfi bir fonsiyonu bilinen fonksi-
yonlar cinsinden bir seri ile temsil etme problemine 0zel bir misal tegkil
etmektedir, Tel igin (2-7) genligi, tesbit edilmig bir zaman icin (meseld
t=0 igin) biitiin seriye agilimlarin en &sinas1 olan bir Fourier seridir.

Her geyden once kisaca Fourier serisine ac¢ilimi hatirlatacagiz. Bun-
dan sonra da misilleriyle, ¢ok daha genel bir problem olan, sonlu ve son-
suz araliklarda keyfl bir dik fonksiyonlar dizisi cinsinden bir seriye agma
problemine donecegiz. Son olarak da muhtelif dik polinom dizilerinin or-

taya cikiglarimi ve bunlarin agilim fonksiyonlar: olarak kullaniglarini ince-
leyecegiz.

3-1 FOURIER SERILERI

Fourier serilerinin standart problemi keyfi (kisim kisim stirekli) bir
f(x) fonkisyonunu sonlu bir aralikta, meseld —n<£x<£ +n araliginda, si-
niis ve kosiniislerin bir serisi olarak temsil etmelktir:

flx) = % ag + Z(am cos mx - by, sin mx). (1)

m=1

Buradaki a,, ve b, katsayilari, genel olarak, siniis ve kosiniislerin bazi
diklik bagmntilarina yéni
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_[ sin (mx) sin (m’x) dx = ©dy,,’

4

f cos {mx) cos (m'x) dx = Nuu’(14-5u,) 2)

bt

fsin {mx) cos (m'x)dx =0

—_x

seklindeki bagintilara uyduklarina dikkat etmekle tiyin edilirler. (1) in
her iki yanmim da sin(mx) veyd cos(mx) ile ¢arpip (—m, =) araliginda in-
tegre ettikten sonra (2) nin de yardimyla bu katsayilarin

Uy = %- [f(x) cos mxdx
. 3)
bp = —:—I*ff(x) sin mx dx

olduklar bulunur.
Hatirlanmas icibeden oldukca Agikar birkac¢ nokta vardir:

1. Eger f(x) bir tek-fonksiyonsa [f(—=x)} = —f(x)], sidece siniisli
terimler vardir.

2. Bger f(x) bir cift-fonksiyonsa [f(—=x)=4f(x)], sddece kosiniis-
lii terimler vardir.

3. Eger f(x) fonksiyonu x—=a da sonlu bir siireksizligi haizse, ¢ po-
zitif bir kemmiyet ve f(e+)=lim f(x=a+¢) olmak iizere (1) Fourier
5+

gerisi x=a da  [f(a+)4f(a—)] degerini haizdir.

Akli biraz kangtiran bir nokta (1) serisini (—m, =) araliginda kul-
lanacak yerde yart (0, =) araliginda kullanmaktir. Meseld bir f(x) fonk-
siyonunu (0, ©) arahginda ve katsayilar
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ba = —:—ff(x) sin mx dx (4)
0
ile verilen bir
o
Flx) = me sin mr (5)
m=1

serigine agmak kabildir. Bu agqhimla (1), esdsinda, eger genigletilmig
(—m=, ©) araliginda seriye agilan fonksiyonun

x>0 icin  g(zx) =f(x)
x<0 igin glx)=—Ff(—=x)

oldugu kabuliinii yapacak olursak, aymdirlar. Buna binden g(x), acilimi
séddece siniislii terimler ihktivad eden tek bir fonksiyon olur. (3) deki integ-
ralde f(x) yerine g(x) yerlegtirerek b, katsayilar1 kolaylikla (4) gekline
doniigtiiriilebilir. Sekil: 3-1 tipik bir durumu gostermektedir. Yar1 (0, =)
arahginda f(x) ve g(x) fonksiyonlar egit, fakat (—=x, 0) araliginda fark-
hdirlar. f(x) in (0, &) deki Fourier siniis acihmi g(x) in (—x, 1) deki
Fourier acilmimin aynmdir. f(x) in bd#dn (—x, ) araligindaki Fourier
acihminin genel olarak oldukca farkli olacagina da dikkat ediniz.

!
| f{x) 1
bl
A |
—x_| ~—"Te \ | x
N -7 c, E\\ x
i \\\//‘_/9 X} l
i
5 1
Sekil; 3-1

Sual: (0, ) aralifinda sidece Kkosiniislii terimlerden miirekkep bir
agilim yapabilir miyiz? Eger yapabilirsek bunun (—mx, =) arabgm-
daki (1) genel Fourier acilimiyla bagintis1 nedir?
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Problem 1: f(x)=nx—2? fonksiyonunu (0, n) arabginda bir sinils

ve bir kosiniis serisine aciniz. Bu agihmlardan hangisi daha gabuk
yakinsaklagmaktadir? Nigin?

Problem 2: §(x)=sin?x fonksiyonunu (0, r) aralginda bir siniis ve
bir kosiniis serisine agimiz. Bu acihmlardan hangisi daha ¢abuk ya-
kinsaklagmaktadir? Problem 1 de yakinsakligin cabuklugu hakkinda
tleri siirmiig oldugunuz sebepler buraya da tatbik olunabilir mi?

(—m, ) aralh@ ancak ozel bir secimdir. Eger (—wa, ) araligmi se-
cecek olursak buna uygun Fourier agihim

flx) = % g —i—i [ Qg COS (m—;-f) 4~ by sin (_m_f_f)] (6)

m=1
seklinde olup bunun katsayilar: da

mnx

el T e o
dir.

Titregen telin baglangic deger problemi bir Fourier serisi problemi-
dir. t=0 daki baglangi¢c sartlarindan ve ¢oziimden [Bk. Béliim 2, Denk.
(7)1, baslangictaki F(x) yer degistirmesi ve G(») hiz igin (0,a) arah-
gmnda Fourier acilimlar: olarak

o0
Fx) = ZA,, sin "

n=1

<
Glx) = Y222 sin 72

n=1

buluruz. Bunlara yar arahktaki (4,5) tipinde siniis agihmlar giziiyle ba-
kilabilir. A, ve B, katsayilar: da &gikadr olarak
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A, = —?'—fF(x) sin ¥ 4
[74 o
0

a
B, ~ ifc(x) sin 2 g
naw a
0
dir.
32 DIK FONKSIYONLARA ACILIM

Bir Fourier serisi keyfi bir fonksiyonun bilinen dik fonksiyonlarm
bir serisine acilimina 6zel bir misal tegkil eder. Biz gimdi bu tiirli acihm-
larin genel Ozelliklerini incelemegi ve faydali bir notasyonu geligtirmegi
arzu etmekteyiz.

Tarifler

1. (a,b) araliginda agilim: Reel x degigkeni e =x=b arahginda de-
gerler alabilir.

2. I¢ ¢arpim: (a,b) araliginda tarif edilmis f(x) ve g(») gibi iki
fonksiyon verildiginde, (f,g) ile gOsterilen f ve g nin i¢ ¢arpim

b
(f, g) = f F*(x) g(x) dx (8)

olup wyildiz igireti burada kompleks eglenigi almaya deldlet etmektedir.
Stranin ¢énemine ve (f,g) = (¢.f)* olduguna dikkat ediniz.

3. Diklik: Eger (f,g) =0 ise f(x) ile g(x) in biribirlerine dik olduk-
lar1 sdylenir.

4, Normalizasyon: f{(x) gibi bir fonksiyonun N normu f nin ken-
disiyle i¢ carpiminin degeri olarak tarif edilmigtir:

b
N=(ff)= f | () 2 de 9)
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Eger N normu sonlu ise f(x) fonksiyonuna kare integrali alinabilir denir.
Eger bir fonksiyonun normu bire egitse buna (a,b) araliginda normalize
edilmistir denir. Agikir olarak, N0 olmak iizere, kare integrali alinabi-

len her fonksiyonu uygun sonlu bir sibitle carpmak sfiretiyle normalize
etmek miimkiindiir.

5. Ortonormdl takimi: (a,b) arah@inda tarif edilmig sonlu veya

sayilabilir sonsuz sayida bir ¢;(x), ¢:(x), 0:(x),... fonksiyon takimi veril-
diginde eger biitlin (i,j) deger ciftleri igin

b
(91, @) = f o*(x) oyx) dxx = By (10)

a

bagintilar: cari ise ¢,(x) fonksiyon takimina ortonormal fonksiyon takimi
adi verilir.

Simdi (a,b) araliginda ortonormil bir ¢,(x) takimi verildigini farze-
delim, Kare integrali ahnabilen keyfi bir f(x) fonksiyonunu bu aralikta
@, (2) ler cinsinden bir seriye agilimla temsil etmek istiyoruz. Once seri-
nin sonlu (n} adet terimi oldugunu farzedelim. Buna gore

f(x) “"‘*Zﬂiq’l{«") (11)
~1

tekabiiliyetiyle ilgileniyoruz demektir. Bu takdirde ortaya gu mesele ¢i-
kar: a, katsayllarinin ne tarzda bir se¢imi f(x) fonksiyonunun «en iyi»
bir gekilde temsil edilmesini saglayacaktir? «En iyi» tabirinin anlam 4gi-
kar olarak bu secime tesir edecektir. «En iyi» tarzda temsil tdbirinin
standart anlam: M, ile gosterilen

M. =fb‘ flx) — 2 a1/ x)

i=l1
ortalama kuvadratik hatdy: minimum kilan temsildir. (12) de M.,
(=1, 2, ..., n olmak iizere) » adet ¢, kompleks parametresinin fonksiyo-
nu olarak kabul edilecektir. HAli hizirda (j=1, 2,..., n olmak iizere) q, ve
a* cinsinden 2n adet parametre vardir.

* dx (12)
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a; ve a;* lerin fonksiyonu olarak M, yi minimum kilmsk isi M, nin
a; ve a;* lere gore kismi tiirevlerini alip bunlar sifira egit kilmakla icra
editir. Eger (12) i¢ carpim notasyonuyla yazilirsa

= (f, f)——Z[(f, e a5 4 (51 ) ar*] +Z Z(qal, T ata  (13)

j=1 Jj=1 j==1

olur. (10) ortonormallik gartiyla ¢ift toplam tek bir toplama miincer olur:

M, = (/. f) *Z [(f, @) ay + (@1, ) a* — ay*ay) (14)
Buna gore ekstremum (0 da, katsayilar
b

= (o f) = f or*(x) f(x) dx (15)

geklinde secilirlerse vuku bulur. (15) denklemi ortonormél bir acithm-
daki katsayilar igin standart ifddedir. ¢; fonksiyonlar1 eger normalize
edilmemiglerse

(q’ia f)
= {on 9 (16)

almak ldzimdir. (15) ifddesi seklinde bir secim yapilirsa M, ortalama ha-
td karesi

Mn=(f,f)-ZIazl" (17)

=1

olur. Tarifi miicibince M, negatif olmadigindan (17) bagintis1 Bessel egit-
sizligini verir:

n b
Z’“‘ lzg(f,ﬁsfif(x) |2dx (18)

(1) Bu ekstremumun hakikaten bir minimum oldugunu nasil biliyoruz?



30 Kuvantum Mekani#i Matematigine Girig

¢;(x) fonksiyon takimi sonsuzsa bu takdirde (11) deki (n) sayisim
gitgide biiyiilterek f(x) fonksiyonunun seri hilinde gitgide daha iyi bir
gosteriligini elde edecegimizi iimidedebiliriz. Bu hadsi iimid ortonormal
fonksiyon takiminin fem olmasi halinde dogrudur. Tamlik, biitiin n>ng
degerleri i¢in M, ortalama kuvadratik hatd keyfi olarak se¢ilmig herhangi
pozitif kiigliik bir sayidan daha kiicitk kilinabilecek gekilde sonlu bir ng
tamsayisinin mevcut olmasi gartiyla tarif edilmektedir. Bu takdirde

oo

£(x) =Zam(x) (19)

‘1

seri goOsteriligi (15) katsayilarim haiz olarak (e,b) arahginda ortalama
olarak f(x) e gider. (19) egitligi, sag yandaki serinin (a,b) araliginda
asagt yukart her yerde f(x) e egit oldugunu ifide ederek tefsir edilmelidir.

Ortonormal bir fonksiyon takimimn tam oldugunu ispatlama prob-
lemi genel olarak basit degildir. Bazan, Fourier serilerinin siniis ve kosi-
ntis acilimlan icin veyd Legendre polinomlari gibi ortonormél polinomlar
igin oldugu gibi, tamlik, bir Laurent ag¢illimindaki z* kuvvetlerinin tamli-
ginin bir neticesi olarak tefsir olunabilir. Ozfonksiyonlarin ortonormél ta-
kimlarinin tam olduklarim gostermek de kabildir (Courant and Hilbert,
s. 368; Margenau and Murphy, s. 277; Morse and Feshbach, s. 738). Fi-
ziki uygulamalarda kargimiza cikacak olan fonksiyon takimlarmnin tam-
bklarimin garanti edilmis oldugunu farzedecegiz.

Problem: (a) e™ fonksiyonlarmin, m=(...... , —2, —1, 0, 1, 2,...)
olmak iizere, (0,2 t) araliginda bir ¢,(x) ortonormail fonksiyon ta-
kimi ingd etmek icin kullanilabileceklerini gosteriniz. (b) «, acihim
katsayilarin1 acik olarak tdyin edip bunlarla (1) ve (3) Fourier seri-
leri arasinda miinasebet tesis ediniz.

3-3 DIRAC'!m DELTA FONKSiYONU VE KAPANIS BAGINTISI

Matematik fizikte bityiik Onemi haiz 6zel bir «fonksiyons da Dirac’in
5(x—a) delta «fonksiyon»'udur. Bu ifddede fonksiyon kelimesi tirnak igine
alinmis bulunmaktadir, clinkii Dirac’in delta fonksiyonu matematik an-
lamda hi¢c de iyi davramgl bir fonksiyon degildir. Bu, su ozelliklerle ta-
rif olunmaktadir:



Dik Fonksiyonlar ve Seriye Acilimlar 31

(1) x==a igin x—a) =0
(2) a eger (b, c) aralign iginde ise: fﬁ(x—a) dx =1
b
. \ (20)
a eger (b, ¢) arah@ icinde degilse: fﬁ(x —a)dx =0
b

(Eger a gbz 6niine alinan (b,¢) aral@mn uc¢ noktalarindan biriyse, bu
. . 1
takdirde integral 5 ve esit olmak {izere tarif olunur.) Dirac fonksiyonu,

agikar olarak, kendisiyle x ler ekseni arasindaki alan sibit kalacak gekil-
de gitgide daha yiiksek fakat gitgide daha dar olan sivri tepeli bir egrinin

limit gekli olarak tarif edilebilir. Meseld bir Gauss egrisi kullamlabilir.
Buna gdre

Mx— a) = lim — e—(x—a/e?
e—() EY T

olacaktir,

Delta fonksiyonunu ihtiviA eden integrallerin gu ozellikleri kolaylikla
tesis edilirler:

f{x), x=a civarinda térif edilmig keyfi bir fonksiyon olsun. Integras-
yon araligl da x=q y1 ihtivad etsin.

(1) f f(x) 8(x — a) dx ~= f(a) @1)

(2) Eger §*(x—a) ile §(xr—a) mn n-inei tiirevini gosterirsek, x; nok-
talar1 da y(x) =0 1n integrasyon aralig: icindeki ree! kokleri olmak iizere

[ 60— @y dx = (= )11 @) (22)
N fx)
[ syt dx = Aria (23)

dir. (23) denkiemi
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Sly(x)] = ff‘—y-(}’)i}—— 24)

ifadesine egdeger olup §(y) dy=5(x) dx bagmtisindan elde edilmektedir.
Delta fonksiyonu birden fazla boyutta da tarif olunabilir. Meseld iig

boyutta eger mevkiler bilegenleri x,, z,, x; olan x vektérleri ile tasvir
olunuyorlarsa, buna binden

> >
ﬁ(x e a) = 6(1‘1 — 01) 6(X3 B ﬂg) 6(373 - as) (25)

olur. (20}, (21), (22) ve (23) integralleri de artik agikar bir gekilde ig
boyutlu olurlar.

Ug¢ boyutta bazan dik koordinatlardan bagka (&;, &, &) koordinat-
larmni kullanmak uygun olur, Buna binden (25) delta fonksiyonu da

> >
3(x — x"Ydxydxydxg = 3(E; — &) {5y — &9") 8(Es — &57) dE; dEy dFg

kaidesine uygun olarak doniigtiiriilmelidir. J(x;, &;) ile koordinat doniigii-
miiniin jakobyenini gosterirsek bu

> > _ 1 & g R g
8(x —x) = ———I T B | 38 — &) (8 — E2') 8(Es — &) (26)

demektir. Meseld kiiresel koordinatlarda

> > 1 ) ,
Mx—x')= =~ 8{r—r")dcos 0 —cos 0"} {p — @) (27)

buluruz.

Simdi gene ortonormil acihimlarin miinakagasina dénelim. (19) ifa-
desini (15) katsayilarin: acik¢a ortaya koyarak yazalim:

f(x) = Z(qai. Her(x)
J

veyé
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b

f= [ g Yoo g f(x) d. (28)

a

(28) i yazarken toplam ve integril igiretlerini miibddele etmig bulunuyo-
ruz. Eger (28) ifadesi keyfi bir f(x) fonksiyonu icin céri olacaksa integral
altinda bityiik parantezler igindeki ifidenin acaip bir ozelligi haiz olmasi
lazimdir. Bu Oyle olmalidir ki f(x’) ile carpilip da (e =«"=b) arahg {izerin-
den integre edildi miydi, f nin x deki degeri elde edilmig olsun. (28) in (21)
ile mukayesesi parantez igindeki ifadenin bir delta fonksiyonu olmas: 1a-
zim geldigini gostermektedir:

Zmi(x)ml*(x'>=a(x~x') (29)
j

Bu bagintiya kapamis veyd tamlik bagintist adi verilir ve bu ortonormal
fonksiyonlarin herhangi bir tam takim igin céridir. (29) un, x ve x” niin
ancak ve ancak ¢;(x) fonksiyon takiminin dik oldugu (a, b) arahginda
bulunmalari halinde cari olacagina dikkat ediniz.

Kapanig bagintisina bazan acilim teoremi de denirse de bu isim line-
er vektdr uzaylar1 bahsi icin daha uygundur (Bk. Boliim 5-3). «A¢ihm
Teoremi» ismi gu teoremden ileri gelmektedir:

f ile g keyfi fonksiyonlar ve ¢; ler de bir tam fonksiyon takimi ise,
bunlara binden

(f g) = Z(f, 1) (91 ) (30)
dir. !

Bu teorem i¢ ¢arpimn tarifi ve (29) tambik bagintis1 veyd (19) ba-
gintis1 visitasiyla kolayca ispatlanir, Bu, 6zel bir anlamda

Zmifpt* = (31)

J

yazabilecegimize delilet eder. (31) ifddesinin tefsiri, (30) un sol tarafin-
daki i¢ carpimda f ile g arasina 1 in sikigtirilabilecegi geklindedir. Buna
gore (31) den faydalanarak (f, ¢) i¢c carpimini (30) un yammdaki topla-
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ma gevirebiliriz. Kuvantum teorisinde (31) bagintisim kullanarak (30)
bagintisint elde etmeye «tam bir hil talkimimin araya sikigtirilmasis adi
verilir. Bu, pratikte (qg; g) veyad (¢;, f) i¢ carpimlar1 (f, g} ¢arpimindan
daha kolaylikla hesaplanabildikleri zaman cok faydalidir.

3-4 (0,1) ARALIGINDA ORTONORMAL BiR FONKSIYON TAKIMI
OLARAK BESSEL FONKSIYONLARI

Ortonormail agilimlara basit olmayan miigahhas bir misil olarak (0,1)
arahiginda Bessel fonksiyonlarim goz Oniine aliyoruz. Boliim: 2-2 de fiziki
bir problemi ¢Gzerken ortaya Bessel fonksiyonlar: cinginden bir seriye
actlimin c¢iktigini bulmusgtuk. Buna binden Bessel fonksiyonlarinin sonlu
bir aralikta ortonormaél bir takim tegkil edeceklerini bekliyoruz. Dairesel
bir zarin w(p, @, t) yer degigtirmeleri icin seri geklindeki ¢bziim [Bolim
2, denk. (22)], biri m ye gire (mq) nin siniis ve kosiniisleri, digeri ise n
ye gore ve parametre olarak alinan J,(x) in kokleri lizerinden olmak {ize-
re bir cifte toplam ihtivd etmektedir. 30. sayfadaki problemi gz Oniinde
tutarak tek bir z degigkenini haiz ve m tesbit edilmig olmak ve n=1,2,3,...
degerlerini almak iizere

Jrn(xmnz) (32)

fonksiyon takiminin, m nin ayri ayri her m=0,1, 2,... geklindeki degeri
icin (0=z=1) araliginda dik bir fonksiyon takim tegkil edecegini bekle-
mekteyiz.

Hangi anlamda Bessel fonksiyonlarinin hakikaten dik olduklarim gos-
termek icin Bessel fonksiyonlarn tarafindan tahkik olunan diferansiyel
denklem ile sinir gartlarina bakmak lazimdir. Bunun icin biitiin lizumlu
sonuclar Ek A da bulunmaktadir. Ek A nin (16) numaral denkleminde
v=u, Z=§=J vazedelim. Buna gore

1

(» — 4% f 2 Julpz) Julgz’) d’
— 2{q Julp2) Ju'laz) — plu'(p2) Julga)]  (33)

Lelirsiz integralini elde ederiz. Eger p ve ¢ parametreleri J,(x) =0 m
P=%xp, V& g=xun’ kKOKleri olacak gekilde secilmiglerse z=1 de (33) iin sag
yan: siftr olacaktir. Az bir giicliikle > —1 igin (33) iin sag yanmn z=0
da da sifir oldugu gisterilebilir. Buna binden diklik bagintis1 olan
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1
(% — X%ue’) f 2Ju(xuaz) Julue'z) dz = 0 (39)
0

ifaidesi tesis edilmig olur. Bu ise n'<n olmak gartiyla

Vz Julxpz)  ve  Vz Jp(xpa'z) (35)

fonksiyonlarmimn (0,1) araliginda dik olduklarmi gosterir. [Bazan bu bag-
ka tiirlii ifdde edilir: ya Bessel fonksiyonlarmin (0,1) arahginda bir 2

agirlik katsagistnt haiz olarak dik olduklar: veydhut da J, (x,02%) fonk-
siyonlarimin (0,1) aralifinda dik olduklarindan bahsolunur.]

n'=n igin (34) denklemi, integralin degerinden miistakil olarak
(nua—x%w’) nin sifir olmasmyla tahkik olunmug olur. (35) fonksiyonlar-
nin normunun degerini bulmak igin Ek A nin (18) numarsh bagimmtisim
kullanalim, Buna gore
1
1
f zPulxpez) dz = 5 Jusa(xpa) (36)

0
olur,

Boltiim: 2-2 nin notasyonu muvacehesinde ¢, ortonormél Bessel fonk-
siyonlari, n=1, 2, 3,... ve sibit bir p>1 i¢in

V2z
| Jua1(rp) |

geklindedirler. p. niin herhangi bir degeri i¢in bu normalize edilmig Bessel
fonksiyonlar: (15) ile verilmig katsayilam haiz olarak (19) aghminda
acilim fonksiyonlar: olarak kullamlabilirler.

Pl (z) = Ju(xpaz) (37)

(37) ile verilmig olan normalize edilmig fonksiyonlar ¢ok kere agik
olarak kullamlmazlar. Keyfi bir f(z) fonksiyonu i¢in (0,1) arahgmdaki se-
rive acilim daha ziyéde

f(z) = ZAM.Jp(xp-z:) (38)

n=1
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geklinde yazihr. (15) ve (37) ye dayanarak A . katsayilarinin

1
2
Ap, = m 6[ zf(2) Ju(xpoz) dz (39)

ile verildigini gtstermek kolaydir. (38) ve (39) gekilleri Fourier - Bessel
serisi diye taninmaktadir.

Problem: (a) « uo lerin J,(x)=0 m kokleri olmas héalinde
Vv ZJ# (x’ya z) fonksiyonlarmm (0,1) arabfinda dik olduklarim gds-
teriniz. (b) Bu dik fonksiyonlarin normunu bulup (38) ve (39) a eg-
deger olan tédil edilmig Fourier-Bessel serisini agikca yazimz. (c)
(38) ve (39) la belirlenen seriye nisbetle, gdz Sniine alinan seri baki-
mindan, ¢cok daha cabuk yakmsaklagan agilimlari haiz olacak olan
f(2) fonksiyonunun tiplerini miinakaga ediniz.

Tipki Béliim: 3-1 in sonunda, titregen telin ilk deger problemini ¢oz-
mek igin Fourier actlimnin kullamlmas: gibi (38) Fourier-Bessel agilimi
da titregen zarmm ilk deger problemini ¢6zmek igin kullanilabilir.

Problem: (0,1) arabiginda

. 2
== sy e

n=1

oldugunu ispatlayimz. Niimerik cetvellerden faydalanarak bunun si-
firdan farkl ilk iic katsayisimn degerlerini bulunuz.

3-6 SCHMIDT DIKLESTIRME METODU

Bundan onceki béliimlerde ¢, dik fonksiyonlarimin verilmig olduklarm
farzedilmigti. Eisasinda, bir fonksiyon takimin agibm fonksiyonlar ola-
rak kullanmak i¢in bunlarin sidece lineer bagimsiz olmalar: 1dzmdir. Fa-
kat eger bu fonksiyon takimi hakikatte ortonormal ise bu ¢ok uygun ve
zarif olur. Buna binfen biz de'simdi gu problemle ilgilenmekteyiz:
a=1, 2,..., n olmak iizere (q, b) aralifinda karesi integre edilebilen lineer
miistakil *®) n adet fq(x) fonksiyonundan miitegekkil bir takim verildi-

n
(*) Lineer miistakillik, ¢ ;=0 oldugu agikdr hAli harig, biitin x ler icin cAri anfu(x)

=1
seklinde hichir bagintisimn mevedd olmamasim derpls eder.
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ginde acaba bunlardan ortonormal bir ¢;(x) (j=1,2, ..., n) takimimm nasil
ingd edebiliriz?

Lineer bagimsiz fonksiyonlar takimindan hareketle ortonormél bir
fonksiyon takiminin sistematik ingdina Schmidt diklestirme ameliyesi ad)
verilir, Eger Boliim: 3-2 deki i¢ carpim notasyonunu kullanacak oluwsak
bu ameliye pek o kadar girift degildir. fo{x) takim muayyen bir tarzde
siralanmig olsun. 11k ¢,(x) ortonormél fonksiyonunu keyfi olarak f,(x)
ile orantihi olarak seciyoruz. Buna gtre f;(x) in normumn N,= (f;, f) ile
gosterecek olursak agikar olarak

o) = \/I—N. fi(x) (40)

olacaktir. kinci ortonormél fonksiyon f,(x) ile @,(x) in, ¢:(x) e dik olan
lineer kombinezonunu alarak ingd edilir. Buna gore

Pa(x)~ folx) + aya®i(x)
almamiz ve a;, katsayisini (g, ¢.) =0 olacak gekilde, yani

(o1 f3) +ap(Pn o =0 veydhut a3 = — {9y, f2) (41)

olarak secmemiz lazimdir. Buna binfen ikinci ortonormail fonksiyon da

Pulx) = 71{,_- [fal) — (@ f2X0 ()] (42)
2

olur. Buradaki N, de kdseli parantez icindeki fonksiyonun normudur, yéni

Ng = (fa f2)— | (P10 f2) |2

Ueclincii ortonormail fonksiyon f;, ¢, ve ¢, nin lineer kombinezonu o,
ile g, ye dik olacak sekilde ingd edilir. Genel olarak, k-inc1 ortonormél
fonksiyon f; ile j=1, 2,..., k—1 olmak fizere biitiin ¢; lerin biitiin evvelki
o; lere dik olacak sekildeki lineer kombinezonudur. Netice olarak

k—1
Palx) = \/—g_— [fk(x) ~ ;(cm. £ cm(x)] (43)
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olup buradaki normalizasyon katsayis: da

k—1
Ni = (fr fi) —2 | (o, fi) |2 (49)

=1

ile verilmigtir. (43) ve (44) vasitasiyla elde edilmis olan ¢.{x) fonksiyon-
larimin takimi ortonormél bir fonksiyon takimdir. fo(x) takimimin sira-
lanma tarz ve normalizasyon sibitlerinin faz katsayilar1 keyfi oldukia-
rindan bu takim yegine miimkiin takim degildir.

3-6 LEGENDRE POLINOMILARI

Schmidt diklegtirme ameliyesinin en basit ve en meghur misélini
{—~1,1) arahginda x in negatif olmayan tam iislerinden miitegekkil lineer
bagimsiz fonksiyonlarn takimi arzeder. Uygunlugu saglamak icin o veya
4 tistiinden toplam «=0 ve j=0 dan baglatiyoruz. Buna gbre f(x) fonk-
siyonlan

fe(x) = x («a=0,1,2,.) (45)
olurlar. 1lk ortonormaél fonksiyon asikér olarak

o) = ﬁ (46)

1
dir. lkincisi, a= f x¢o{x)dx = 0 olmak iizere
—1

yazilabilir, Buna binéen ikinci ortonorméal fonksiyon

?y{x) = \/% X (47)

geklindedir. Ugiinciisii, 6nceden
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w0 ==V 33y

geklinde yazlabilir. Bunun

)=\ (%5 - 3) )

oldugu kolayhkla gosterilir.

(46) dan (48) e kadar olan denklemler yardimiyla muayyen bir ya-
pmin ortaya cikmakta oldugu goriilebilir. Ortonorméal fonksiyonlar asi-
kér olarak

(j cift say1 oldugunda) i @ilx) = sabit X g eunci'—]'—[h;:i-“2 +.. -1
(j tek say1 oldugunda) a’xif-fxi2 ... x

geklindedirler., Dordiincii ve beginci ortonormaél! fonksiyonun

Py(x) = \/% (—g— X — -g— x ) (49)
o) =\ o (Bx— Lt 3) (50)

geklinde oldugunu gostermek bir ahgtirma olarak okuyucuya birakilmig-
tir.

(46) ila (50) formiilleriyle belirlenen polinomlar ve bunlan sirasiyia
takibedenler, normalizasyondan sarf-1 nazar, P;(x) Legendre polinomlary'-
dir. Legendre polinomlar1 x= 41 igin bire egit olacak gekilde normalize
edilmiglerdir. Bunlar (46) il (50) ye kadar olan ifddelerde parantez igin-
deki polinomlardir. Normalizasyon katsayilarimin [2j+1)/2]% olduklar
gorillmektedir. Buna binden, (—1,1) arahg: icinde x in kuvvetleriyle mey-
dana getirilen ortonorméil polinomlar

a0 = \/ 2L Py 51)

dirler.

Dolayisiyla keyfi bir f(x) fonksiyonunun (-—1,1) araliginda
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1
a, = 20 5’“ 1 f F(x) Pua(x) dx (52)
“1

katsayilarin1 haiz olmak iizere

fix) = Za.Pn(x) (53)

n=0

geklinde bir Legendre polinomlar: serisine acilabilir.

P,(x) ile gbsterilen Legendre polinomlar:, Legendre diferansiyel denk-
leminin ¢oziimleri olarak ortaya ¢ikan P, (2) Legendre fonksiyonlarmmn
Ozel bir alt ciimlesidirler. Legendre fonksiyonlarinin bu vechesi Ek: B de
miinakaga edilmigtir.

37 DIGER POLINOMLAR

Legendre polinomlar: lineer bagimsiz x® kuvvetlerinden elde edilmig-
lerdi. Basit bir tegmille bagka dik polinom takimlar da iiretilebilir. p(x),
biitlin n=0, 1, 2,... degerleri i¢in

b

f p(x)x? dx

integrali sonlu ve sifirdan farkli olacak sekilde (a, b) araliginda iyi dav-
ranan bir fonksiyon olsun. Bu takdirde v p(x)-x" fonksiyonlar sonlu ve
sifirdan farklh: normlarn haiz, karelerinin integrali alinabilen lineer bagim-
s1z bir fonksiyon takim tegkil ederler. Bu fonksiyonlar Bdél. 3-5 deki f(x)
ler olabilirler ve bunlardan da ¢;(x) = V p(x) X (polinom) geklinde bir or-
tonormal fonksiyon takimi iiretilebilir. Cetvel: 3-1 de buna misilier veril-
migtir. Bu polinomlardan bazilarmin Schridinger dalga denklemini muh-
telif koordinat sistemleri icin gozerken ortaya giktiklarim gorecegiz.

Problem: Schmidt diklegtirme metoduyla hesap yaparak (a) x in en
yiiksek kuvvetinin katsayisi bire egit, (2) ¢n= Vp(x) -Hq(x) fonksi-
yoni { — oo, o) araliginda normalize edilmig olmak iizere tiyin edil-
mig ilk ddrt Hermite polinomunu ingd ediniz.
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Cetvel: 3-1
Aralk p(x) Polinomun tipi
(~1,1) 1 P, (x) Legendre
(-1,1) (1—a?) T, () Cebhigef
(—-1,1) (11— C,.”(x) Gegenbauer
(0, =) exp(—x) L, (x) Laguerre
(— o0, 0} exp(-—xz) H, (x) Hermite

3-8 FOURIER INTEGRALLERI

Yukarnda goz Oniine aliman ortonormal ag¢ihm Ornekleri, tam deger-
ler alan bir j indisi ve ¢ok kere sonlu bir aralikta degigen siirekli bir »
degigkeni visitasiyla tasvir olunan ¢;(x) geklinde ortonormail fonksiyon-
larm sayilabilir bir takimini igin icine sokuyorlardi. Boliim: 3-2 deki genel
miinakaga da bu sartlar altinda yapilmigt:. G6z Oniine alinan arahk son-
suz olursa tam degerler alan j indisi, bazan, stirekli (veyd hem miinferit
ve hem de siirekli degerier alan) bir k indisine doniigiir. Tam degerler
alan bir siralama indisini haiz sonlu bir arahktan siirekli bir parametreyi
haiz sonsuz bir arahga matematik bakimindan tam gegig genellikle hi¢ de
agikar degildir. Fakat biz burada herhangi bir tamlhk iddiasinda degiliz
ve Onemli bir drnek olan Fourier integralleri igin formel admmlar kaba-
taslak gostermekle yetinecegiz. Bunun matematik bakimindan tahditle-
rini bilmeyi arzulayanlar mesela E. C. Titchmarsh: ‘‘Introduction to the

Theory of Fourier Integrals”, 2. baski, Oxford University Press, 1949,
gibi bir kitaba bag vurabilirler.

Béliim: 3-1 de f(x) gibi bir fonksiyonun (—x, ©) araligindaki Fourier
serigine agilimi siniisler ve kosiniisler yerine kompleks iistel fonksiyon-
laria iffide edilebilir ve bu (—d, d) aralifina aktarilabilir. Bunun netice-
sinde seriye acibm

f(x) = Zam eilmax/d) (54)

m=—u¢

geklini abr ve bu agthmin katsayllar da
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d
au = g [~ f(x) dx (55)
—d

olurlar. Eger f(x) diye verilmig bir fonksiyon d —  igin gitgide biiyii-
yen bir aralikta (54) acihmiyla gosterilmigse bellibagh terimlerin sayisi-
nin da gitgide artmast 14zimdir. Bunun biyle olugsunun sebebi agiim fonk-
siyonlarmin degigsim mikdarina isiret eden ilgili &milin, (mnx/d) tstii
olmas1 ve d biiyiidiikce x in degerindeki muayyen bir degisim i¢in m nin de
ayn1 degigimi muhafaza etmek zorunda bulunmasidir. Buna binden d— oo
icin (54) serisi gitgide daha fazla terime sdhip olur ve limitte bir integ-
rale miincer olur, Simdi
mn

T—:’k

V%d%+nm

tekabiiliyetlerini goz Oniinde tutarsak (54) ve (55) denklemleri

Flx) = ﬁ\/-l—Q—__ﬂ f F(k) e dk (56)

F(k) = \712;; f £(x) e de (57)

ile gosterilen mitekdbil Fourier integralleri veya déndsmiislerine miincer
olurlar. F (k) nin f(«x) in Fourier ddniismiisii ve miitekabilen f(x) in F(k)
nin Fourier déniigmiigii oldugu séylenir, Bu formiillerde siirekli k ve x de-
gigkenleri egit rol oynamaktadirlar. Bundan onceki miinakagamizla temasi
temin etmek icin (56) nin (19) seriye acillimina denk olduguna ve (57)

nin de, ¢;(x) ortonormal fonksiyonu yerine

ok, x) ~ Jli_& gilx (58)

vazederek (15) ile verilen katsay: olduguna igiret edelim.
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Sonlu (—d, d) aralif: icin diklik integrali
d

f&i(m'xx/d) gilmavld) g, _ 2dbn
~—d

diir. d —» o limitinde bunun sag yam k=k’ civarindaki sonsuz kiticitkk bir
aralik icinde sonsuz olur. (58) fonksiyonlarmn diklik gartimn buna bi-
nien

i
21_':: f k) gk = 8(x — x') (59
—t0

geklinde oldugunu tahkik etmek kolaydir. (56) ile (57) nin benzer bir kom-
binezonu da,

=4}
2—‘—n f 1) i = B(x — x°) (60)
—co

kapanis veyd tamlik bagintisin: verir. @;(x) fonksiyonlar: igin (10) ile
(60) arasindaki farka mukabil (59) ve (60) da k ile x arasindaki tam bir
simetriye gahit olmaktayiz. (Fakat her iki misal biribirlerinden hakikaten
¢ok mu farkhdirlar?)

Fourier' déniigiimiiyle ilgili mithim bir teorem Parseval teoremi'dir.
Teorem, (57) geklindeki Fourier doniigmiigleri F(k) ve G(k) olan f(x)
ve g(x) gibi iki fonksiyon varsa

f F4(x) g(x) dx = f F*(k) G(k) dk (61)

oldugunu ifade eder. Bu teorem, tam kesin olmayan bir yoldan, (56) sek-
lindeki integralleri (61) in sol yamna vazetmekle ispatlamir. Buna gore

f wf" (x) glx) dx = 2% ﬁix f Tf;.- f :'k’ F*(k') G(k) eitc—k"»
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olur, Eger 6nce x e gdre integril alinacak olursa (59) diklik bagntist
§(kc—k") elde edilmek iizere kullanmilabilir. Bundan sonra da %’ iizerinden
integrasyon sliretiyle teorem ispatlanmig olur. Parseval teoremde f=g
alnirsa netice olarak

flf(x)rzdx=f|w<) 12 dk (62)

bulunur. Buna binfien x cinsinden sonsuz aralikta f(x) in normu k cinsin-
den sonsuz araliktaki F(k) nin normuna egit olmaktadir. F (k)< a, te-
kabliliyetinden dolayr Parseval teoreminin bu (62) 6zel gekli, (bir tam
takim igin bir egitlik halini alan), (18) Bessel egit(siz)liginin Fourier in-
tegrili bakimindan muadildir.

Klasik fizikte Parseval teoremi sk sik fiziki biiyiikliiklerin zaman
ve frekansi (veyi uzay ve dalgasayisini) biribirlerine baglamakta kulla-
nilir. Meseld x zaman, k da frekans ise ve {f(x)? de zamammn bir fonksi-
yonu olarak bir antene carpan glicii gisteriyorsa, buna gore {F'(k){* ante-
ne carpan gliclin spektrum frekansi olarak tefsir edilebilir. Kuvantum
mekaniginde « ile k uzay koordinatiyla momentuma (veyi zaman ile ener-
jive) bagh olup Parseval teoremi de bir par¢acigin veyé bir sistemin vza-
ya bagh davramgiyla momentumuna bagh davramg arasinda bir irtibat
kurmaktadir,

Problem : 1. (a) Asagidaki f(k) fonksiyonlarimin F(k) Fourier do-
niigmiiglerini bulunuz:

(i) —a<x<<a igin fi{x)=1

| x| >a icin  fi(x)=0
i) x>0 icin  fa(x) = e™**
x <0 icin  fo(x) = **

(iii) fo(x) = e— 21

(b) Yukaridaki fonksiyonlar icin agikga hesabederek Parseval teo-
reminin f=g vazedilerek elde edilmig olan (62) seklini tahkik ediniz.
Parseval teoreminin (61) seklini f=f, ve g=/, alarak agikca tahkik
ediniz.
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Problem : 2. (37) normalize Bessel fonksiyoniara (0,1) aralifinda
ortonormal bir dizi meydana getiririer. (a) Bir aralik degigimi ve uy-
gun bir limite gecme iglemiyle (38) ve (39) Fourier-Bessel serilerinin

f(z) = f A(k)VEz Julkz) dk (63)
0

Alk) = ff(z') VEZ Julkz) dz’ (64)
0

ile belirtenen miitekabil p, ndncid mertebeden Hankel déniigiimlerine
tahvil olacaklarini gosteriniz. (b) (0,0) sonsuz araliginda Bessel
fonksiyonlarinin diklik bagmtisinin

oo

fsz(k'z) Julkz) dz = -?1- 3k ~ k')
0

oldugunu gdsteriniz,



4
STURM - LIOUVILLE TEORISi
ve LINEER OPERATURLER

Boliim 2 de Ozdeger problemlerinin lineer diferansiyel denklemlere
ginir gartlarmn tatbik edildigi zaman ortaya g¢iktiklarimi gérdiik. Béliim
3 de de (titregen tel ve zar gibi) bazi Ozel dzdeger problemleriyle ortonor-
mél agihmlar arasindaki baglant: tesis edilmigti. Bu boliimde de siirekli
sistemler igin 6zdeger problemleri fikrini genellegtirmek ve bunun formel
yapisin incelemek istiyoruz. Baglangigta tek bir serbest degigkene bagh
diferansiyel denklemlerle meggil olacak, fakat daha sonra bunlarn genel-
legtirerek, lineer vektSr uzaylar1 ve Hilbert uzayl ile mukayese zemini
tesis etmek tizere miinakagayr daha miicerret bir gekilde yapacagz.

4-1 STURM-LiOUVILLE OZDEGER PROBLEMIi
Fizigin birgok Gzdeger problemi

Ze(FC 33 ]+ gL + M) = 0 (1)

geklindeki Sturm-Liouville diferansiyel denklerni vasitasiyla tasvir olu-
nurlar. Burada ¢(x) aranan fiziki biiylikliigii; f, g, h ibareleri x in verilmig
reel fonksiyonlarim ve A da (a, b) arahgimnin u¢ noktalarinda ¢(x) in tibi
oldugu sir gartlarindan tiyin edilecek olan bir parametreyi (veyi de-
gigkenlerin ayrigiminda ortaya cikan bir aymgim sabitini) géstermekte-
dir. f(x) fonksiyonu (a, b) arahiginda normal olarak pozitiftir,

Problem : Bessel denklemini [Ek: A nin (1) numarali denklemi] ve
Legendre denklemini {Ek: B nin (1) numarali denklemi] Sturm-Li-
ouville geklinde yazip f, g, h fonksiyonlarin: siralayiniz.

Kolayhk olmak iizere miinakagay: h(x) =1 oldugu ve smr gartlari-
nin da

9(a) =¢(b) =0 (2)
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ilé ifdde edildigi héllere inhisar ettirecegiz. Burada biz, genel halden zi-
yadde mefhumlarla ilgilenmekteyiz. Meselenin biitiin 6zii bizim bu basit-
legtirilmis problem smifinda ortaya gikmaktadir.

(1) in sddece A nin mahdut muayyen degerleri igin (2) smr gartini
tahkik eden coziimleri haiz oldugu keyfiyeti Boliim: 2-1 ve 2-2 de dzel
héller icin tesis olunmugtu. Simir gartlarini haiz (1) genel denklemi ba-
kimindan ) icin miinferid 6zdegerlerin mevcidiyeti varyasyonlar hesaii-
na dayanarak [Bk. Margenau and Murphy, s. 270; Morse and Feshbach,
s. 736] veya diferansiyel denkiemin bizzat aclk olarak incelenmesiyle te-
sis edilebilir, [Bk. Morse and Feshbach, s. 720-724; bilhassa Sek. 6-8 e
dikkat ediniz; kezd bir siirii niimerik misil icin de C.W. Sherwin'in
¢Introduction to Quantum Mechanics®» Holt, New York, 1959, eserinin 3.
ve 4. Biliimlerine bakimz.] Neticeyi giyle ifdde edecegiz:

Eger f(x) ve h(x) sonlu (a, b) araliginda pozitif iseler, (1) ve (2)
den miitegekkil sistem ancak, ), gibi negatif olmayan ve en kiiglik bir ele-
mant haiz sayilabilir sonsuz sayida }; gibi miinferid reel 6zdegerler dizisi
tarafindan tahkik olunur. Bundan bagka j-—» oo igin }; Ozdegerleri limit
noktas1 veya iist sinir1 haiz olmaksizin artan degerler alirlar.

Bu teoremin koroleri olarak, eger ); Ozdegerleri, artan degerlerine
gore siralanmgsa bunlara tekébiil eden ¢;(x) fonksiyonlarinin da « ile b
arasinda gitgide artan sayida diigiim noktasini haiz olduklari sSylenebilir.
En kiigiik ), dzdegeri igin ¢o(x) in highir diigiim noktast yoktur; )\, igin
o1 (x) fonksiyonu a ile b arasinda bir kere sifir olur; ve bu, bu sekilde gi-
der. Okuyucu bu ifddelerin dogrulugunu titregen tel, Fourier-Bessel aci-
lim fonksiyonlar1 v.s. misilleri i¢in kolaylhkla tahkik edebilir.

§i=0,1, 2,... olmak iizere g;(x) Szfonksiyonlar

4 ( £ %) +(g(x) + M) pi(x) = 0 (3)

dzdeger denklemini ve ¢;(a) =q;(b) =0 smur gartlarini tahkik etsinler.
Simdi ); ozdegerlerinin reel olduklarm ve g@;(x) dizisinin de muhtelif A,
lere gbre dik oldugunu ispatlayacagiz. Eger (3) ¢*(x) ile ¢arpilir da x {ize-
rinden a dan b ye kadar integre edilirse

f [%* ‘%(f(x) %) + (g(x) + 2p) ‘Pi*tpi] dx =0

»
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olur. 8imdi i ile j yi bu denklemde aralarinda degig tokug eder, sonra bu
denklemin kompleks eslenigini alir ve bdylece elde edilen denklemi bir
evvelkinden cikartirsak

b

f[mi*a‘ix(f(x)“%) di(f(x) )] dx +

a

+ (4 — 4% fmi*fvi dx =0

elde edilir. Birinci terimin kismi integrasyonla hesabi neticesinde

lf(l)(q’l d‘Pi 1dj;):| _b"l‘(l — A )'/.q)l *prdx =0

bulunur. (2) sir sartlar dolayisiyla koseli parantezli terimin sifir oldu-
gu Agikardir. Buna bin&en

b
(0 — A% / @i*(x) q4(x) dx = 0 (4)

a

diklik integrali elde edilmig olur. i=j oldugunda (4} denklemi A,=Xx; ol-
masinl yani dzdegerlerin reel olmasini derpis eder.

p;(x) Ozfonksiyonunun normu, uygun bir sabitle ¢arpiimak stretiyle
bire egit kilinabilir. Buna gore (1) in Gzfonksiyon dizisi bir ortonormal
dizi tegkil edebilir.¥ Sturm-Liocuville denkleminin bir 6zfonksiyonlar dizi-
sinin tamligr direkt metotlarla ispatlanabilir (Bk. Morse and Feshbach,
s. 738). Boélim: 3-2 de teferruatiyla arzedildigi vechile keyfi bir f(x)
fonksiyonu ¢; dizisi cinsinden seriye acilabilir.

* Simdiye kadar Ozdegerlerin soysuzlagmalari imkamni yani muayyen bir ij icin
M =04, oOlmast imkamnt nazar-1 itibara almadik. Bu takdirde (4}, miitekédbil Szfonksiyonlarm
otomatik olarak dik olmadiklarimi gdstermektedir. Bununla beraber soysuzlasmis czdeger-
leri haiz Szfonksiyonlar dik olacak sekilde linee: kombinezonlar teskil etmek miumkiindiir,

Biz bunun daima, meseld Schmidt diklestirme ameliyesiyle, yapilmis oldugunu kahul ede-
cediz.
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4-2 LINEER OPERATORLER

Sturm-Liouville 6zdeger problemi lineer operatérierin genel dzdeger
problemlerinin 6zel bir misdlinden bagka bir gsey degildir. §imdi bu genel
fikirleri takdim edip notasyonumuzu da daha sidelestirecegiz.

Operatér kavrami matematik fizikteki en esash kavramlardan biri-
dir. Once, (q, b) araliginda tek bir bafimsiz » degigkeninin uslu davramgh
fonksiyonlar1 iizerine tesir ederek ayni degigkenin bagksa fonksiyonlarini
veren operatérleri miinakaga edecegiz.

g{x) =Kf(x) (5)

denklemi: «f(x) ilizerine tesir eden K operatdrii g(x) verir» geklinde oku-
nur. Bu operatorler denklemine birka¢ misédl gunlardir:

x

g=5g=Pg= o= [ ¥ N dx, g=xTht 1
0

Kuvantum mekaniginde lineer operatérler fevkalide tnemlidirler. Bir
lineer operatdr, o ve B sibitler olmak {izere

K(af(x) +8g(x)) = Kf(x) +8 Kg(x) (6)

gartima tahkik bir operatordiir. Yukamda misal olarak verilen operator-
lerden birincisi ,iiglinciisii ve dordiinciisiiniin lineer olmasina mukabil ikin-
cisi ve besincisi lineerlik vasfini haiz degillerdir.

Mesggill olacagimiz mevzular i¢in genel K lineer operatdrii agik olarak
b
g = Kf == g(x) = [ bx, ) fl)dv ()

geklinde yazlabilir. k(x, ") fonksiyonuna K operatdrinin gekirdegi adi
verilir. Her ne kadar bu (7) ifidesi diferansiyel operator ihtivd etmiyor
gibi giriiniiyorsa da Dirac’'in delta fonksiyonu yardimyla diferansiyel
operatorlerin elde edilebilecegini gérmek kolaydir. Meseld K= (d?/dx?) +«?
ise k(x,x’) =[(d*/da?) +a?] 8 (x—x") alinacaktir. Genel olarak, meseld (1)
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veyd (3) ifadesindeki Sturm-Liouville operatérii gibi herhangi bir D(x)
diferansiyel operatorii i¢in g¢ekirdek

k(z, ') =D(x) 5(x—2')
ile verilecektir.

K ya ek Kt operatorii biitiin f ve g fonksiyonlan igin (belki baz smir
gartlarina bagh olarak) i¢c carpim bagintisiyla

(0, Kf)=(Ktg D (8)

olarak tirif edilir. Burada f ile g nin keyfi fonksiyonlar olduklarmm ve
aralarinda (5) gibi bir bagint1 olmadigina igret edelim. (7) den faydala-
narak hesap yapildig1 takdirde kt(x,x") ek gekirdeginin

kt (x5 = [k (x,2") J¥ (9

ile verildigini buluruz.

Eger Kt=K ise K operatoriiniin Aermitsel veya kendi kendine ek ol-
dugu sdylenir. Bu takdirde Kf nin f ile i¢ ¢carpimu reel olur:

(K hermitsel ise) (f, Kf) = (f, Kf) * (10)

Kuvantum mekaniginde, biitiin gozlenebilir biiyiikliiklerin veya 6l¢iim ne-
ticelerinin (10) seklinde ifide olunabilecekleri temel bir kabul oldugun-
dan hermitsel operatérlerin bu zellikleri onlarin kuvantum mekaniginde
miistesna bir mevki iggil etmelerini saglamaktadir. Gozlenebilen biiyiik-
likkler reel olduklarindan bunlara tekébiil eden operatdrlerin de hermit-
sel olmalarn zaruridir.

Eger Kt= —K ise K operatoriiniin antihermitsel oldugu s@ylenir.
(a,b) araliginin u¢ noktalarmnda sifir olan fonksiyonlara nisbetle d/dx an-
tihermitseldir. Ayn1 gey iki hermitsel operatdriin komiitatdrleri igin de
variddir. (Bk. B6liim: 4-4, Problem: 2).

4-3 LINEER HERMITSEL BIR OPERATOR ICIN
OZDEGER PROBLEMI{

(a,b) arahgimin uclarinda ¢(x) uygun baz1 smir gartlarim haiz ol-
mak iizere, lineer bir K operatoriiniin 6zdeger problemi
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Ko=Aop (11)

geklinde ifdde olunabilir. (11) bagintis1 A nin ); ile gosterilen ancak bazi
Ozel degerleri ve bunlara tekabiil eden ¢:(x) fonksiyonlan tarafindan tah-
kik edilir. Bu Gzdegerler ve Gzfonksiyonlar igin

chi = }\-pri (12)

olur. $imdi, K hermitsel oldugu takdirde 6zdegerlerin de reel olacag: 6zel-
ligini ispatiayabiliriz. Bunun i¢cin sidece (12) nin her iki yaninin ¢; ile ig
carpimint tegkil etmek kafidir. Buna gore

l — (q)"n K(pi)
l (91, 1)

bulunur, (10) bagintisina binden )\; nin reel iki saymin orani oldugu ve
dolayisiyla da reel oldugu goriiliir.

Hermitsel bir operatdriin dzdegerlerinin reelligini tesis ettikten sonra
farkh ozdegerlere tekabiil eden 8zfonksiyonlarnn dikligini ispatlayabiliriz.
Simdi (12) ifddesini farkli iki )\; ve )\; 6zdegerleri igin yazahm:

Kq)i=lﬁpi
Ko; =i

Bundan sonra birinci denklemin soldan ¢; ile i¢ carpimini tegkil edelim
ve bundan ikinei denklemin sagdan ¢ ile i¢ carpimim ¢ikartalim. Bu

(Koi, @1) — (91, Ko) = (b —24*) (o1, @) (13)

verir. K eger hermitsel ise (8) e binfien bu son ifadenin sol tarafi sifira
egittir. Buna binden ve artik ),; reel olmak iizere diklik gartlar olarak

vi—2) (o) 1) =0 (14)

bulunmus olur. Bu denklem Sturm-Liouville problemi i¢in clri olan (4)
denkleminin aynidir. Burada da soysuzlagmig ozdegerler ve miitekébil §z-
fonksiyonlarin dikligi hakkindaki ayni miitdlea caridir.

Problem: (3) den faydalanarak Sturm-Liouville denkleminin lineer
bir hermitsel operatdrlii bir zdeger problemi tarif etmesi igin f(x).
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g{z) ve @(x) iizerindeki gartlarin ne olmalar:1 lazim geldigini tayin
ediniz.
44 OPERATORLERIN DIGER OZELLIKLERI

Tek bir K lineer operattriiniin ézelliklerini gézden gegirdikten sonra
gimdi operator fonksiyonlarina ve iki veyd daha fazla operatore bagh
dzelliklere doniiyoruz. Once bir K operatérintin kuvveti ile

K¥f=K(X ... K(Kf)) (15)

kastedildigine igiret edelim. Buna gore K*+m=K"K™ olacaktir.

Ters K-! operatorii, g=Kjf denkleminin § ye gore ¢iziilebilir olmas:
garti tahtinda
f:K"lg (16)

denklemiyle tarif olunmaktadir, Buna binfien
K-tKf=K-lg=f veya K''K=1
ve (17)
KK 'g=Kf=g veya KK-1=1.
(17) bagintilarim tesis ederken f {izerine tesir eden iki operatériin AB
¢arpmuinin
ABf=A (Bf) (18)

ile tarif edildigi Gzelliginden faydalandik.

Miiteakip iki operatorii tatbik ederken tatbik sirasi 6nemlidir. Su
hélde, genel olarak, keyfi bir § fonksiyonu icin

ABf=BAf (19)
dir, Eger ABf=BAf olursa A ile B nin komiitatif olduklar1 sdylenir.
Aksi hédlde bunlar biribirleriyle degig tokus edilemezler. A ve B diye iki
operatoriin komitatsrd [A,B] ile gosterilir ve

[A,B]=AB—BA (20)

diye térif olunur. (20) yazarken, bunun bir denklem anlamum haiz ola-
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bilmesi igin, her iki yanin da aym bir f(x) fonksiyonu iizerine tatbik olun-
dugu anlagilmahdir. Komiitatérdeki operatdrlerin siras1 da dnemlidir
([A,B]=—[B,A].

Problem: 1. A = d/dx ve B = x operatorlerinin miibadele edileme-
diklerini agik¢a gosteriniz ve bunlarin komiitatdriinii de hesaplayin.

Problem: 2. 1ki hermitsel operatdriin komiitatériiniin antihermitsel
oldugunu gosteriniz.

Bir operatdriin fonksiyonlar1 formel olarak bir Taylor serisine agi-
limla tarif edilebilir. Eger F(z) sifir civarinda analitik bir fonksiyon ve
K da lineer bir operatdrse F(K) operatérii

_N\VL(dF@Y
F(K) _2 nl( i )ZZOK (21)
n=0

geklinde tarif olunur. Bu térifi tatbik ederken cok dikkatli olmak lazim-
dir, fakat genel olarak akli selim daimé yolu igiret eder.

Problem: Eger K=d/dx ise (21) yardimiyla ve a bir sabit olmak
{izere

e**f(x) =f(x+a)

oldugunu gosteriniz.



5
LINEER VEKTOR UZAVLARI

3. ve 4. Biliimlerde (meseld x,p, ¢, z v.8... gibi) siirekli degigkenler
ve bunlarin fonksiyonlartyla meggiil olduk. Bunlar, (meseld titregen tel,
kati bir cisim icindeki eldstik dalgalar, elektromagnetik alanlar v.s... gi-
bi) siireklilik arzeden fiziki gistemlerle ilgiliydiler. Diger taraftan 2. Bo-
liimde de sonlu sayida serbestlik derecesini haiz sistemlerle simiiltane li-
neer denklemler ve matrisierin kabil-i telif olduklarim goérdiik. Simdi ise
¢ok daha miicerret bir inceleme tarzinmin goriiniigte biribirlerinden aym
teknikleri birlegtirebilecegini géstermek istiyoruz. Kolayhgi temin ama-
c1yla miinakagamiz sonlu sayida boyutu haiz bir uzaya atfen takdim olu-
nacaktir. Sonsuz boyutlu bir uzaya gegig bir limit iglemine miiracaatla
mékiil kilnabilirse de matematik kesinlik arzu edildigi takdirde teferru-
ath bir gekilde gtz Oniine alinmas: icAbeden bir siirii mesele ortaya ¢ik-
maktadir. Biz kesin ve kat'l bir miinakagaya girigecek degiliz. Sonlu bo-
yutlu uzayda elde edilen sonuclarin Agikir bir genellegtirmede sonsuz bo-
yutlu uzayda da céri olduklar1 kabul edilecektir. Bolilm: 5-10 un baginda
bu hususta baz ihtiyati ikazlar yapilmig bulunmaktadir.

5-1 HAL VEKTORLERI VE TEMSILCILER

Kuvantum mekaniginde bir sistemin héli kavram matematik forma-
lizm bakimindan merkezi bir mevkii haizdir. Kezd klasik fizikte de, her
ne kadar tdbirleri elemanter kademede kullamlmiyorsa da, bir Adlyveyi
hdl vektsrd fikri tatbik olunabilir. Hal vektdrii fiziki bir sistemin davra-
nigini tamamen tasvir etmektedir. Bir hal vektorii fikrini tesis etmek iize-
re baz klisik miséller gbz Oniine alalim.

Boliim: 2-3 deki, denge durumu civarinda kiiclik sahinimlara tabi me-
kanik sistem 1gm N adet yer degistirme ile N adet hizdan miitegekkil

(g1 qu- o gn 5 g1y q;, o qN) takimi hareketi tamamen tasvir ederler ve bu
bakimdan da bir hal vektorii olarak diigiiniilebilirler. «Vektdrs kelimesi-
ni geometrik bir anlami haiz kilmak i¢in 2N boyutlu bir uzayda 2N eksen

iizerine izdiiglimleri q,(t) ver éi(t) ler olan bir Q(t) hél vektdrii diigiinebi-
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liriz. Buna gore, Q(t) vektiriiniin ucunun bu matematik uwzaydaki hare-
keti mekanik sistemin hil-i hizirdaki hareketini tiyin edecektir. Bu ma-
tematik uzay, tabii, klasik fizigin faz uzayindan bagka bir gey degildir.

Titregen tel gibi siirekli bir sistem i¢in hal vektoriinii, tel iizerindeki
her noktanin zamamn bir fonksiyonu olarak yer degistirmesi ve hmzyla
veydhut da buna egdeger bagka bir geyle dzdeg kilmak zaruridir.

H4al vektorii muhtelif matematik ifadelere biiriindiiriilebilen miicerret
bir biiyiikliktiir. Hal vektoriinii tasvir etmek icin secilen Gzel matematik
formalizme femsil (veyd roprezantasyon) adi verilir ve hil vekttrii de bu
formalizmde femsilcileri haiz olur. Meseld kiiciilk sahnimlar problemi, hél
vektoriiniin temsilcisi olarak 2. Bolimiin (31) numaral: denklemindeki
gibi bir siitiin vektSrityle bir matris temsili icinde miinakaga edilebilir.
Titregen tel igin hal vektorii, u(x,t) ve du(x,t)/dt temsilecileri yardimiyla
koordinat temsili muvicehesinde veyihut da (m=0,1,2,... olmak {izere)
A, ve B, Fourier katsayillarinin takimi, temsilcilerini gtstermek gartiyla
Fourier temsili muvicehesinde miinakasa edilebilir. Her iki temsil arasmn-
daki baglant: 2. Boliimiin (7) numaral denklemi vasitasiyla saglanmak-
tadwr, A,, ve B, lerin sayilabilir sonsuz takiminm sonsuz uzunlukta bir sii-
tin vektorii geklinde siralanabilecegini ve titregen tel igin bir matris tem-
sili olarak diigiiniilebilecegini de kaydediniz.

Temsilin secimi eldeki fiziki probleme baghdir.

5-2 n BOYUTLU BiR OKLIT UZAYINDAKI KOMPLEKS VEKTORLER

Temel vektorleri kompleks vektiorler olan » boyutlu bir Oklit uzay-
nin Hzelliklerini miinakasa etmek istiyoruz. Hal vektdrleri

E'}(El: Ezs EB!"'!E") (1)

geklinde siralanmig n kompleks sayiya delilet eden tek bir grek harfiyle
gosterileceklerdir. Bu n kompleks sayl, bir bakima, uzaydaki bir noktamn
«koordinatlan» olarak diigiiniilebilirler.

Tki hal vektoriiniin toplam:
E+N—>Gi+Mu8+ Mas- e vs8at ) (2)

Jkaidesine gore yapilacaktir.
Bir vektoriin (latin harfiyle gosterilen) bir skalerle garpimi da
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at > (ak, aky, . ..., aks) (3)
kaidesine ridyet edecektir.

Bir £ vektoriiniin rorm’u £} veyd N ile gosterilir ve bu

Ne=EP=| &+ 6P+ ...+ 1 & (4)

ile tarif olunmaktadir. Koordinatlarin karelerinin toplam: yerine, bunla-
rin mutlak degerlerinin kareleri norm olarak se¢ilmig bulunmakta ve bdy-
lece biitiin vektorler negatiften farklh olmaktadirlar. Bu durum fiziki tat-
bikat icin en uygunudur. Bir vektdriin || ile gosterilen uzzunlugu normu-
nun pozitif karekkiidiir. Eger vektdriin normu bire egitse buna norm-
lanmis vektér denir.

Normun térifine, & ve 7 diye iki vektoriin skalar garprminin tarifi
eglik etmektedir. Skaler ¢arpim (&, 1) ile gosterilmekte olup

& ) =Zei*ni (5)
i=1

ile tarif edilmigtir. Buradan £ nin normunun N¢= (§, §) geklinde yazlabi-
lecegini ve vektdriin uzunlugunun da [§|= vV (§, §) oldugunu gérmekteyiz.

Problem: |(£,n)|=<!§i{XI"] ile verilen Schwartz esitsizligini ispat-
layimiz. Hangi gartlar altinda bu egitsizlik bir egitlik olur?

Eger skaler carpimlan sifirsa [(§, i) =0], £ ve 1 gibi iki hal vekto-
rine dik (veyd ortogondl) denir.

Okuyucu, sliphesiz ki, bu béliimdeki tabirierin ve notasyonun (a,b)
siirekli arahigindaki ortonormail fonksiyonlarin miinakaga edilmig oldugu
Béliim: 3-2 dekilere dikkate sayan bir sekilde benzemekte oldugunu far-
ketmigtir. Burada skaler carpimi géstermek igin bir i¢ garpimi gostermek
tizere kullanilmig olan sembollerin aynis1 kullamlmigtir; diklik garti da
sembolik olarak aymdir ve bu benzerlik bdylece devam edegitmektedir.
Sekil bakimindan bu benzerlik agiktir. Boliim: 3-2 nin matematigi sonsuz
boyutlu bir lineer vektér uzayininkine egdegerdir. Sonlu veyid sonsuz ara-
liklarda karelerinin integrali alinabilen, ve, kompleks skaler veyi i¢ car-
pimlar: haiz fonksiyonlarla belirlenen byle bir uzaya Hilbert uzay: adi
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verilir. Kuvantum teorisinde kullanilan uzay hemen hemen her zaman
Hilbert uzayidir.

Boliim: 3-2 deki formalizmle buradakinin arasindaki baglantiy1n n—oc
icin daha da &gikdr lnlmak iizere (5) skaler carpimini gdz oOniine alalim.
Eger A=1/n diye bir artig tarif eder de £ ve n min bilegenlerini f,— V_;a. £,
g= Vn 1: seklinde tekrar normlarsak artik (5)

¢, = Z(fi*gi)&

i—=1

yazilabilir. n — o« limitinde bu toplam bir integrale gider ve skaler car-
pimun tarifi de Béliim: 3-2 nin (8) numarah denklemine miincer olur. Di-
ger iglemler de, (1 den n ye kadar) miinferit degerler alan i indisini (a,b)
araliginda siirekli degerler alan x degigkeniyle ikdme edip, toplamlar ye-
rine de integraller koymak sfiretiyle benzer gekilde déniigiirler. (Bk. Bo-
lim: 5-10).

Bundan sonraki miinakagalarda, genel olarak, » yi sonlu olarak mu-
hafaza edecegiz. Bununla beraber miinferit degigkenli (rn sonlu)) ve sii-
rekli degiskenli (n sonsuz) biiylikliiklerinin ve iglemlerin {eme! olan ay-
niliklar1 zimnen géz 6niinde bulundurulacaktir.

5-3 KAIDELER VE KAIDE VEKTORLERI

Bir vektoér uzaymin boyut sayisi lineer bagimsiz vektdrlerinin mak-
simum saysivla tayin edilir. Bir n boyutlu uzay igin n adet lineer bagim-
siz vektdér olabilir, fakat asld (n+1) adet olamaz. Uzaydaki herhangi bir
E vektOrit secilmig bir n adet ng lineer bagimsiz vektdr takimi cinsinden
ifide olunabilir, Bu, lineer bagimhhgin

aob + amu+ e+ ... +am,=0

ile verilen tarifinden goriilebilir. Bunu £ icin ¢odzersek, Ay = —ay/a; olmak

lizere
- ZA“”“ 6)

a—=1
buluruz,
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(6) ifddesindeki a¢ilim vektérleri takimi olarak her ne kadar her-
hangi n adet lineer bagimsiz vektor grubunu kullanabilirsek de ortoncr-
mﬁl bir vektor taknmna méilik olmak daha uygundur. Adi uzayda

-

z - (1,0,0), i — (0,1,0), k — (0,0,1) birim vektorleriyle {insiyetimiz var-
dir. n boyutlu uzayimizdaki n adet lineer hagimsiz vektériinden miitegek-
kil ortonormél bir vektor takimim («=1,2,..., n olmak {izere) ¢, ile gos-
terecegiz. Diklik gart:

(Par P} = 8¢ (7)

ile ifade olunur., Buradaki ¢ indisinin farkll n boyutlu vektorlere delalet
ettigine ve bir vektoriin (1) ile verilmig olan tarifindeki » kompleks say1
takimindaki indislerle alikas1 olmadigina dikkat ediniz. Filhakika, ¢, vek-
torlerinden birinin (1) térifine benzeyen acik gekli cift indis ihtivd etmek
zorundadir

Po, > ((pcl.h Poar s vy q)m_n) (8)

¢, vektirlerinin ortonormaél takimina bir faban ad: verilir ve ¢, vektor-

lerine de faban vektérleri denir. Farkl pekcok taban vektorleri takimlar:
- = - - - >

vardir. Meseld, 4di uzayda (i,j, k) veyd (i,ig.Iy) veylhut da daha bas-
kalarim kullanabiliriz. Lineer bagimsiz bir vektdr takimindan, Schmidt
diklegtirme metodu (Bk. Biliim: 3-5) vasitasiyla daima bir taban elde
edilebilir.

Problem: Adi uzayda lineer bagmmsiz ii¢ vektér (1,1,1), (0,—1,0),
(—2,0,1) koordinatlaryla tarif edilmig olsunlar. (Uygun bir gekilde
normalize ederek) birinci vektorii bir tabanmin ilk &zds1 olarak segip
Schmidt wsiliiyle tabanin geri kalan kismim elde ediniz. (7) ortonor-
mallik gartini da acik olarak tahkik ediniz.

(6) acilim ¢ tabani cinsinden yazilirsa

E — Zamma 9)

«*

olur. ay katsayilari, (9) un her iki yamnn, ¢, takimmm tipik bir dzasiyla
skaler carpimmn: alarak tayin edilebilir. Sonug

Qg = (‘Pas E) (10)



Lineer Vektdr Uzaylarn 50

dir, ve bdylece agihim

E= Y 94(94,8) (11)

@«

geklinde yazilabilir.

Béliim: 3-3 iin tamhk bagintisimin bir benzeri de burada bulunur.
Notasyonumuzu biraz daha &gikdr kilmak sfiretiyle bu (11) den elde edi-
lebilir, Eger £ vektoriniin bilegenlerinden birini, meseld &; yi yani (1) ta-
kimindaki kompleks sayilardan birini tebériiz ettirir ve (11) deki skaler
carpimuni (5) e binden yazarsak

3 =2:‘mw§j:%*si (12)

elde ederiz. Toplam siralar: aralarinda degis tokus edilirse (12)

! TZ ?ai%i*) 3 (13)

5 kEo

olur. Parantezler igindeki bityiikliik iki (i,j) indisine bagh olup bu bir mat-
ris diizeni olarak diigiiniilebilir. Eger (11), ve dolayisiyla (13), keyfi vek-
térler igcin ciri ise (13) deki j iizerinden yapilan toplam j=i olan tek bir
terime miincer olmak zorundadir. Buradan

Z%u Poi* = By (14)

(4

gartinl elde ederiz. Bu, Bdliim: 3-3 iin tamhk bagintisimin benzeri olup
aciis teoremi adim tagimaktadir.

Bizim (11) den (14) e varincaya kadar yapmg oldugumuz gekilde
biitiin indisleri ve toplamalarn yazmak biraz sikicidir. Buna binden sk
sik daha kisa bir notagyon kullanilir., Skaler veyé i¢ ¢arpim, (5) de oldu-
gu gibi £ nin elemanlarinin kompleks egleniklerini almay: bir hag¢ igire-
tiyle gostererek,

(E! Tl) = E+q (}5)
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geklinde yazihir. (14) de ortays ¢ikan carpim, bir dis ¢arpim olup

Z‘T’ai(pai* =% = PuPe =1 (16)

o

geklinde yazihir. (16) denklemi (nxn) lik bir sayillar diizeni olarak tefsir
edilmelidir. Bu diyadik veya adi vektor cebrinin benzeridir. (15) ve (16}
daki carpanlarin sirasimn nem!i olduguna dikkat ediniz. &fn nmin tek bir
kompleks say: olmasma kargilik nEt bu cins sayillarin bir diizenidir.

54 TABAN DEGISIMI

Yukarida taban vekttrleri takiminin tek olmadigina igaret edilmisti.
Simdi ortaya iki taban vekidrieri takiminin, veyd tabamn, biribirlerine na-
s1l bagh olduklari meselesi gtkmaktadir. Bir takimdan digerine déniigiim
taban degigimi adim alir. Iki tabanin g4 (e=1,2,...,n) ve {g (=1,2,..., n)
ortonormal vektdr takimlari olduklarin: farzedelim. Buna gore, ikinci ta-
kimin her 4zés1 (9) a binden birinci takim cinsinden acilabilecektir.

Vg = Z%baﬁ (B=1,2,.n). (17)

a

byg lar burada agilim katsayilarim gostermektedirler. $imdi derhal go-
rillecegi iizere (17) deki carpanlarin sirasi1 ve bgg min indisleri uygun ola-
cak gekilde secilmiglerdir. Benzer gekilde de herhangi bir ¢ da ¢ tabam
cinsinden ag¢ilabilir

Qo = Z‘pﬁ:c‘gra’ (C( = 1, 2, aeny n) (18)
ﬁ.’

Acithm katsayilan olan bgg lar (veyd cqg lar) B (veyd C) ile gisterece-
gimiz bir kare matrisin elemanlarim tegkil etmek iizere diizenlenebilirler.

Eger (18)i (17) ye ikdme edersek

Vg = Z baﬁzw{grc[grm
o #

veyi
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'lpﬁ = 2 'll)ﬁrZCﬁrabaﬁ (19)
B o

bagintisini elde ederiz. (19) un g tabanmndaki biitiin vektérler igin dogru
olmasim teminen f§’ iizerindeki toplamin tek bir ’=@ terimine miincer ol-
mast gerekir, Bu ige cgq ve byg acilim katsayilarinin

Zcﬁ,mbmﬁ = 35 (20)

&

bagintilarim gergeklemeleri ldzim geldigini géstermektedir. (20) nin sol
yam matris ¢arpimuun tarifidir. Buna gore B ve C matrisleri cinsinden
(20), Iile (nxn) lik birim matrisi gostermek iizere,
CB=1 (21)
geklinde yazihr. Bu ise
C=B! veyd B=C (22)
demektir.

Hali hazirda (17) il& (22) sonuglar1 sidece biribirlerinden lineer ba-
gims1z olan ¢, ve §g takimlanna baghdirlar. Eger tabanlar (yéni orta-
normail takimlar) mevcutsa B ve C matrisleri dniter matrisler denilen 6zel
bir matris sinifina miincer olurlar. (17) agilimmi kullanarak { g taban
vektorlerinin ortonormalligini gz Oniine alalim:

Sprp = (3, V) = 2 N busr* buglurs %) (23)
o 7.2
Eger ¢ taban da ortonormal ise, bu takdirde (23) sistemi

dpgr = Zbaﬁ'* bag (29)
o

ya miincer olur. Birinci ¢garpandaki indislerin yanhg sirada bulunmalarin-
dan sarfi: nazar, bu agag: yukar1 matris carpimunin tirifidir, £k matris
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tirifiyle buna da care bulunur. Eger B matrisinin elemanlar: b,g iseler
B ye ek olan matris Bt ile gosterilir ve elemanlar: da

(B+)ap = bug™ = bgo* (25)

dir. (Buna gore ek matris B nin transpoze matrisinin kompleks eglenigi-
dir: Bf=B*), Matris diliyle (24)

B} B=1I (26)

geklinde yazilir. (26) sartina uyan her matrise dnifer mairis denir. Bir
initer matrisin tersinin bu matrise ek matris oldugunu gdérmekteyiz.

Okuyucu herhalde Boliim: 2-4 de eksenlerin rotasyonunu ve dik do-
niigiimleri miinakaga etmig oldugumuzu hatirlayacaktir. Buradaki mate-
matik sidece reel sayilar ve matrisleri gtz oniine almak gartiyla bir taban
degisiminin matematigine 6zdestir. Reel, dniter bir matrise dik matris ad:
verilir. (26) ve (21) in 1g1ginda C=Bt oldugunu ve dolayisiyla (17) ve
(18) taban degigimi denklemlerinin de

'[l_lﬁ i Z(pm baﬁ
r

(27)
Pg = Z Vgbgat
P

olduklarim gérmekteyiz.

= e
Problem: Adi uzaydaki (i, j, k) dikdortgen tabamni (i, ig,ip) kii-
resel tabanina doniigtiiren dik matrisi agik bir gekilde tdyin ediniz.

Bu fikirler Boliim: 5-9 daki 6zdeger probleminde oénemi haiz olacaklardir.
Keza, keyfi bir £ vektdriiniin bir ¢ tabani cinsinden ve bagka bir  tabani
cinginden acilim katsayilar1 arasindaki baglanti1 da ilgi cekicidir. Iki agi-

Iim da
£ Zcp ~ Zaﬁ'wﬁ (28)
) 8

ile verilmiglerdir. Eger ikinei agthmdaki §g y1 temsil etmek tizere (27)
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kullamiacak olursa

; =Z me,s ag’ b (29)
8«

elde ederiz. (28) deki ilk toplamia mukayese a ve o' katsayilarinin
ay =Zbaﬁ ag’ (30)
b
ile biribirlerine bagh olduklarim gostermektedir. Benzer gekilde

ag’= Zbﬁg a, (30°)
o
dir.

5-5 LINEER OPERATORLER VE BUNLARIN MATRIS TEMSILLERL

n boyutlu bir vektdr uzayindaki bir A operatérii, keyfi bir £ vektd-
riine tatbik olundugunda onu bagka bir n vektodriine doniigtiiren bir nes-
nedir. Bu doniigiimii

N = AE (31)

geklinde yazyoruz. Biz burada sddece, ¢ ile skaler bir sayiyr gostermek
iizere,

A(ct) = cAg

(32)
AE+m) = Af 1 A1

gartlarinl gercekleyen lineer operatdrleri gz oniinde bulunduracagiz.

n boyutlu uzaydaki bir operatdr, eger her vektdr iizerindeki etkisi
biliniyorsa tiyin edilmig olur. Keyfi bir vektdr bir ¢, tabamna gore agil-
digina gore bir operatériin de, n taban vektdrii iizerindeki etkisi bilindigi
takdirde belirlenmig olacagh &gikdrdir. ¢ iizerine tatbik olunan A opera-
torit genellikle ¢, y1 biitiin taban vektorlerinin lineer bir kombinezonuna
doniigtiiriir. Buna gore
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Ay, = Zmﬁ agy (a=1,2,...,n) (33)
B
olur. agy aciim katsayillamndaki itk indis toplama degigkenidir; ikinci in-
dis ise A nin etkiledigi 6zel taban vektdriine deldlet etmektedir.

(31) deki 1} y1 tayin etmek igin £ nin verilmig olmasi hélinde (33) iin
kafil oldugunu gostermek iizere § ve n nin @4 tabam cinsinden agilimlarinm

g6z Oniine alalim.
£ = Zcpa. Cy

o

N = Z‘Pﬁ by

B

(34)

bg nin ¢ Ve agy min bilinmesi neticesinde belirlendigini géstermek istiyo-
ruz. £ nin agihmindaki her taban vektoriine A y1 tatbik ederek

1= At =Y Y950 (35)
o #

elde ederiz. (35) in,  min aciliminm veren (34) ile kargilagtirilmasi

bg = Zaﬂacm (36)
o

oldugunu gdsterir. Bu da bg katsayilarinin ¢gq ve cq dan itibdren tiyin
olunduklarimi gdsterir. Bu ise A operatoriiniin (33) deki ap, sayilarinin
takimiyla temayiiz ettigi anlamina gelir.

age agim katsayilarina (a,3=1,2,..., n olmak iizere) bhir A kare
matrisinin elemanlan goziiyle bakilabilir. § ve 1 vektdrlerini, elemanlar:
(34) deki acihim katsayilar olan siitun vektorlerle

Cy bl
Cq bg
| @ [ 1> | & (37)
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ve lineer A, operatoriinii de

agl Ogg....din
ag‘[ 022 TR agn
Ay, —> A = - . (37")
_an‘l anz....ﬂnn_

matrisiyle gostermek gartiyla (36) denklemine de bir matris denkleminin
elemanlar: goziiyle bakilabilir. Sarahati saglamak géyesiyle lineer A ope-
ratorii buradaki matris temsilinden bir «ops altindisiyle tefrik edilmigtir.
Operatdriin kendisinden mi yoksa matris temsilinden mi bahsolundugunu
lafin geligi agikga ortaya koyar. (33) e binfden, A nin matris elemanlarmn
Py ile Agg nin

aga = (95, Ape) = 95" Ay (38)

skaler carpimlariyla verilmig olduklarina dikkat ediniz.

Operatorleri ifide etmek icin matrislerin ve siitiin vektorlerinin kul-
lanllmas1 sddece elimizdeki Ozel probleme miinhasir degildir. (15) skaler

carpimina da bir matris carpimm goziiyle bakilabilir. Sadece &t vektdriinii
¢ siitun matrisine ek

Er — (c1* eyt cg*. . . . cn¥) (39)

satir matrisiyle 6zdeg tutuyoruz. Buna binfen (15) skaler ¢arpimi p sii-
tun vektdrii veyd matrisiyle £t satir matrisinin soldan garpmmindan iba-
ret olur. (14) ve (16) acilim teoremi icin bir stithn vektdrii bir satir vek-
torliyle segdan carpar ve biylece (birim matris oldugu goriilen) bir kare
matris elde ederiz. (15) ve (16) daki hac igéreti tabii (37) nin matris
temsilini hatirda tutarak secilmig bulunmaktadar.

Yukaridaki ikazlardan kare matrislerle siitiin vektorlerin n boyutlu
uzaylimzdaki lineer operatorlerin ve vektdrlerin temsilcilerini tegkil ettik-
leri Agikdrdir. (37) deki matrisierin siitin ve satirlarinin durumlar taba-
nin secimine baghdir, Her faban igin bir farkl: temsil vardir. Fiziki bir
problemde, gérecegimiz gibi, temsilin se¢imi bir uygunluk meselesinden
ibiret ise de bazan dogru tabanin tdyini problemin bizétihi ¢Gziimiinii teg-
kil eder (Bk. Bolim: 5-9 ve 2-5 deki esas eksenlere doniigiimler).

Lineer bir A operatdrii, biri bir ¢, tabanina digeri de bir {3 tabanina
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gére olmak lizere farkli iki matris temsilini haiz olabilir. Bu egdeger iki
temsil arasindaki baglant: gu gekilde tidyin olunabilir: L lineer operatort
@ tabanina nazaran, agq elemanlarint haiz A, matrisiyle ve ¢ tabamna
nazaran da, ag, elemaniarim haiz A, matrisiyle temsil edilmig olsun. Bu-
na gore, (38) e binden

aﬂ'ﬁ' = (lpﬁ', Awﬁ)

olur. ¢ tabamyla ¢ tabani arasindaki baglanti (27) ile verilmigtir. (27)
deki ilk denklemi kullanarak

agg = 2 Zbaﬁ byrg™* (9o APy)
o o

buluruz. Bu, (25) ve (38) in g altinda

“ﬁ’ﬁ’ == Z Zbﬁtar'l' L L) 6aﬁ (40)
[+ 3

&
yazilabilir. (40) denklemi, B ile ¢ ve { tabanlarin: baglayan {initer mat-
risi gostererek *
A,=B*A,B (41)

geklindeki bir matris denkleminin (f’, 8) elemamdur.

Uygunlugu temin gayesiyle bir taban degigiminin vektdrler ve lineer
operatorler iizerindeki etkisini matris temsilcileri cinsinden Ozetliyoruz.
Eger ¢({/) tabanina nazaran vektdrlerin siitiin matris temsilcileri &g (§,)
ile ve operatdrlerin bunlara tekabiil eden kare matris temsilcileri de
AylA,) ile ghsterilirlerse tabanin degigimi temsilcileri gu tiirlii déniig-
tiirtir:

&, = B*g, veyl E, = BE,
A,=B*A,B  veydi  A,=BA/B* (42)

Burada B iiniter bir matristir (Bt B=BBt{=I).

* B finiter matrisinin, n boyutlu miicerret uzaydaki bir Bop iiniter operatériinii

temailcini olarak digiiniilebilecegine dikkat ediniz.
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Problem: 1ki boyutlu Oklit uzayindaki bir taban ¢, ¢, olsun ve di-
ger bir taban da

1 ] 1 .
Y= 0 (o) + ips) Wy = 5 (9 — i)

ile verilmig olsun.

(a) ¢ tabanina nazaran olan temsilcileri | tabanina nazaran olanlara
doniigtiiren iiniter B matrisini tdyin ediniz. (b) Muayyen bir A line-
er operatérii eger ¢ tabaninda

cosa -sin«
A,P = )
sin « cos o

matris temsilini haiz ise bunun { tabanina nazaran egdeger temsilini
bulunuz.

5-6 LINEER OPERATORLERIN BASKA TARIF VE OZELLIKLERI

Lineer operatorlerin fiziki tatbikat bakimindan &énemli baz1 Ozellik-
leri vardir. Bunlarin ¢ogu matrisler teorisinden fsinddir. Bunlarin mii-
cerret vektdor uzayindaki operatérlere tatbikinin operatdrlerle operator-
ierin matris temsilleri arasindaki tekébiiliin neticesi olarak ortaya cgiktigi
diigiiniilebilir. Bununla beraber 6zellikler matrislere miiracaat edilmeden
de ifdde olunabilirler.

Operatorlerin Carpmu : Komiitator

1ki operatdriin carpimi, agikdr bir gekilde, en sagdaki operator ilk
tesir eden olmak iizere

ABE=A (BE) (43)

diye tarif edilir. Genel olarak sira Gnemli olup A ile B biribirleriyle ko-
miitatif olmadiklar: takdirde

ABE «BAE

dir. Boliim: 4-4 de oldugu gibi, iki A ve B operatoriiniin [A, B] ile gos-
terilen komiitatéri
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[A,B]=AB—BA (44)
diye tarif edilmigtir.
Ters Operatir

Eger A lineer operatorii n=AE£ olacak gekildeyse, A min tersi olan
A~! operatori

E=A"1q (45)

ile tarif olunur. (33) ifidesi A operatoriinii ap, matrisi cinsinden nasil
tasrih etmege yararsa bunun tersini de tasrih etmege yarar:

A1, =2cpﬁ» aggt (46)
pﬂf

AA-'=1 ve A—'A =1 oldugundan (33) ve (46) dan
Zﬂﬁﬂraﬁ;a_l =2aﬁﬁ»—‘ algra = aﬁa. (47)
p B
oldugunu buluruz. (47) denklemi A ve A-' in matris temsillerinin
AA'=1 ve A-A=1 (48)

matris denklemlerini tahkik ettiklerini géstermektedir. A operatdriiniin
tersimin mevelid olabilmesi icin bunun bir tabana gdre matris temsilinin
sifir olmayan bir determinanti haiz olmasi 14zim ve kéafidir.

Izdusiim Operatorleri

n boyutlu uzayda keyfi bir £ vektorii verildiginde ¢ok kere £ nin se-
cilmis (ve kolaylik saglamak icin normalize edilmis) bir ¢ vektdrii boyunca
izdidgdmini bilmek ilgi cekicidir. Izdiigiirme,

P:% =¢e(s, §) (49)

ile tarif olunan bir P, izdidsim operatdriiyle icra edilir. Tarif miicibince
izdiiglim operatorii idempofent bir operatérdiir, yani
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P23 = Ps (50)

bagintis1 céridir, (50) denklemi P, (P, —1) =0 yazlabilir ki bu da bir ba-
kima bir izdiigiim operatdriiniin sifir veyi birim degerini haiz oldugunu
gostermektedir. Buradaki degerin tam anlami bu operatriin matris tem-
silinin 0 ve 1 6zdegerlerini haiz olmasidir (Bk. Boliim: 5-8).

@ ¢ tabaninin izdiigiim operatérleri olan Py lar 6zel bir nemi haizdir-
ler :

Pyt = 9u(9q. §) (51)
Agikir olarak, ayn tabana gore tarif edilmig fakat farkh iki izdiiglim ope-
ratdriiniin ¢arpimi sifir operatoriine egittir. Buna gore herhangi bir E

vektdrii i¢in, =B olmak {izere
Py Pgl =0 (52)

dir. Verilmig olan bir tabanmin biitiin P, izdiigiim operatérlerinin toplam
birim operatoriine egittir:

(me)e = Y00 (78 = & (53)

Vektorlerin ve operatorlerin matris temsileileri cinsinden

Pa "-":Q')a, Po ¥
ve (54)

2 Pm-a-cha Pt = |
7 4 [ r

yazabiliriz. Son bagint1 (16) tambhk bagintisindan bagka bir gey degildir.
Ek Operatorler
A operatdriine ek At operatorii keyfi £ ve n vektdrleri igin
(n, A*E) = (An, &) = (€. An)* (55)

skaler ¢arpim bagintilari cinsinden tarif olunur. At in temsilinin matris
elemanlarim tarif eden (38) bagmtisim gz dniinde tutarak
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age” = agg* (56)

bulunur, Bu ise A ya ek olan matrisin miitad tarifinden bagka bir gey de-
gildir (A+=A%),

Iki operatoriin carprminm ekinin (55) bagmntisina gire
(AB)* = B*A* (57)
tarifini haiz oldugu goriilmektedir.

Hermitsel Operatorier

Eger bir operator (y, Af) =(Anr, £) bagmtisim saghyorsa bdyle bir
operatore [bilyilkk Fransiz matematikeisi Charles Hermite (1822 -1901)’in
isminden kindye olarak] kermitsel operatdr denir. Matris temsili cingin-
den bu

agy= Aug* (58)

demektir. Hermitsel bir matrisin diyagonél elemanlarmin reel olduklarma.
dikkat ediniz. (58) e binden hermitsel bir operatdriin matris temsilinin
reel bir determinanti haiz olacagim ispatlamak kolaydir. Bundan bagka
Ozellikler meydninda hermitsel bir A operatdriiniin A-! gibi bir hermitsel
tersi oldugunu ve eger A nin tersi varsa ve kezd F(x) de x in iyi davra-
ragh reel bir fonksiyonu ise F(A) nin da hermitsel bir operatdr oldugu
zikredilebilir.

Problem: Hermitsel operatorlerin bu son iki 6zelligi ve kezi iki her-
mitsel operatdriin ¢arpmmimin ancak bunlar biribirleriyle komiitatif-
seler hermitsel olacagm ispatlayimz.

Bir Operatbriin 1z

Bir A operatériiniin iz A ile gsterilen izi

lz A 22(%, Aoy (59)

ile tarif olunur. (38) ifddesinden bir operatdriin izinin bunun matris tem-
gilcisinin digagondl elemanlarinin toplam: oldugunu goérmekteyiz. Bu, se-
cilen tabana bagli olmayan bir Gzelliktir,
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1z gu Ozellikleri haizdir:

1z A'l‘ =(1z A)*

1z(aA) =alz A

1z(A 4+ B) =lz A+ 1z B (60)
12(AB)  =1z(BA)

Bundan bagka, eger A ile B hermitsel iseler Iz(AB) reeldir.

Problem: (¢) Tabanlann (27) ifédelerine dayanarak degigtirerek
1z A min, (59) visitasiyla verilen ifidesinde onu hesaplamak i¢in kul-
Jamlmig olan tabana bagh olmadigim agik bir gekilde ispatlayimz.
(b) Iz'in (60) da verilmig olan biitiin Ozellikierini ispatlaymz.

5-71 UNITER OPERATORLER VE HAREKET DENKLEMLER1
Bir U operatoriine, eger tersi ekine egitse @niter ad: verilir:
U-'=U+t
Bu gart bagka bir gekilde
U']"U::l ve UTJ‘]‘:]. (61)
geklinde de yazilabilir. Uniter operatérlerin énemli bir dzellikleri, bunlarin
vektorlerin normlarim muhafaza etmeleridir. Bunha binden (B5) ve (61)

den keyfi bir £ vektorii igin

(UE, UE) = (§,9) (62)

oldugunu gérmek kolaydir. Bu &zellik, kuvantum mekaniginde normun
muhafazas) ihtimilin muhafazasina denk oldugu i¢in miihimdir.

A ve B ile komiitatif hermitsel operatdrleri gostermek iizere, iiniter
hir U operatorii daimi

geklinde yazlabilir. Ag¢ik olarak

1
A=g @U+U)  B=o (U-UY
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tir, Uniter bir U operatdriinii hermitsel bir K operatorii cinsinden ifade
eden gekiller

14K

U_l-—iK

ve U=¢K (64)

dir. Birinci bagintidaki 1/(1-—-iK) operatérii (1—:iK) min tersi olup
{(14iK) ya ister sagindan, ister solundan tatbik edilmig oldugu diiglinii-
Iebilir,

Problem: (a) Su bagmtimn céri oldugunu ispatlayinz

1 . . 1
TR (1+iK) = (1 4 iK) T—ik

(b) K mn hermitsel olmas1 hilinde (64) deki operatorlerin iiniter ol-
duklarini agik olarak gosteriniz.

(64) deki eksponansiyel gekil kuvantum mekaniginde 6zel bir tnemi
haizdir. Boliim: 5-1 de miinakaga edilmis oldugu vechile h&l vektorleri
fiziki sistemlerin matematik tasvirleridir. Hal vektdriiniin zaman igindeki
tekamiili fizikl sistemin zamana gbre inkigdfini verir. Buna gore hal vek-
torlerinin bir parametreye (meseld zamana) baghhklan ilgi ¢ekicidir. Bi-
razdan gorecegimiz gibi, kuvantum mekanigindeki héil vektdrleri sahit
normlari haizdirler. Buna binfen, bir sistemin héalinin bir vey& daha fazla
parametreye baghligh parametrelerle belirlenen bir iiniter operatorler gru-
bu tarafindan dogurulan hél vektdrlerine baglanabilir. Bir misal olarak,
s reel bir parametre ve K da s ye bagh olmayan hermitsel bir operatér
olmak iizere

U(s) = e K (65)
eksponansiyel ifddesiyle belirlenen U(s) {initer operatdrlerinin grubunu

g0z Oniine alalim. Buna goére £(s) vektorii bir £(0) «baglangigs vektorii
cinsinden

E(s) =U{(s)E(0) (66)

operator bagintisiyla tarif clunur. (62) den dolayr £(s) nin normu £(0Q)
In normuna egittir

£(s) nin s parametresine olan diferansiyel baghhg, yani bir Aareket
denklemi (85) ve (66) dan elde edilebilir. £(s) nin degigim mikdar: olan
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2&(s) _ dU(s)
e = 5o EO) (67)

1 g6z oOniine alalm. U(s) nin s ye gore degigimi (65) in kuvvet serisine
agilimiyla tarif olunabilir. Agikédr olarak n-inci tiirev (—iK)* kere U(s)
den ibarettir. Bindenaleyh £(s) vektdrid icin hareket denklemi

i 229 _Ke(s) (68)

geklindedir. (68) denklemine ya miicerret bir operator-vektor bagintist
veydhut da miitekdbil matris temsilcileri igin bir denklem goziiyle baki-
labilir.

Onceki paragraflarda bilhassa (65) iiniter doniiglimleri altinda hal
vektorlerinin tekdmiilii fizerinde durulmustu. (66) ya binfen bir gg (0)
baglangic tabanindan tiiretilen bir ¢4(s) tabam ve bir de A operatdrii
nazar- itibéra alalim. A nin ¢q(s) tabamna goére temsilcileri

agu(s) = (95 (s), Aals)) = (95(0), UTAUq,(0)) (69)

dir. Bu denklem, doniigtiiriilmiig olan ¢q(s) tabanmna gére A nin temsil-
cisinin, UTAU operatoriinii tegkil edip bunun temsilcisini baglangic ta-
banina goére hesaplamakla elde edilebilecegini ifade etmektedir. Bu key-
fiyet U(s) nin tesirleri hakkinda bagka bir goérily geklini intaceder. Bu
goriig gekline gore hél vektdrleri sibit kalmakta fakat operatdrler

A(s) =UT(s) A(0) U(s) (70)
kaidesine gore doniigmektedirler. Bu gériig tarzi, hareketin

AL _ 22 LK, Al (1)

seklindeki operatér denklemini intaceder. Burada A nin s ye acik olarak
baglt olmas: imkén da nazan itibara alinmigtir. (71) ile verilen hareke-
tin operattr denklemine bazan Heisenberg hareket denklemi adi verilir.
Kuvantum mekaniginde operatoérlerin zamana baglt olarak degismelerine
kargiik hal vektdrlerinin sabit kalmalar1 nokta-i nazarima Heisenberg
goridsi adi verilmektedir. Operatorlerin sddece acik olarak zamana bag-
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Ithgh haiz olmalarma karsilik hil vektorierinin (68) e uygun olarak de-
gigtigi geklindeki goriig tarzina da Schridinger gordsd adi verilmektedir.

5-8

Problem: Tek boyutlu basit bir harmonik osilator ;-f- wt=0 denk-
lemini tahkik etmekte olan bir x(t) yer degisimini haizdir. (a) Sis-
temin hil vektoriinii

x(t)

0= L

seklinde segerek, ¢; Pauli’nin,

o = 0 —i )
2 i 0
temsilini haiz, spin operatdrii olmak iizere, hareket denkleminin

K = — w0, hermitsel operatoriiyle (68) ifaddesi geklinde yazlabilecegi-
ni gosteriniz.

(b) U(t) tiniter operatdriiniin

U (%) =cos wt+io; 8in wt

gekline sokulabilecegini gésteriniz. §(t) i¢in agik ¢dziimii x(0) ve ;c(O)
baglangic degerleri cinsinden yaziniz. (¢) Bu problemde hél vektd-
riiniin normunun korunmasmin fiziki manis1 nedir? Bu formalizm

muvacehesinde x4-yx+4 wx=0 ile verilen soniimlii osilatorii tasvir ede-
bilir misiniz ?

OZVEKTORLER, OZDEGERLER, VE SPEKTREL TEMSIL

Keyfl bir £ vektoriine tatbik edilmig olan lineer bir K operatdrii genel

olarak bunu, muayyen bir tabanda farkl: izdiiglimleri haiz bagka bir vek-
tore dontigtiiriir. Fakat K vésitastyla kendilerine, veya kendilerinin bir
katina déniigen dzel bir vektdr dizisi vardir. Bu vektérlere K mn ézvek-
tirleri denir, Bunlar, ) 6zdeger adi verilen muayyen bir say1 ve ¥ de bir
ozvektor olmak iizere

Ry =)\¥ (72)

cperator denklemini tahkik ederler.
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Eger K operatorii bir normél operatérse (KK{ =K1K ise), bu tak-
dirde muhakkak biribirlerinden farkl olmasi icibetmeyen (B6l. 4-1 deki
Schmidt diklestirme iglemini ve 6zdegerlerin soysuzlagmasmi hatirlayiniz)
n 6zdegere tekabiil eden farkl n zvektdriin mevelid oldugu ve &zvektor-
lerin ortonorméil bir taban tegkil edebildikleri ispatlanabilir (ispat igin
bk. Geortzel and Tiralli, sayfa 61-63). Bizim meggll oldugumuz hiitiin ope-
ratorler (hermitsel, {initer v.s...) normaél operatorlerdir.

Ozvektorlert ¥, ile ve miitekdbil Ozdegerleri de )\, ile gisterirsek
(72) dzvektor denklemi
K¥y =AW, (73)

gekline girer. K operatorii )\, Ozdeger dizisiyle tamamen belirlenmektedir.
Ozvekttr tabanina gére K nin matris temsilcisi

M O
J"ﬂ
K—» . (74)

O i

seklinde diyagondl bir matristir. P, ile ¥, tabamna gore (351) ile belir-
tilmig olan izdiigiim operatorlerini gistermek siiretiyle operator lisamnda

bu
K = Z AT, Wt = Z AP, (75)
o o

olarak yazlir.

Eger K hermitsel bir operatérse Bol. 4-3 deki gibi dzdegerlerin reel
olduklarimi ve $zvektorlerin de dik olduklarim ispatlayabiliriz. Bu ispatin
gsembolik kademeleri o boliimdekilerle 6zdegtir. Buna binden biz de bunu
burada bir kere daha tekrarlamayacagz.

Eger K=U ise ve U da tiniter bir operatdrse dzdeger denklemi
Ul = 2, W, (76)

dir. Buna sol taraftanU7j 1 tatbik edecek olursak
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Uruw, = 0, = 2, Ut0,
veyh

U, = - ¥, 77)
[+ 3

buluruz. Boylece, eger ¥,, U nun ), 0zdegerine tekabiil eden bir dzvek-
toriiyse bunun kezd Ut mm 1/)0y Ozdegerine tekibiil eden Ozvektdrii oldu-
gunu da goérmazkteyiz. (76) nin sagdan ¥, ile ve (77) nin de gene ¥4 ile
fakat soldan skaler ¢arpimini tegkil etmek sfiretiyle

1
b= (78)

oldugunu gdsterebiliriz. Bu, U nun 6zdegerlerinin modiilleri bire esit olan
kompleks sayiar olduklarimi gistermektedir. [Bunun, U yu hermitsel bir
operatdr cinsinden vermekte olan (64) gekilleri dolayisiyla agikér oldu-
guna dikkat ediniz.]

Oniter bir operatériin dzvektorlerinin dikligi kolaylikla tesis edilebi-
lir. Once (76) mn Yy ile soldan skaler carpimimi alip bunu o yerine § koy-
dugumuz (77) nin ¥, ile sagindan aldigimiz skaler ¢arpimindan g¢ikarta-
lim. Bu bize

1
(U5, Tp) — (5, UT,) = (x;"* - Aa) (W5 T,)

verir, Bunun sol tarafi 6zdeg olarak sifirdir ve (78) in 1121 altinda sag
taraf: da

(Ag —2A) (Tp Wo) =0 (79)
olur.Bu ise diklik bagintisimin standart geklidir.

59 OZDEGERLERIN VE OZVEKTORLERIN TAYINI

Bol. 5-8 de lineer bir operatfriin Gzvektorleri ve Gzdegerleri fikrinin
miinakagasim yaptik ve bazi genel ozellikler tesis ettik. Fakat eger bize
bir K operatorii verilmigse ve elimizde de muayyen bir g« taban vektdr-
leri dizisi varsa esas itibariyle 8zdegerler ve Ozvektorler hakkinda her-
hangi bir bilgimiz yoktur. Biitiin bildigimiz sey K operatoriiniin ¢4 taba-
nina gore
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~ ky kg ... kia T
kzl kgz » - kzn

K—> (80)

k.n] knz a v an knl‘l

geklinde bir matris temsilini haiz oldugudur. Buradaki bigimsizlik ¢, ta-
baninin ¥, 6zvektor tabani olmamasidir. izin bir taban déniigiimiinde in-
varyant kalmasi hasebiyle K nin 8zdegerlerinin toplaminin [ (74) e biné-
en] (80) deki diyagonal elemanlarin toplamina egit oldugunu ve determi-
nantin invaryanthg: dolayisiyla da (74) deki tzdegerlerin carpiminin (80)
matriginin determinantina egit oldugunu filvdki bilmekteyiz ama, uzayin
sadece iki boyutlu olmas: hali hérig, bu bilgi 6zdegerlerle 6zvektorler hak-
kinda daha fazla bir geyler soyleyebilmemiz icin kifayetkér degildir.

Bu problemin formel ¢oziimii Bol. 5-4 deki taban degigiminin miina-
kagasinda bulunmaktadir. K operatoriiniin (74) ve (80) temsilleri, biri ¥,
tabanina ve digeri de ¢, tabanina gére oldugundan egdeger temsillerdir.
Bu her iki taban biribirlerine £,=UE,, micibinee bir U {iiniter operatdrii
vasitasiyla baghdirlar. (42) dolayisiyla bu, K operatériiniin (74) ve (80)
temsillerinin

U'K,U =K, (81)

vasitasiyla biribirlerine baglanmig olduklarina deldlet etmektedir. Burada
taban1 tebériiz ettirmek {izere bir indis kullanmig bulunuyoruz. (81) denk-
lemi, K nin 6zvektorierini bulma problemini K nin matris temsilcisini di-
yagonallestirecek bir U iiniter matrisi t&yini problemi olarak yeniden va-
zetmig oldugumuzu ifdde etmektedir.

(81) de vaz edilmig olan bu matris probleminin ¢oziimil zor degildir.
Once (81) in her iki yanimna soldan U operatoriinii tatbik edelim:

K,U = UK, (82)

Eger U nun elemanlar: uqg ise Ky, ve Ky icin de (74) ve (80) i kullanir-
sak (82) nin tipik matris elemanlan

Zkaa’ Uy’g = lﬁ Uopg (83)
a’
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denklemiyle verilirler. § nin tesbit edilmig degerleri yini tesbit edilmis )\.g
Ozdegerleri igin, a=1, 2,..., n igin elde edilen (83) denklemleri n bilinme-
yenli n adet simiiltane cebrik denklemden miitegekkil bir sistem tegkil
ederler. Bu denklem sistemi ancak uqgg katsayilarinin determinanti sifirsa
bir ¢éziimli haizdir. Bu sekiler denklemi verir:

| kg — ABpqr | = 0 (84)

(84) denklemi, hepsi K nin dzdegerleri olan » kokii haiz A cinsinden n-inci
dereceden cebrik bir denklem oldugundan burada dzdegerdeki indisini ar-
tik kaldirmig bulunuyoruz.

Ag Ozdegerleri bir kere (84) den elde edildiler miydi, artik (83) sis-
temi her Mg degeri igin ve a=1,2,..., n olmak tizere n adet uyp elemam-
nin iz8f1 degerleri igin ¢bziilebilir. Bu, U matrisinin her siitununun bir
carpan yaklagikhgiyla tiyin olunduguna delélet eder. Herbiri bir siitin icin
olan bu n carpam bulmak igcin U nun iiniterligini géz éniine almamz la-
zimdir. Matris elemanlar cinsinden

(U)a.ﬁ = Ugp (U+)aﬁ = ugy*

dir. Buna goére iiniterlik gart1

By = (UPU)p = ) ey
o

Y 1agtt = (85)

buluruz, Bu, U nun vektdrlerin temsilcileri nazariyla bakilan siitGnlarimm
normalize olmalar icibettigini gostermektedir. Bunun bir neticesi olarak
4,3 elemanlarmin biiyiikliikleri ve fazlarn, her stitlin i¢in Onemi haiz ol-
mayan bir faz ¢arpanindan sarf-1 nazar, tayin olunuriar.

dir. y=8 igin

1k tabana nazaran ¥, ozvektorlerinin temsilcileri keyfi bir & vektd-
riinfin ¢ ve ¥ tabanlarina gore temsilcileri arasindaki £, =UE,, baglanti-
siml nazar itibara alarak bulunabilirler. ¥, 6zvektoriiniin kendi tabanina
gore olan (¥q), temsileileri Agikir olarak



Lineer Vektsr Uzaylan 79

— 0 "
0

(wa)tp = i

_ o |
geklindedir. Burada sifirdan farkh yegéne eleman, siitinun a-nine1 satirin-
dadir. Agikir olarak ¥, min ¢ tabanina gére temsilcisi

ulm

(wa)(p = U(wm)‘p =

Uny

dir. Su hélde U nun siitGnlar:, 6zvektorlerin ilk ¢ tabammna gére temail-
cileridir, UfU nun diyagonil disi elemanlarimin sifir olmasina, farkh &z-
vektirlerin dikliginin matris egdegeri nazaryla bakildigimndan (85) nor-
malizasyon gartimn méanési artik tamamen anlagilabilmektedir, .

Problem 1: Eger soysuzlagmig dzdegerler meveutsa uqg larin tiyini
nasi olur?

Problem 2: Adf uzaydaki kartezyen vektorler tabamna gore K mat-

-, s —yi-
K—>|—3 7 V2

—V2 V2 10_

temsileigini haiz oldugunu g6z Oniinde tutarak K nin ozdegerlerini,
iiniter U matrisini ve (siitiin vektorler geklinde) Gzvektorlerini tayin
ediniz. Hesabimz1 (81) bagintisim ve £, =UE,, bagintisim agikca tah-
kik ederek kontrol ediniz.

Kuvantum mekanigindeki 6nemli bir ézdeger problemi de komiitatif
A ve B gibi iki hermitsel operatérle ilgili olandir. Simdi A nmin dzdeger-
lerinin ayni zamanda B nin de Gzdegerleri oldugunu gosterecegiz. Matris
cebri bakimindan bu keyfiyet, iki hermitsel matrisin ancak ve ancak ko-
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miitatif olmalar1 hélinde ayn1i bir iiniter doniigiim vasitasiyla diyagonal-
legtirilebilecegi teoremiyle ifide olunur.

A nin dzvektorleri ¥, , Ozdegerleri de a, olsunlar. Buna gére
AT, = a,W, (86)
dir. Simdi B yi (86) min her iki yanina tatbik edecek olursak
BAW, = q, BT,
elde ederiz. Eger A ile B komiitatif iseler bu
A(BT) = a,(BY,) (87)

geklinde de yazilabilir. (87) denklemi, eger @, vektorii A nmin a, Szdege-
rine tekabiil eden bir dzvektdriiyse (B ¥, ) nin da ayni Szdegere tekébiil
eden bir 6zvektdr oldugunu gostermektedir. Eger a, Ozdegeri soysuzlag-
mamigsa bu, (B¥,) min ¥, min herhangi bir kat1 olduguna delilet eder,
yani

Bw, = 5,¥, (88)
dar. Halbuki bu da ¥, nin B nin b, 6zdegerine tekéhiil eden bir dzvekto-
rii oldugu ifidesinden bagka bir gey degildir.

Eger a4 6zdegeri soysuzlagmigsa biraz daha etraflica diiglinmek za-
ruridir. Once bir dzdegere ait dzvektdrleri

AV (v} = axWa(¥) (v=1,2,...,k) (89)

geklinde, bagka bir v indisi ile gbsterelim. Burada a, Ozdegerinin soysuz-
lagmasinin k& katlhh oldugu kabul edilmig bulunmaktadir. Buna goére (87)
den, B ¥,(v) nin olsa olsa k tine Wy (y) Ozvektoriintin

k
B‘Fa(v) == Zwa(v']ca(Y" ¥).

seklinde lineer bir kombinezonu oldugu neticesine varirz. cq(y/, v)
katsayllar1 k X k geklinde bir matris diizeni tegkil etmekte olup bu
da B nin, A nin soysuzlagmig «, 6zdegerine tekdbiil eden (alt) temsili
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olarak diigliniilebilir. Sekil: 5-1, A ve B operatérlerinin ¥ tabanmna gore
matris temsilcilerini gematik olarak gostermektedir. A matrisi, tarif ge.
regince ,diyagonal bir matristir; B matrisi de A nin soysuzlaghg yer ha-
ri¢ diyagonildir, Burada sidece tek bir soysuzlagmis Szdeger gosterilmig
bulunmaktadir, fakat gekli uygun bir tarzda genellegtirmek miimkiindiir.

| i
e A | anq-k-n

O
. O

as

N |
0 0

bk —d Paykar

O

Sekil: 5-1

B nin, k kath soysuzlagmig 6zdegerine refakat eden k adet Gzdegeri-
nin bulunmasi meselesi, taban degigimi ve diyagonillegtirmenin k boyut-
lu bir altuzayda vuku bulmasindan sarf-1 nazar ,aynen bu boliimiin daha
onceki paragraflarindaki metotlarla c¢oziiltir. Yeni k adet ¥q'(y) Ozvek-
torler takim gene A nmin a, Ozdegerine tekibiil eden dik dzvektorleridir;
fakat kezd bunlar gimdi bir de B nin, (88) in uygun bir tegmilini tahkik
eden Ozvektorleridir.
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Problem: Yukanda, komiitatif hermitsel operatérlerin miigterek 4z-
degerleri hakkindaki miinakaga bir «yeterlilik» delili tegkil etmek-
teydi. (75) spektrel temsili vasitasiyla «gereklilik» gartim da yéni
eger ¥ takinm hem A nin ve hem de B nin dzvektdrler takimi ise A
ile B nin komiitatif olmalan 18zim geldigini gosteriniz.

5-10 HILBERT UZAYINA GECIS; DIRAC NOTASYONU

Buraya kadarki incelememiz sonlu sayida boyutu haiz lineer vektér
uzaylar1 cinsinden oldu. Kuvantum mekaniginde problemlerin gogu son-
suz saylda boyutu haiz bir vektdr uzaymna ihtiyag gosterirler, Evvelce de
sdylenmig oldugu vechile, (5) ifadesinin tegmili olan bir skaler ¢arpimmn
tarif olundugu boyle bir uzaya Hilbert uzayr ads verilir. Elimizde mevefit
neticelerimizi Hilbert uzaylan i¢in de yeni bagtan cikarmaga kallagacak
degiliz; bununla beraber n—» o igin vukua gelen degigikliklerin bazlar-
na nazar-1 dikkati gekecegiz. Bundan sonra da Dirac’in o kisa, ekonomik
ve berrak notasyonunu ithél edecegiz.

n-> oo limitinde g¢=1, 2,..., n seklindeki miinferit bir siralama indisi
genel olarak (sayilabilen veyi sayilamayan) miinferit ve (sayilamayan)
siirekli degigim arahgim haiz bir degigken olur. Burada onemli ve sikint:
verici bir nokta bulunmaktadir. Sonlu sayida boyutu haiz bir uzay igin
biitiin biiylikliikler iizerindeki siralama indisleri (1, 2,..., =) gibi tam de-
gerler ahrlar. Fakat Hilbert uzayinda buna egdeger bir indis veya degig-
ken taban vektorlerinin bir takimi icin sayilabilir sonsuz bir indis ve bag-
ka biri igin de siirekli bir degigken olabilir. [Buna bir misil (— e <x< o0)
araligindaki saylabilir Hermite polinomlan takimi ve gene aym aralhktaki
Fourier integrallerinin integrantlandir.] Hilbert uzay1 » boyutlu uzaydan
¢ok daha muglaktir. Onemli bir 6zellik de Hilbert uzaylarinin agrilabilen
veya ayriamiyan olabilmeleridir. Ayrilabilen bir Hilbert uzay: diye icin-
de sayllabilen bir taban vektorleri takimi bulmanmm miimkiin oldugu ve
bu talkimin da, verilmis herhangi bir vekidriin bu taban vektorlerinin li-
neer bir kombinezonuyla (B6liim: 3-2 deki en kiiciik kareler anlaminda)
istenildigi kadar yaklasik bir gekilde temsil edilebilmesi bakimindan tam
oldugu bir uzaya denir. Agridamiyan bir Hilbert uzayinda bdyle bir sa-
vilabilen taban vektorleri takim bulmak miimkiin degildir. Ayrilamayan
bir uzaydaki tam bir taban, bu uzayda bir vektér kontinuumurnu haiz ol-
mak zorundadir.

Ayrilabilen bir Hilbert uzayinda dahi sayilabilen bir takim kullanma-
nin elzem olmadigimt belirtmek lazimdir. Biyle sayilabilen en az bir tam
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takimin meveQdiyeti aynlabilen bir uzaymn tarifi demektir. Fiziki tatbi-
katta Hilbert uzay: daimi ayrlabilen bir uzaydir., Fakat taban vektorle-
rinin secimi sik sik, muayyen bir lineer operatdr igin bir Gzdeger prob-
leminin belirtilmesiyle yapilmaktadir. Buna gére 6zvekttr tabaninin sa-
yiabilir olup olmadig operatoriin Gzdeger spektrumuna bagldir.

Eger secilmig olan taban sayilabilen bir takim tegkil ediyorsa, (ma-
tematik bakimindan yakinsakhk, v.s... meselelerinden sarfa nazar) for-
malizm, » nin sonlu hiline tekibiil eden formalizme fevkalade yakindir.
Fark, siidece, temsileilerin sonlu olmaktan ziyide sonsuz matrisler olma-
sindan ileri gelmektedir. Eger taban sayllamayan bir tabansa baz agi-
kar degigiklikler icrd etmek zaruridir. Meseld ¢q taban vektorleri (7) de
oldugu gibi Kroenecker normalizasyonunu haiz olacaklar1 yerde

(Porrs Por)= da” — a') (90)

seklinde delta fonksiyonu normalizasyonunu haizdirler. o iizerinden top-
lamlar integrallerle yer degigtirmiglerdir, ve ilh... Buna gore bir § vektt-
riiniin ¢, tabam cinsinden ag¢ilim

= f da’ o (Par, §) (91)

dir. o’ degigkeninin hem miinferit ve hem de siirekli degigim aralhklarmi
haiz olmas1 hilinde (91) bagintis1 agikdr bir tegmili haizdir.

3. ve 4. Boliimlerdeki dik fonksiyonlar ve dzdeger problemleriyle te-
mas: tesis etmeden Once Dirac’a borg¢lu oldugumuz ¢ok faydali bir no-
tasyon takdim etmek istiyoruz. Kompleks ¢arpimh vektérlerle ugragirken
¢arpanlann sirasina, kompleks eglenikligine dikkat etmemiz ldzim gel-
migti [meseld (pq, ¢o)—>0q Peskaler carpiminda ve (16) tamhik bagin-
tisinda oldugu gibi]. Bu fark: tebariiz ettirmek igin Dirac bir vektdr uza-
yinda (temsilcileri siitin matrisler olan) biitlin miimkiin £ vektorlerini
gbz oniine almakta ve tipik bir vektorii |> veyd |£> semboliiyle gister-
mektedir. Bu vektirlerle temsil olunan uzaya (temsilcileri satir matrisler
olan) diial vekttrlerin temsil ettigi bir difal nzay tekibiil etmekie ve Di-
rac bunlan «<| veyd <«<k| ile gdstermekteyiz. Dirac’in bir «kets veyi bir
«ket vektorii» dedigi her |E> vektorii igin gene Dirac’in bir «bra» veyia
bir «bra vektdrii» dedigi bir <&| dilal vektdrii meveut olup bunun tersi de
dogrudur. Biribirlerine bagh bu iki cins vektoriin siiperpozisyonu



84 Kuvantum Mekanigi Matematigine Giris

LES > <> <E|+ <] (92)
kaidesine, buna mukabil kompleks bir skalerle ¢arpimi da
al|E> <« a*<kEj (93)

kaidesine uyar. Operatorlerin ket vektorleri iizerilerine tatbikati, evvelce
Boliim: 5-5 ve 5-6 da da gbrmiis oldugumuz vechile, bunlarin diial uzayla
miitekabiliyetleriyle beraber, gu sekildedir:

N> =AE> PN <nl=<B A*
A(lE> + € >) (< GH-<E)A* 94
= Alt>+ AlE> E N % —<tlArt<gar O

A(alt>) =aAlE> > (< Ea*)AT= a*<EA*

Dirac notasyonunda skaler garpim

(1) = <En> (95)

olmaktadir; dgikdr olarak <&jn> =<ml§>* garti da céridir. Bagka bir
misgl olmak {izere hermitsel bir operatoriin de artik

<EBAM> =<nfAE>* {96)

bagintisiyla belirlendigine igiret edelim.

Problem: <EK|n> skaler carpiminda operatoriin ister saga, [n>
ket vektdriine, ister sola <«<E| bra vektoriine tatbik edilmig gibi kabul
edilebilecegini acikga gosteriniz.

Bagka bir faydalh notasyon da operatérlerin yunan veya litin harf-
leriyle ve bunlarin dzdegerlerinin de aym sembollerin bir veyd daha fazia
iisliisii olarak belirtilmesidir, Ozel 6zdegerler iis yerine bir altindisi de
haiz olabilirler. Bu notasyon hakkinda bir misal vermek igin (73) oOzde-
ger denklemini Dirac notasyonuna gore yaziyoruz:

KK'>=K'K"> (97)

Bu denklemde K operatériiniin 6zdegeri K’ olup buna tekibiil eden &zvek-
tor de dzdegeri igine yazilmig bir ket vektorii olarak kargimiza ¢cikmakta-
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dir. Bunu ¥, Ozvektdr semboliiyle mukayese edecek olursak iislerin o =-
ralama indigsinin yerini tuttuklarim ve ketin icindeki K’ dzdeger sembolii-
nfin de K min &zvektorlerini herhangi bagka bir vektdr takimindan (me-
seld @4 tabanindan) tefrik ettiren ¥ semboliiniin yerini tuttugunu gorii-
riiz. Dirac notasyonunun iktisadi olugu ve berrakhign kolaylikla goriilme-
lidir. Bu kismun bundan Onceki boliimlerinin biitiin materyali dogrudan
dogruya Dirac notasyonu vésitasiyla yazilabilir.

Dirac notasyonunun bilhassa 6rnek mahiyetindeki birkac¢ misili ola-
rak

2 a> <a’| =1 (98)

a,!'

geklinde ifide olunan (16) tamhk bagintisim, keyfi bir {£> ket vektorii-
niin bir |¢"> tabanima gore

|a>=2|a'><a'|a> (99)

(11) agilimin: ve (47) ile térif edilmig olan P, izdisiirme operatdriini
P, =le> ¢ (100)

gosterebiliriz. (98) ve (100) denklemlerinde biiyiikliiklerin operattr tabi-
atlan bra ve ketlerle ters bir sirada ve bir vektorle skaler ¢carpim yapma-
£a miigait bir tarzda gosterilmig bulunmaktadirlar.

5-11 HAL VEKTORLERI VE DALGA FONKSIYONLARI

Simdiye kadar hep miicerret vektorler ve matrislerle veyd bunlarin
matris temsilcileriyle ugragtik. Kuvantum mekanigi ile ancak Schrodin-
ger denklemi véasitasiyla biraz iinsiyeti olan okuyucu, bu notlarin agikca
beyan edilmig glyesinin kuvantum mekaniginin matematigini takdim »t-
mek olduguna gére nigin bir dalga fonksiyonundan bahsedilmemis olma-
sina gasabilir. Bunun sebebi sonlu boyutu haiz bir uzayda hél vektorleri-
nin temsilcilerinin (siirekli degigkenli) fonksiyonlar degil, (miinferit ele-
manl) siitiin matrisler olmasidir. Bu siitlin vektdrler dogan dalga fonk-
siyonlandir.
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Hilbert uzayinda bir dalga fonksiyonunun nasil zuhura geldigini gos-
termek iizere muayyen bir aralikta bir reel ¢’ Gzdegerler kontinuumunu
haiz bir ¢ hermitsel operatoriinii goz dniine alalim. Buna binden ket dzvek-
torleri

9lg’>=qlg’> (101)

operatdr denklemini gergeklerler ve burada
<q'l¢’>=38(¢'—q") (102)
ortonormillik gsarti mevcuttur. Simdi keyfl bir [£> ket vektori tasavvur
edelim. Bu, ¢ tabam (y&ni ¢ operatdriiniin dzketleri) cinsinden agilabilir:

|E> = f dq’lg’ > <g¢'lE> (103)

<q'[E> skaler carpimi ¢ stirekli degigkenine ve ilk [E> ketine bagh
kompleks bir sayidir. Buna binden bu, |{g"> tabaninda [§> ket vektorii-
niin temsilcisi olan, ¢’ niin kompleks bir fonksiyonu olarak diigiiniilebilir.
Boyle bir temsile bir dalga fonksiyonu diyecegiz ve bunu

W (¢") = <q'lE> (104)
geklinde yazacagiz.

Béliim: 3 ve 4 iin fonksiyonlariyla baglanti artik tesis edilebilir. Bir
misil olarak <E[> skaler ¢arpimiyla Blim: 3-2 nin i¢ ¢arpim arasin-
daki baglantiy1 gisterelim. Sadece skaler carpim: (103) agilimi cinsinden
yaziyoruz:

<Em>= f dg’ [dy'<8q'> < glg"> <q'ln>

Dalga fonksiyonunun (104) ile verilmig olan térifinden ve (102) ortonor-
mallik gartindan faydalanarak

<em> = [ dg Uyt (g0 (9 (105)

buluruz. Bu ise tamam: tamamina B8liim: 3-2 nin i¢ ¢arpimdir.
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Problem: ¢4 tabaninda ¢ operatdriiniin
<q'lglg"> == ¢" 3¢’ — ¢")

diyagonal matrisiyle temsil edildigini ve F(q) gibi herhangi bir fonk-
siyonun da

<¢"Flg)lg™> =Flg')(g" — ")
temsilini haiz oldugunu gésteriniz.

- Dalga fonksiyonunun bir operator denkleminde zuhurunu ve Boliim:
-2 deki fonksiyonlara tatbik edilmig olan lineer operatérlerle baglanti-
am gostermek tizere (68) <hareket denklemi» ni g6z Oniine alahm:

i 5 65> = Kty s> (106)

q’'> ozketler takiminin s parametresine bagh olmadigyr kabul edilmigtir.
Buna gore (106) nin her iki tarafimin da <g¢’| bra vekttriine gére skaler
:arpimim glarak

. 0 , ,
i =S <q'l€, s> =<¢|KE,s >

:slde ederiz. Simdi, K operatfriiniin sagina «tam bir hal takimi» m sok-
mak i¢in (98) ve (99) la ifdde edilen acilim teoremlerini kullanalim. Bu

b » ) ” r L4 »
is. <q €, s> = qu <¢'|Klg"> <q[E, s> (107)

verir. < ¢'|K|¢”> matris eleman: siirekli iki degigskenin bir fonksiyonu
Jlup

<q'IKlg">= k(g ") (108)

yazilabilir. <¢’[€,s> skaler ¢carpim g ve s diye siirekli iki degigkene bagh,
(104) seklinde bir dalga fonksiyonudur. Buna gore (107)

5 Wi 9) = [ da" k', )W(e", o (109)
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yazilabilir, Operatér denkleminin bu gekli Boliim: 4-2 deki lineer bir dife-
ransiyel veya integril operatoriin temsilinin tamamen benzeridir [Bk. (7)
numarah denklem ve sonrasi].

Problem 1: <E[K|n> matris elemamm, (105) e benzer gekilde, dal-
ga fonksiyonunun g tabanindaki temsileileri cinsinden ifdde ediniz.
Eger K operatorii ¢ tabanina goére diyagonal ise (yani diyagonil bir
temsilcisi varsa), dalga fonksiyonlan cinsinden <E|K|n> nin gekli
ne olur?

Problem 2: Saylabilen |n’> Fourier tabaninin ¢ tabamyia

s 2 . (n'=g
<qln>==\/—a-sm( a )

ile verilen skaler ¢arpimlari vardir. Dirac notasyonunu kullanarak
agik hesaplarla, ¢ tabamma gore bir [£> vektOriiniin ¥i (¢") dalga
fonksiyonunun Fourier tabanina gore bir seriye agihmi geklinde ifade
olunabilecegini gosteriniz.

Dalga fonksiyonlar hakkindaki miinakagamz tamamlamak {izere
dalga fonksiyonlartnin iiniter bir dotntiglim matrisinin elemanlar: olarak
tefsir olunabilecegini gosterecegiz. (97) Ozdeger problemini (101) siirekli
g tabanina gore temsilciler cinsinden gtz Oniine alalim. (1068) dan (109) a
kadar olanlara sik: sikiys benzeyen kademelerle (97) nin ¢ ya gore tem-
sileiginin

f dq kg, ¢"V¥x (g") = K'Tx(q") (110)

oldugunu buluruz. Burada k(g¢’, ¢”) niin ifadesi (108) ile verilmig olup
Ve'(q') = <¢’|K'> dalga fonksiyonu da |K’'> Ozvektdriiniin ¢ ya gére
temsileisidir.

Boliim: 5-9 da KW, =)y ¥ o 6zdeger problemi, (83) ile verilen su
Zkaa.'"a.’ﬁ = )'ﬁ Ug g (83)
a"

lineer denklem sisteminden hareketle dzdegerlerin ve U {initer matrisinin
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tdyini geklini almigti. U nun siit@inlarnin (yani § tesbit edilmis m ve
a=1,2,...,n olmak {izere u 4 nin) ilk ¢ tabanma gore ¥g Ozvektdrlerinin
temsilcileri olduklar: bulunmugtu.

(110) ile (83) iin mukayesesi, siirekli integralin miinferit toplamin
yerini tuttugu da goz Oniinde bulundurulmak siiretiyle,

ugp <> W) =<qg | K> {(111)

seklinde bir egdegerliligin mevciid oldugunu gostermektedir. Buna goire
dalga fonksiyonu

K’
U=Tv(<qler>)

geklindeki bir U iiniter operatériiniin temsilcisi olarak tefsir edilebilmek-
tedir. Lineer bir diferansiyel veyd integril denkleme bagh bir dzdeger
problemini ¢tzmek ve dalga fonksiyonlarim elde etmek, operatdrii diya-
gonillesgtiren iiniter U diniigliimiinii tesbit etmege muédildir (ve esasinda
da bundan ibérettir).



KA
BESSEL SILINDIR
FONKSIVONLAR)

Aksi sbylenmedigi takdirde yunan indisleri ve z degigkeni keyfi komp-
leks sayilara, litin indisleri negatif olmayan tamsayilara ve x de reel de-
gerler alan degigkene deldlet edecektir. Bessel fonksiyonlari hakkindaki
standart, ansiklopedik miiracaat kitabh G.N. Watson'un 1944 de New
York, Cambridge University Press’de 2. baskis1 yapilmig olan «Theory of
Bessel Functionss isimli eseridir.

A-1 TARIFLER

Bessel diferansiyel denklemi

2 ya
(Gt &+1—3)5i =0 (1)

ile verilmis olup Laplace operatoriiniin silindirik ve kiiresel koordinatlar-
daki ayrigtiminda ortaya cikmaktadir. Bessel denklemini tahkik eden
Zy (z) fonksiyonlarma vy-tincii mertebeden silindirik fonksiyonlar adi ve-
rilmektedir.

Orijin civarmmda kuvvet serisi geklindeki c¢oziimler

J.(z)=(‘§“)’ i jlrfﬁ'_-]—lv)i+ 1) (%)2i

=0

J-e=(5) i TR (5

J-—
dir. T'(z) fonksiyonu gamma fonksiyonudur. (Bk. MO, s. 1}. v<m igin J,

ve J., fonksiyonlart (1) in lineer miistakil ¢oziimleridir. Fakat eger v bir
tamsay ise, (2) den

(2)

Ja(z) = (— 1) Jal2) (3)
oldugu gosterilebilir.
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J, ve J_, icin v niin bir tamsay olmas1 veyia olmamasi1 arasindaki
fark dolayisiyla J, (z) yi (Bessel fonksiyonu veyi birineci cins Bessel fonk-
siyonu denen) miistakil bir ¢dziim olarak kullanmak ve Neuman fonksi-
yonu (veyd ikinci cins Bessel fonksiyonu) adi verilen

N,(z) = J(z) cos vx -~ J_(2) (4)

sin vm

ile verilmig N, (2) fonksiyonunu tarif etmek uygundur. v niin tamsay:
olmamast hilinde N, Asikar olarak J, den lireer miistakildir. v — m igin
N, in halid J, den lineer miistakil oldugu gosterilebilir, L'Ho6pital kaide-
gini kullanarak (4) den N,

Na(e) = lim = [ —(—1 =] )

y—m ov

olarak tarif edilebilir. (2) serilerinden, kékleri bir tam say1 farkeden in-
dis denklemini haiz bir diferansiyel denklem i¢in beklendigi vechile N, (z)
fonksiyonunun In z yi ihtivé etmesi &gik@rdir. Bunun genel gekli MO® da
sayfa: 17 de verilmigtir. N_..(2) fonksiyonu (3) bagintisim tahkik eder.

Cok kere, Hankel fonksiyonlar1 denen ve

H,"(z) = J,(z) 4- iN,(2)

H.@) . (6)
¥z} = Jo(2) — iN,(2)

ile tarif olunan H, " ve H,® ile gisterilen bagka bir silindirik fonksiyon
¢iftini ithdl etmek uygundur. Hankel fonksiyonlar1 Bessel diferansiyel
denklemi icin lineer miistakil bir ¢dziim cifti tegkil ederler.

A-Z2 REKURANS FORMULLERI

J», N,, H,®, H,® fonksiyonlarimin hepsi

Zo(D) + Zyle) = = Tf)

dZ,(z) ™

Ly (2)—Zyi)f2) =2 dz

rekiirans bagmmtilarim tahkik edecek gekilde normalize edilmiglerdir. Bun-
lardan
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& (224 = 22, 2)

g ®)
dz [272/(2)] = —27"Z141(2)

gibi daha bagkalart da gikartilabilir.

A-3 ASIMTOTIK SEKILLER

Bessel fonksiyonlarmmin argiimentlerinin kiiglik ve biiyilik limitleri
faydahdir. Basitligi temin gayesiyle v mertebesini reel ve negatif olma-
yan bir sayr olarak alacagiz.

|z} min 1 den ve v den ¢ok kiiciik degerleri icin

1 z \¥
0> 5 )
2 z
Ny(z) > — [ln ( ‘i’) +0,5772.... ] o
Ny(z) > — l;) (—3—)" v
H,% (2) == 4= iN,(2)
jz| nin 1 e ve v ye nisbetle ¢ok biiyiik degerleri icin
JA(z) ~> \/-J%zcos (z —_ %t — -a‘-)
Ny(z) > \/,}2} sin (z — :25 - —:l-f-) (10)
L =
Ho>() T T2 ot

A-4 BESSEIL FONKS{YONLARININ KOKLERI

(10) dan J, ve N, niin sonsuz sayida kokil haiz olduklar agikardir.
Agagidaki A-1 ve A-2 cetvelleri v=0, 1, 2 icin en kiieilik birkag¢ kokiin lis-
tesini vermektedirler. Cok daha teferruath cetvelleri «Watson'un «Bessel
Functions» isimli eserinin 748. sayfasindan itibdren bulmak miimkiindiir.
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Bazan da J, (2) nin koklerinden ziyide maksimum ve minimumlar
aranir, Cetvel A-3 de J.'(x) =0 denkleminin birkac¢ kokiinii gostermek-
tedir.

Cetvel A-1
Jon(2my) =0 1 kokleri
n
m 1 2 3
0 2.405 5.520 8.654
1 3.832 7.016 10.173
2 5.136 8.417 11.620
Cetvel A-2
Ny (%mo) =0 1 kokleri
m n
1 2 3
0 0.8936 3.958 7.086
1 2.197 5.430 8.596
2 3.384 6.794 10.023
Cetvel A-3
J (20} =0 10 kékleri
n
m 1 2 3
0 0 3.832 7.016
1 1.841 5.331 R.536
2 3.054 6.706 9.970

Bessel fonksiyonlarinin giyet teferruath niimerik cetvelleri mevcut-
tur. Jahnke ve Emde’de ve Watson’da vasat talebe icin oldukga teferru-

ath cetveller vardir. Morse ve Feshbach da sayfa 1565 de ve Ek'de kisa
cetveller vermektedirler.

A-5 TADIL EDILMI$ BESSEL FONKSIYONLARI

2 a
[ﬁi+%£_1_%]n,(z)=o (11)
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diferansiyel denkleminin ¢oziimlerine tadil edilmis Bessel fonksiyonlam
adi verilir. (1) ile mukayese bunlarin z yerine iz argiimentli Bessel fonk-
siyonlarina bagh olduklarmi gosterir. Lineer miistakil tadil edilmig .iki
Bessel fonksiyonunu (biri birinei, digeri ikinci cins olmak iizere) I,(z)
ve K, (2) ile gdstermek ve

Ir(z) = i—"_[,,(iz)
Ki(2) = % 7+ H,0iz) (2
geklinde tirif etmek 4det hiline gelmistir. K, (2) =K, (2) oldugu goste-

rilebilir. Eger v ile z reel iseler I,(z) ile K, (2) de reel olurlar; bunlar z
nin salimml degil, fakat monoton fonksiyonlaridir.

Iy ve Ky niin tahkik ettikleri rekiirans bagintilar1 da gunlardir:

2v

Iv—! _ I;-+1 == ;‘ Iv Iv—-l + lv+1= le'
9 (13)
Ky1— Kv+1 = Z K, K?—-l + Kv+l= - 2K9'

v reelse ve negatif degilse argiimentin kiicitk ve bilyiitk degerleri igin
asimtotik ifadeler de gu gekildedir:

|z] nin 1 e ve v ye nisbetle cok kiiciik degerleri icin
1 z \¥
1(2) > ( £ )

Ko(z) > — [ln ( —j-) + 0,5772...] (14)

Ko(z) > Fg’) (é-)” vk 0

) nin 1 e ve v ye nisbetle ¢ok biiyiik degerleri icin

— (15)
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A-6 BELIRSIiZ iINTEGRALLER

(1) diferansiyel denkleminden J», N», H»"? adi silindirik fonksiyon-
larindan herhangi ikisinin su belirsiz integralleri elde edilebilir:

f [(pz — g%z — p? : va}Ziu( pz)Ev(gz)dz
= 2[qZ(p2)8'(92)— Pty (9214 (pz)] (16)

Buradaki iisler argiimente gore tiirevleri gostermektedir.

Tddil edilmig Bessel fonksiyonlar: icin miitekabil integral de

f [(P"— )z + ¥ : vz] Zu(pz)§,(qz)dz
= — 2{qZu(p2), (q2) — pElg2)Zp'(p2)]  (17)

geklindedir.

Eger argiimentlerle mertebeler ayni ise su belirsiz integril ddi gilin-
dir fonksiyonlan igin cari olur:

f ZAD)EN2)dz = 322— [Z,’E; + (1 - -;—:4)2»&]

- §[z,a,+z,i1 ber— ~ L +Z38) | (18)

o

Tadil edilmis Bessel fonksiyonlarina tekabiil eden integral de

[t = 5| (14 5] 28~ 2% | (19)

diir,

A-7 KURESEL BESSEL FONKSIYONLARI

(Vi4k) ¥ =0 dalga denkleminin kiiresel koordinatlarda ayrigiminda
radyal kism veren denklem

d? 2 d H{l+1
[d_r“+7 gt

r2

] fr) =0 (20)
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geklini alir. Bunun ¢oziimii

J+l (kr) 1 (kr)
flr)=A T +BT 1)

seklindedir. Bu fonksiyonlarin ¢nemi dolaymsiyla j,(2), n,(2), h V2 (2) ile
gisterilen kifiresel Bessel ve Hankel fonksiyonlartni gu gekilde tarif etmek
ddet olmugtur:

1
i) = (5 1 @
1
nilz) = ( 3)2 N, 1()
h')(2) = jilz) > inz)
Reel 2 igin h/®(x) fonksiyonu h/(x) in kompleks eglenigidir.
(2) seriye acihmlarindan
d \l {si
i = (4 Z) (5F)
, (23)
niz) = — (-—z) ( : ddz) (cozz)

oldugunu gostermek kabildir. { nin ilk birkag¢ degeri i¢cin bu fonksiyonla-
rm agik gekilleri goyledir:

] sin z cos z ez
1=0: joz)=— =3 nlz) = — ——; A z) = ;.;
sin z CoS z coOS z sin z
l=1: ifz) = P n(z) = — 2z }

A (z) = — ";(1 + %)

3 l)sinz_3cosz (24)

=20 A=(x- =

zs



Bessel Silindir Fonksiyonlar 97

ng(z)=—(-——33——-—l)cosz——-ss;:z
iz 3i 3
WNzg) =i {1 4+% — =
Az (Z) fz(l p z“)

(9) ve (10) genel asimtotik gekillerinden kiiresel Bessel fonksiyon-
larimin asimtotik gekillerinin agagidaki gibi oldugu bulunabilir.

jz} nin 1 ye ve 1 e gore cok kiiciik degerleri icin

P
1) e
(25)

20—
m(z) - —— (—zj;i')—-

burada (214+1)!!=(2{+1) (21—-1) (21-3)... x5 x3 X1 dir.

|z} nin { den ¢ok biiyiik degerleri icin

> Lsinfs_m
jgz)—}zsmz 2

ni(z) > — ~ cos (z — %‘) (26)

KOYz) > (— iy S

Kiiresel Bessel fonksiyonlarimn mubhtelif ciftlerinin wronskiyenleri de

L

z2

W(ji m) = -—1- W(j, Ay = — Win, ~AV) = (27)

geklindedir. &, ile j,, n;, h/®, h/® nin herhangi lineer kombinezonunu gos-
tererek, kiiresel Bessel fonksiyonlar: icin baz: rekiirans bagintilar: da aga-
gida siralanmig bulunmaktadir:
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20 -1

z

Ei(z) = Ee-y(2) + E!+1(z)

&'(z) = 71% [18i(2) — @ + 1)Er41{2)]

£ (24152 = 2 _(2) (28)

£ [ Bl =~ 2 Euni(e)

Kiiresel Bessel fonksiyonlarinin 4di Bessel fonksiyonlarnna siki siki-
ya bagh olmalar1 hasebiyle muhtelif belirli ve belirsiz integraller, (19) va-
sitasiyla (16) dan tiiretilebilirler. £, ve Z, ile kiiresel Bessel fonksiyonla-
rmmn herhangi lineer kombinezonlarim gostermek sfiretiyle, faydal bir
misil olmak iizere su belirsiz integril elde edilebilr:

f 2%Ed2)Zi(z)dz = 322 [E:Z: - —%* (Bim1 Zrer 4 Eras Zt-—l)] (29)

l=0 igin §_., ve Z_, fonksiyonlarn (28) deki iiciincii rekiirans bagintisin-
dan elde edilen gu

J1=—m n_y = jo AV_y = ihy (30)

kaidesine gére doniigtiiriiimelidirler.

ji(kx) dilzgiin kiiresel Bessel fonksiyonlarinin (0 <x< ) sonsuz ara-
hgindaki normalizasyonu bir delta fonksiyonu normalizasyonudur; yini

1 4

f 8 jillx) k' x) dx = o 8k — k) (31)
0

diir. Cetvel: A-4 de j;(x) in koklerinin kisa bir listesi verilmigtir. 3,(x) in
niimerik cetvelleri: (Mathematical Tables Project, Natl. Bur. Standards,
«Tables of Spherical Bessel Functions», 2 cild, Columbia University Press,
New York, 1947) de vardir.
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Cetvel: A4

§1(x) =0 m z;,, kokleri

! m
1 2 3 4

0 3.142 6.283 9.425 12.566

1 4.493 71.725 10.904 14.066

2 5.763 9.095 12.323 15.515

3 6.938 10.417 13.698 16.924
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EK B
LEGENDRE FONKSIYONLARI
ve KURESEL HARMONIKLER

Ek A nin baglangicinda vaz edilen genel notasyon burada da tatbik
olunacaktir. Bu bahis hakkinda daha teferruath bilgi MO dan ve 1. Bo-
limde zikredilen matematik miiracaat kitaplarindan temin edilebilr,

B-1 TARIFLER
Legendre diferansiyel denklemi

Zlo-2 2 +[ern—Gzm=0 @

ile verilmig olup bu Laplace operatoriiniin kiiresel koordinatlardaki ay-
rigimi esnfisinda ortaya cikar. Bu metinde z degiskeni cos @ ya egit ahn-
migtir. Genel hélde p ve v keyfi kompleks sayilardir. Fakat en umumf fi-
ziki tatbikatta p ve v niin her ikisi de tamsayidirlar. (1) in ¢ziimlerine
Legendre fonksiyonlar1 vey& daha dogrusu eger u=0 ise Legendre fonk-
siyonlart ve p=0 ise de asosye Legendre fonksiyonlar: ad1 verilmektedir.

Legendre diferansiyel denklemi ikinci mertebeden oldugundan P,* (2)
ve Q¥ (z) ile gbsterilen ve swrasiyla birinci ve ikinci cing Legendre fonk-
siyonlar: denilen lineer miistakil iki ¢bziimii haizdir. Eger p=0 ise ¢i-
ziimler P, (z) ve Q, (2) ile gosterilirler.

B-2 LEGENDRE POLINOMLARI

Eger p=0 ve 1=0,1, 2,... olmak iizere v=1 ise Legendre denkleminin
bir ¢6zilmii sonlu, tek degerli ve —1<x<1 araliginda siirekli olur. P, (x)
ile gdsterilen ve x=1 de bire esit olacak sekilde normalize edilmig olan bu
¢Oziime I-ninci mertebeden bir Legendre polinomu adi verilir, (1) in bir
kuvvet serisi geklindeki ¢6ziimii, ! nin ilk birkac degeri igin bu Legendre
polinomlarmin
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Pn(.t) =1
P(x) = x
Pix) = 5 (32— 1) @)
Pylx) = -5 (5x* — 3x)
1

Py(x) = 3 (35x! — 30x2-1-3)

olduklarim gosterir. P;(x) icin genel bir formiil Rodrigues formiiliddiir.

Px) = oy r (21—1) @)

Bu fonksiyonlar igcin baz1 tzel degerler de

P!H' 1) = (+ 1)‘ Psl+1 (0) =0

(4)
(2t — 1l
Pﬁ!(o) ( l)l 2! l !

Jlup burada da (21-1)11=(21-1) 2I-3) (21 -5)...(5) (3) (1) térif edil-
mig bulunmaktadir.

B-3 P,(x) ICIN REKURANS FORMULLERI

dPH-I sz—l —_
T e 20+1)P, =0 (5)
dPI+I dP, —
Te X g —U{+DP~=0 (7)
P dP‘ — Py 1P, =0 (8)

B-4 P(cos8) ICIN ASIMTOTIK SEKILLER

I>»1 olmak tizere biiyiik mertebeler icin limit hilinde bazan asimtotik
formiiller kullanmak uygun diiger. Bu takdirde
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Pi(cos §)— ], ((21 -+ 1) sin %) (0=0<1) (9)

Pidcos §) > \/ Y cos [(1 + %)9 — —g’-] (a > .-}-) (10)

B-5 IKINCi CINS Q/(x) LEGENDRE FONKSIYONLARI

v=Il ve n=0 i¢in (—1,1) araligindaki diger lineer miistakil Q;{x}
¢Oziimii logaritmalar ihtivA etmekte ve x==+1 i¢in raksaklagmaktadir.
Tkinei ¢oziimiin genel gekli wronksiyen metoduyla bulunabilir (Bk. MO,
sayfa: 160). Q,(x) in standard tarifi

i
Q) = P} n (155 ) = N P (P (9 ()

m=1

ile verilmigtir. I=0 igin toplamah terim sifir olarak tarif edilmigtir. Ilk
birkag Q,;(x) ler sunlardir:

Q) —-——In( x)——l (12)

~

k

Qo(x) = —-—ln( +

P o
_I_
po

%w=ﬂ6*~nlﬁ+ﬂ—%«

B-6 PM(x) ASOSYE LEGENDRE POLINOMLARI

1=0,1,2,... ve m de bir tamsayl olmak lizere v=I ve p=m oldugu
zaman (1) in ¢dziimleri biiyiik onemi haizdirler. Eger c¢iziim —1<x<1
araliginda sonlu, tek degerli ve siirekli olacaksa m nin —I<m<{ simrlan
arasinda kalmasi zaruridir. Buna gore tesbit edilmig [ degerleri icin
(214-1) adet iyi davramsh P (x) fonksiyonu vardir. Pozitif m ler igin
asosye Legendre fonksiyonu

Pr(x) = (= o (1— 9% £ Pi(x) (13)
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ile tarif edilmigtir. Q™(x) asosye fonksiyonu da Q,(x) vasitasiyla tipatip
aym gekilde tarif edilir. Negatif m ler icin P, ™(x) c¢oziimii P™(x) e

{{— m)!
U+ m)i
milcibince baghdir. —I<m <! olmak iizere m nin biitiln degerleri icin,

(13) e (3) 1 ikdme etmek siiretiyle elde edilen genellegtirilmis Rodrigues
formiilti caridir:

Pro(x) = (=) Pm(x) (14)

— 1\m n jm
Pr) = S (-2 S 1y (15)

m pozitif olmak gartiyla ! ve m nin ilk birkag¢ degeri icin P/™(x) asosye
Legendre fonksiyonlar soyledir:
LY
Pi(x) = —(1 —x?)2

1
Pi(x) = — 3x(1 — x?)2 P2(x) = 3(1 —x%)
3 = (16)
Pi(x) = — 5 (52* = 1) 1 — &%) 2 P(x) = 15x(1—=x?)
3

Pgi(x) = — 15(1 — x3) 2

Asosye Legendre polinomlan i¢in rekiirans formiilleri MQ’da sayfa:
54 de verilmigtir. Bu rekiirans bagintilan1 aym ! fakat komgu m degerleri
icin veyd aym m fakat komsu 1! degerleri icin fonksiyonlar arasindaki
baglantiya temin etmektedirler.

B-7 BELIRSIZ INTEGRALLER VE DIKLIK; NORMALIZASYON
INTEGRALLERI

(1) diferansiyel denkleminden, Z,” (z) ve £, (z) gibi iki ¢bziim i¢in
su belirsiz integrél tesis edilebilir:

ol

[+ 0=+ 0 - B | 2 s

= (- )|z BLO gy LA )
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(17) integrali P/=(x) in (—1,1) arahginda dikligini ve normlarm te-
sis etmek i¢in kullanilabilir. P/ (x) fonksiyonu sonlu oldugundan ve ug
noktalar: da dahil olmak iizere (—1, 1) aralginin her yerinde sonlu kalan
bir egimi haiz oldugundan (17) nin sag yan1 x=+1 de sifir olur. Buna
binfen p=p =m ve v=1, v =0 olmak lizere {17) ifadesi P/(x} in aynt m
fakat farklil ler icin diklik gartim verir:

1
(I 1)~ I+ 1)) f P(x)Pr™(x)dx = 0 (18)
—1

P (x) fonksiyonunun (—1,1) arabgindaki normu da (15) vasitasiyla te-
sis edilebilir. Netice

1
j P(x)Pre(x)dx = 5 il g + 2;’, i (19)
-1

geklinde bir ortonormallik integrili olarak ifdde edilebilir. m=0 icin (19)
ifidesi Boliim: 3-6 da (51) numarali denklemle igdret olunan normu verir.

B-8 LEGENDRE FONKSIYONLARI SERISINE ACILIM; TAMLIK
BAGINTISI

m tesbit edilmig olmak ve l=m, m+1, m+2,... olmak gartiyla P/=(x)
fonksiyonlarimin takim (—1,1) araliginda tam bir dik fonksiyon takimi
meydana getirir. Keyfi bir f(x) fonksiyonu, tipki Boliim: 3-2 de oldugu
gibi, acihm katsayilari [ (19) a binden]

1
ar = 2L ) [Preoftads (20)
—1
ile verilmig olan
7)) = YamPro(o) (21)

serisine agilabilir. Pm(x) igin tamhk bagintia1 da
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N T PrPe(x) = bx —x) (22)
l=m

ile verilmistir.

39 Y (0, 9) KORESEL HARMONIKLERI

Kiiresel koordinatlarda, 0<0<n ve 0<p<2xr gartlarina uygun de-
gerler alan (9, ) acisal degigkenleri cinsinden @ ortonorméfl bir fonksai-
yon takimi bulunmasi faydahdir. Boyle bir fonksiyon takmm birim kiire
iizerinde ortonormal bir fonksiyon takimi olacaktir,

m=0, =1, +2,... olmak tizere ™9 geklindeki Fourier serileri fonk-
siyonlart ¢ degigkenine gore tam bir dik fonksiyon takim tegkil ederler.
m 8&bit ve l=m, m+1,... olmak gartiyla P/(cos @) asosye Legendre po-
linomlar1 da cos § degiskenine gére —1<cos 0<1 arahginda tam bir dik
fonksiyon takimm tegkil etmektedirler. Buna binden P/™(cos §) e™¢ carpi-
mi birim kiire iizerinde dik bir tam fonksiyon takimi tegkil edecektir.
Yin(0, 0) ile gbsterilen ve kiiresel harmonikler denen ortonormél fonksi-
yonlar da

20411 —m)l
dx (I + m)l

ile verilmislerdir. I ve m indislerinin aldiklart degerler 1=0,1,2,... ve
m=-1I, —(1-1),..., —-1,0,1,..,, (1—1),1 dir. m nin negatif degerleri i¢in
kiiresel harmonikler pozitif m ye tekabiil edenlerin kompleks egleniklerine

Y 19, 9) = Pm(cos 0) ™ (23)

Yi-u(t,9) = (= 1)" Y*,u (0, 9) (24)
mficibince baghidirlar. Ortonorméllik sart

2 n

f do f sin 0 d0 Y*ru'(0, ) Yia(0, ) = 81 5w’ (25)
0 0

ile ve tamlik bagintis1 da

1) Ashinda, defigkenler (cos B, ¢) dir; ziri kiiresel koordinatlardaki hacim elema.
nimin ifadesi, dY=d(co8 ) dp olmak izere d®x==r2 drdQ ile verilmigtir,
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Y*1u(®', 9)Yi(®, ®) = (¢ —9")3(cos § — cos )

I=0m=-}

ile verilmektedir,

1 ve m nin en kiiciik degerleri igin kiiresel harmoniklerin acik ifade-
leri agaghda verilmigtir. m nin negatif degerleri igin (24) lkullamlabilir.

l1=0:

1

Ymm“ﬂ.“‘_‘.‘.

Ym—\/——-cos()

Yy =— \/-i- sin 8 'Y
8x

5 (3 1
w=\/a(zcos’0 2)

Yqy = m\/%sinocosogq’

1 i-5-., 2
Y,,=-4—V§T—=sm Be

Y,g=\/-%‘ (55 cas’&—%cos@)

1 21

Yu=——7Y 3 sin 9(5 cos?0 — 1)

Yag = — \/— sin%0 cos Oe

1,/35,; i
Yy = -3 \/.4_7:311139.93‘9’

9 (35 st 13 3
Y;o—\/4 (acos 9-—-400339—|--—)

Yg=— —3— \/% sin 9 (7 cos?® 8 — cos 6) '?

(26)
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3 __5_: . q a4y 209
Y= vy \/8:: sin8(7cos?h—1)e
_ 3 -3_5 . 3 Sip
Yo= _TV_BE sin® 0 cos B ¢
3 35 s 4 dip
Y44—--8—¢8" sin Be

B-10 KURESEL HARMONIKLERIN TOPLAM TEOREMI

Acisal durumlar: Sekil: B-1 de gosterildigi gibi (8, ¢) ve (¥, ¢") ag1-
lariyla belirtilmig olan iki vektor arasindaki agiya v dersek

cos ¥ = cos 8 cos 8" 4 sin { sin 0" cos (¢ — @')
olmak iizere P;(cos y) Legendre polinomu I-ninci mertebeden kiiresel har-

moniklerin

i
Picos 1) = gorg 3 ¥*ul ) Y0, @) (28)

m=—

geklinde bilineer bir ac¢ilimi olarak yazilabilir. Buna kiiresel harmonikie-
rin toplam teoremi ad1 verilmektedir. (28) denklemi kesin olmayan bir

z

yoldan da, (26) tamhk bagntisiuin sagindaki delta fonksiyonlarinin car-
puninin

3(p — ') d(cos 8 — cos 1) = 5_ d(cos ¥)
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geklinde yazilabilecegine dikkat etmek sliretiyle de cikartilabilir. Buna
binden §(cos vy), P; lerin (22) ile verilmis tamlik bagmntisindan faydala-
narak (26) min sag yamna agik olarak yazihr ve her iki yandaki terimle-
rin mukayesesi (28) ifaddesini verir.

Eger v sifira giderse (28) denklemi kiiresel harmoniklerin mecmii
toplamlan hakkinda

i
¥ 1Yuntt, 0= 2+1 (29)

9%

m=—!

kaidesini verir. Bunu, Y,,(0, ®) lerin mutlak karelerinin m tizerinden or-
talamasinin, kiiresel olarak simetrik ve Yy 1n mutlak karesine egit olma-
sina delilet ettigi geklinde tefsir etmek kabildir.

B-11 KURESEL HARMONIKLER ICIN FAYDALI REKURANS
BAGINTISI

iki kiiresel harmonigin ¢arpiminin tek kiiresel harmonikler serisine
agiliminin genel ifddesi

Y 18, @) Yor(6, @) = Z 2 jn(‘z’]_‘?f_j; D oo 1rL0) x

X ((Umm’ | I'LM)YLu(0, )  (30)

ile verilmektedir. Buradaki (il'mm/[I’LM) katsayilarina Clebsch-Gordan
veyd Wigner veyhut da vektérel toplam katsayilari adi verilmektedir.
Bunlay, E. U. Condon ve G.H. Shortley: <«Theory of Atomic Spectras,
Cambridge University Press New York, sayfa: 73-78 de veyd A.R. Ed-
monds: «Angular Momentum in Quantum Mechanics», Princeton Univer-
gity Press, Princeton, A.J., 1957, sayfa: 52 de tarif edilmiglerdir.

Acik olarak yazarak, iki faydal 6zel hil gunlardir:

1 T T —m
cos e Yln - “ + [ 21 Yl—l.m -i_ V 2! + 3 Yl+1.m.|

sin 0 eti?Y,, = [\/(l + m%(llj—lm — 1 Yi—tm+y (31)

.+.
Va1

\/(I"!_-m+2)(!i-m+l)Y ]
- 26+-3 Hlmti




